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VORWORT.

Hiermit iibergebe ich den dritten und letzten Band der mathematischen
Werke meines Vaters, L. Fucms, der Offentlichkeit. Er enthilt die letaten
zweiundzwanzig Arbeiten, die der Verewigte vom Jahre 1888 an bis zu seinem
Tode verdffentlicht hat, die drei gedruckten Akademischen Reden aus den
Jahren 1873, 1899, 1900 und diejenigen Nachrufe, die er in seiner Eigenschaft
als Redakteur des Journals fiir die reine und angewandte Mathematik ver-
fasst hat. Die redaktionelle Arbeit dieses Bandes wurde in derselben Weise
wie die der beiden ersten Bénde durchgefiihrt. Auch hier sind die Abhand-
lungen im Wesentlichen unverdndert wiedergegeben worden. Alle bemerkens-
werthen Abénderungen und alle sonst nothwendigen Angaben findet man in
den Anmerkungen, die den einzelnen Arbeiten folgen.

Es ist mir ein Bedirfnis, an dieser Stelle allen denen, die mir bei der
Drucklegung ihre Hilfe haben zu Theil werden lassen, meinen herzlichsten
Dank zu sagen. Bei der Revision der Abhandlungen hat mich der andere
Herausgeber, Herr L. ScuLEsiNGER, durch seine werthvollen Rathschlige unter-
stiitzt. Herr H. Voer hat wiederum die in franzdsischer Sprache verfassten
Noten (LXIII, LXVI) in sprachlicher Hinsicht revidirt und mein Freund
H. Levxe hat eine Correctur der Druckbogen gelesen. Vor allem aber richtet
sich mein Dank an Herrn L. Herrrer fir die treue Sorgfalt, mit der er mir
bei der Durchsicht und der Correctur aller Arbeiten in so wirkungsvoller
Weise seine Hilfe hat zu Theil werden lassen.

Es war urspringlich geplant, dass den Abschluss dieses dritten Bandes
etwaige nachgelassene Arbeiten meines Vaters bilden sollten. Eine genaue



Vi VORWORT.

Durchsicht des handschriftlichen Nachlasses hat mir aber gezeigt, dass zur
Zeit druckfertiges oder leicht druckfertiy zu machendes Material nicht vor-
handen ist. Da es aber gewiss nicht im Sinne des Entschlafenen wire,
Unfertiges der Offentlichkeit zu iibergeben, so musste zuniichst von einer
solchen Veroffentlichung Abstand genommen werden, wenn die Herausgabe
dieses Bandes nicht auf unbestimmte Zeit verschoben werden sollte.

Die am Schlusse dieses Bandes befindlichen von Herm ScrrEsivgER ange-
fertigten Register des ganzen Werkes sollen seine Benutzung erleichtern.

Schliesslich sei auch an dieser Stelle der Verlagsbuchhandlung fiir ihr
freundliches Entgegenkommen und fiir die vornehme Ausstattung der Binde,
durch die sie dem Verewigten ein auch &usserlich schones Denkmal gesetzt
hat, der Dank der Herausgeber ausgesprochen.

Halensee bei Berlin, im October 1908.

Ricuarp Fucss.
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LIV.

ZUR THEORIE DER LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN.

(Sitzungsberichte der Konigl. preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin;

Einleitung und No. 1—7, 1888, XLII, 8. 1115—1126, vorgelegt am 1. November, ausge-

geben am 8. November 1888; No.8—15, 1888, L, 8. 1273—1290, vorgelegt am 13. De-

cember, ausgegeben am 20. December 1888; No.16—21, 1889, XXXVI, §.713—726,

vorgelegt am 18. Juli, ausgegeben am 25. Juli 1889; No. 22—31, 1890, II, S. 2138,
vorgelegt am 9. Januar, ausgegeben am 16, Januar 1890).

Die folgenden Entwickelungen bilden einen Theil von Untersuchungen, 1115
welche ich iiber lineare Differentialgleichungen angestellt habe, und welche
ihren Ausgangspunkt von den folgenden Erwigungen genommen haben. Es
sel 4,,9,, ...y, ein Fundamentalsystem von Integralen einer linearen homo-
genen Differentialgleichung p** Ordnung, deren Coefficienten rationale Func-
tionen der unabhéngigen Variablen z sind. Es seien y,y,, ..., 4 willkiir-
liche Elemente aus der Reihe y,4, ..., 9,, und es werde eine Determinante
von 4’ Elementen gebildet, deren Horizontalreihen aus den Ableitungen gleicher
Ordnung von y,, 4, ..., 4, bestehen. Die Ordnung dieser Ableitungen sei
durch eine der Zahlen 0, 1, 2, ..., p—1 bestimmt und sei fiir die verschiedenen
Horizontalreihen verschieden. Solcher Determinanten konnen wir

_ p(p=1)...(p—-4+1)
g 1.2...2

bilden. Bezeichnen wir dieselben in irgend einer Reihenfolge mit u,, w, %, ..., % _,
Fuchs, mathem, Werke. III. 1



2 ZUR THEORIE DER LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN.

so ergiebt sich fir diese Functionen das System von Differentialgleichungen

du
7;’ = Ako“o'*' Aklu’l toeeet Ak, 0-1%g-15

wo A, 4,,..., 4, ., rationale Functionen von z bedeuten. Aus diesem Sy-
steme konnen wir demnach- fiir jede der Functionen #, eine lineare homogene
Differentialgleichung ¢** Ordnung mit rationalen Coefficienten herleiten.

Das Folgende beschiftigt sich mit der Untersuchung dieser Differential-
gleichungen, unter der Voraussetzung, dass die Ordnung p der vorgelegten
Differentialgleichung eine gerade Zahl 2n ist, und sie -bezieht sich auf den
Fall, dass 2 = n gewihlt wird.

In einer folgenden Mittheilung beabsichtige ich eine Fortsetzung der
gegenwirtigen Untersuchung und eine Anwendung zu verdffentlichen, welche
ich von derselben gemacht habe, und die Ziele darzulegen, welche ich dabei
im Auge gehabt.

1.
6] Es seien die Coefficienten der Differentialgleichung

a*y d’y

(A") d T +pl dx -1

+ Py =0

rationale Functionen von 2.

Sind y,, 4, ..., Y, # von einander linear unabhingige Integrale der Glei-
chung (A.), so wollen wir eine Determinante mit »* Elementen bilden, deren
Horizontalreihen aus den Ableitungen gleicher Ordnung von ¥, 4, ...,
bestehen. Die Ordnung dieser Ableitungen sei durch eine der Zahlen
0,1,2,...,2n—1 bestimmt und sei fiir die verschiedenen Horizontalreihen
verschieden. Solcher Determinanten kinnen wir

2n(2n—1)...(n+1)
1.2...m

bilden. Bezeichnen wir dieselben in irgend einer Reihenfolge mit u, u,u, ..., %,
und setzen nur fest, dass u, diejenige unter diesen Determinanten sei, in
welcher die Ordnungen der Ableitungen in den verschiedenen Horizontalreihen
der Reihe nach 0,1,2,...,n—1 sind, und welche wir die Hauptdeter-

minante von y,,y,, ..., ¥, nennen wollen.



ZUR THEORIE DER LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. 3

Bedeutet 2, 2, ..., 4, ein anderes System von n linear unabhangigen Inte-
gralen der Gleichung (A.), so mogen diejenigen Determinanten, welche aus
U,y % ..., u,_ hervorgehen, wenn an Stelle von y,4,, ..., 9, bez. 2,2,...,2,

gesetzt werden, bez. mit v, v, ..., v, bezeichnet werden.

Bezeichnen wir ferner die Hauptdeterminante der 2u Integrale y,, y,, ..., 9,;
234, ..y, Mit A s0 ist¥)

(B) A= Ce/n®

wo C eine Constante bezeichnet, welche von Null verschieden ist, wenn
Yoo Upy +++» Yy %49 %,y -++y 4, €in Fundamentalsystem von Integralen der Gleichung

(A.) ausmachen, dagegen den Werth Null annimmt, wenn dieses nicht der

Fall ist.
Zerlegen wir A in eine Summe von Producten aus Partialdeterminanten

n* Ordnung, so erhalten wir unter Beriicksichtigung von (B.) zwischen
Upy Uyy +oey U3 Upy ¥,y ..oy ¥, die Relation

(C) A= vz-lli_ U Vyyp = Ce~fp1 dz1
0

wo die Vorzeichen nach bekannter Regel zu bestimmen sind, und wo C den
oben bezeichneten constanten Werth hat.

2.

Isty,¥, ... ¥, ein Fundamentalsystem von Integralen der Gleichung [1117
(A.), bilden wir die » Combinationen derselben zu je » und setzen in
(No. 1) an Stelle von ¥,,4,,...,4, je eine solche Combination, so erhalten
wir v verschiedene Grossen u,, welche wir mit w,, u,, ..., u,_ , beseichnen
wollen, indem wir festsetzen, dass w,_, ,, aus denjenigen Functionen y, ge-
bildet werde, welche vom Systeme ¥,,,, ..., ¥, ibrig bleiben, nachdem hier-
von die zur Bildung von w, zu verwendende Combination weggenommen
worden. |

Wir bilden die Determinante

(t) P = |u} [z

*) Siehe meine Arbeit in BorcHARDTs Journal, Bd. 66, S. 126—1301).

1) Abh, VI, 8. 164—168, Band I dieser Ausgabe. R.F.
1*
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Da

Iu,ull = Iuv-l—y,v—l—l|1
so ergiebt sich

(2) Pt = Iu,ull |u’v—1—;z, v~1-4 |

Vollfihren wir die Multiplication der beiden Determinanten rechterhand, so
erhalten wir unter Beriicksichtigung der Gleichung (C.) eine Determinante
mit » Flementen, deren Diagonalglieder, abgesehen von einem constanten

Factor, den Werth Pt annehmen, wihrend die ibrigen verschwinden.
Demnach ergiebt sich

(D.) P = Ce )

wo C eine von Null verschiedene Constante bedeutet.
Aus Gleichung (D.) folgt
I. Die Determinante P ist nicht identisch Null
Sei

(3‘) Pothy+ Pyttt @y Uy = 0

eine Gleichung, welche fiir jede beliebige Combination ¥, ,, ..., ¥y, bestehe,
so ist demgemiss auch

4) Qthyy+ @yt -+, %y, = 0. t=0,1...,9=1)

Da aber die Determinante P dieser Gleichungen mit den Unbekannten
®,1 @,y -+ @,, Nach Satz I von Null verschieden ist, so muss

By =g, = =g, =0
sein, d. h.
II. Zwischenw,u,...,u,_ kann nicht eine fiir jede Combination
Yy Yy ---r Y, glltige lineare homogene Relation bestehen.
Differentiiren wir », und ersetzen die Ableitungen von y,, 9,, ..., ¥,, deren
Ordnung 2n oder grdsser als 2m, durch ihre aus der Gleichung (A.) sich er-
gebenden Ausdriicke in den Ableitungen niedrigerer Ordnung, so erhalten wir

du
"18] (E) d_xl = '.olo“o'l'(Ph“l'l"“‘}'(Pl,v—1“w-n =01 2,...,7-1)

worin ¢, rationale Functionen von z bedeuten.
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Aus diesem Systeme von Gleichungen ergiebt sich, dass auch die héheren
Ableitungen von #, lineare homogene Functionen von u,u,...,,_ sind. Es
sei insbesondere

d*u

(F) —d—x"l = Gyttt Gyt + o0t Gy Uy
wo ¢, rationale Functionen von x sind, so bleiben diese Gleichungen be-
stehen, wenn wir in denselben u, durch u, und w, durch u, ersetzen. Be-

zeichnen wir die Hauptdeterminante der Functionen u,u,,%,, ..., %,  mit
3, so ist nach den Gleichungen (1.) und (F.)
(G) b = QP,

wenn wir die Determinante

6) il = @ (2o
setzen. Aus Gleichung (D.) folgt daher:

III. Die Determinante % ist dann und nur dann Null, wenn
die Determinante Q verschwindet.

3.

In den Gleichungen (F.) mogen dem k& die Werthe 1, 2,..., v beigelegt
werden. Aus dem entstehenden System von » Gleichungen eliminiren wir

Upy Uy ..oy %, SO ergiebt sich, wenn wir » statt u, setzen, als Resultat der
Elimination
Y V=1
(H) a4 p I b P =0,

dxv 1 dxr-l

wo P, ..., P, rationale Functionen von z bedeuten. Diese Differential-

gleichung wird durch die » Functionen u,,u,, ..., ,_ , befriedigt.

Ist die Determinante Q identisch Null, so kionnen aus den » Gleichungen,
welche aus (F.) fir k=0, 1,...,v—1 zu bilden sind, u,u,, ..., % _, eliminirt
werden. Wir erhalten alsdann als Resultat der FElimination eine Diffe-
rentialgleichung fiir » niedrigerer als +* Ordnung, welcher die Functionen
Upgy Uygy -y %,_, , geniigen miissen. Ist aber @ von Null verschieden, so ergiebt

sich aus Satz IIL. vor. No., dass die Differentialgleichung, welcher diese Func-
tionen geniigen, nicht niedriger als +** Ordnung sein kénne. Denn da ¢ von
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Null verschieden ist, so ist das Bestehen einer linearen homogenen Relation
mg] mit constanten Coefficienten zwischen u,,u,, ..., = ausgeschlossen ¥),
eine solche Relation wiirde aber aus der Annahme, dass diese Functionen
einer Differentialgleichung niedrigerer als »** Ordnung geniigten, hervorgehen
missen. Wir haben also das Resultat:

L Die Functionen w, u,...,%_ , genligen einer linearen ho-
mogenen Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten. Die-
selbe wird erhalten, wenn wir in (F.) successive k=10,1,2,... setzen
und aus den entstehenden Gleichungen u,u,...,u_, eliminiren.
Ist Q nicht identisch Null, so wird die Differentialgleichung genau
v Ordnung [Gleichung (H.)], und es sind u,, ..., , ein Funda-
mentalsystem derselben. Ist aber Q identisch Null, so wird die
Differentialgleichung, welcher u,, u,, ..., u,_ , gleichzeitig geniigen,

niedriger als +* Ordnung.

4.

Es werde vorausgesetat, dass Q nicht identisch verschwindet.
Alsdann folgt durch Auflgsung der Gleichungen (F.) (welche fiir
k=0,1,...,v—1 entstehen), fir die Unbekannten w,

(J) U = YoUy+ Yo ul; +eit Xa v '”'f)v—n’

dku, . .
wo —= = u,” gesetat worden, und wo y,, rationale Functionen von  bedeuten.

Die Gleichungen (J.) bleiben bestehen, wenn wir # durch w, und «”
durch # ersetzen. Machen wir diese Substitution fir /=0, 1, ..., v—1, mul-
tipliciren die Gleichungen successive mit den Constanten y,y,...,¥,., und
setzen

(1) W= Pollogt Pyl t o Pyt

() Wy = YUt Prtint et Py Uy zy

wo u, mit u,_ iibereinstimmt, so folgt

(3') w, = YW+ )(hw' $ond xl'v_]w(v-n’

*¥) Vergl. meine Arbeit in BorcHARDTS Journal, Bd. 66, S. 126—130%).

1) Abh. VI, S. 164168, Band I dicser Ausgabe. R.F.
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wo wiederum
d*w

&
w )

gesetzt ist.
Wir bilden nunmehr den Ausdruck

y—1
(4') E= 201 * Wy Wyoq 25

wo das Vorzeichen des Gliedes w,w, ,_, mit dem Vorzeichen des Gliedes [rrzo
v, _, der in Gleichung (C.) auftretenden Summe iibereinstimmen soll. Aus

Gleichung (2.) folgt, dass E die Gestalt

¢e=0,1,...,v—~1
(5) B = Dupdura?, (ﬁ=0,1,‘..,v—l)
annimmt. Die Coefficienten Aaﬁ haben die Form
(6.) Aa,e = Jtuyu,, ,+2E g Uy gy —pe

Mit Riicksicht auf die im Anfange von No. 2. fixirte Bedeutung der
Functionen %, folgern wir aus Gleichung (C.), dass die Summen rechterhand
in Gleichung (6.) verschwinden, wenn nicht f =v—~1—ea. Ist aber f=v—1-«
so werden diese Summen einander gleich und bis auf einen nicht ver-

—/p,dz

schwindenden constanten Factor gleich e Hieraus ergiebt sich

< —/p, d
(K) E=Te/n®

wo I' eine Constante bedeutet.
Substituiren wir fiir die w, in E Gleichung (4.) ihre Ausdriicke durch
die Gleichung (3.), so erhalten wir

(1. E =3P

wo P, rationale Functionen von o bedeuten. Aus Gleichung (K.) ergiebt
sich daher der Satz:
I. Setzen wir in der quadratischen Form

o ¢e=0,1,...,v—

(L) L= 3P ul? (p 0,1,...,:—1)
fir « ein willkiirliches Integral der Gleichung (H.), so wird das
/b, dz

i

Resultat gleich e multiplicirt mit einer Constanten. Der
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Werth dieser Constanten ist von den Anfangswerthen des Inte-
grals » abhingig.
Substituiren wir in Gleichung (H.)

(8.) 0 = e_%fpldxt’
5o haben wir
9. W = ¢ VPB4 Bt 4. g Byt
it

zu setzen, wo t© = +i und wo B, rationale Functionen von z bedeuten.
Die Gleichung (H.) transformirt sich in

a’t art

(H) W+R1W+'“+th =0,

wo R, R, ..., R, rationale Functionen von z bedeuten.
Die quadratische Form Z wird
(10,) 7= ¢ /My
wo
[ (o) 4(B) 0,1,...,v-1
(11.) L' = S Best 7, ( 0, 1,...,7—1)
R,; rationale Functionen von .
uz] Aus Satz I. ergiebt sich
II. Setzen wir in
’ [ l!) )
(L ) L= EapRupt( t(ﬁl
fir ¢ ein willkiirliches Integral der Gleichung (H'), so wird dieser
Ausdruck einer Constanten gleich. Der Werth dieser Constanten
ist von den Anfangswerthen des Integrals ¢ abhingig.
Ubrigens ergiebt sich aus der Gleichung (8.), dass

(12) R, = —3wp,+ P,
Andererseits ist*) nach Gleichung (G.)

_dlogP dlog@

(13) F = dz dr '

*) Siehe meine Arbeit in BorcEARDTs Journal, Bd. 66, S. 1281).

1) Abb. VI, S. 166, Band T diesor Ausgabe. R.F.
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also nach Gleichung (D.)

dlog @
dz '

1
(14.) Pl = ‘g vp, —

folglich ergiebt sich aus (12.)

_dlog@

(15) -

=

»

9.

Aus Gleichung (L.) folgt durch Differentiation

dz' /A

() T = R

wo R eine ganze homogene Function zweiten Grades von ¢,t, ..., "™ mit
rationalen Coefficienten bedeutet. Setzen wir fiir ¢” seinen aus Gleichung
(H') sich ergebenden Werth

(2.) t(v) —— Rl t(v—-l)_ Ii2 t(y—':) e — .R,,t,
so ist nach Satz IL. voriger- Nummer

(3, 0= — oo (R4 R4 + Rt + R
Diese Gleichung ist eine identische. Denn # bedeutet in (2.) ein beliebiges
Integral der Gleichung (H'), dessen Anfangswerthe fiir einen beliebigen Werth
w=g,t==4,8=14,.. ., " =" willkirlich wihlbar, zwischen welchen
also eine Relation nicht stattfinden kann.

Subtrahiren wir (3.) von (1.), so ergiebt sich demnach, dass iden- [rr22
tisch fiir jede beliebige Function ¢

dz oL 4+ R " +---+ R, 1]

(M') d.fﬂ at(v-l) [

Nach Satz II. voriger Nummer wird die rechte Seite dieser Gleichung identisch
Null, wenn fiir ¢ irgend ein Integral der Gleichung (H') substituirt wird.
Setzen wir demnach

oz
(N') —atT‘n— =M= So £ Slt(v-” tee Sv—nt)

wo §,,8,..., 8, rationale Functionen von 2, so ergiebt sich der Satz

v—1
Fuchs, mathem. Werke, III, 2
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I Bedeutet ¢ irgend ein Integral der Gleichung (H'), so ist
M ein Multiplicator dieser Gleichung, oder was dasselbe besagt,
es ist M ein Integral der zu (H.) adjungirten®) Differential-
gleichung.

Bilden wir die successiven Ableitungen von M, indem wir die Ableitungen
von ¢, deren Ordnung gleich oder grésser als », vermittelst der Gleichung (H')
auf die Ableitungen niedrigerer Ordnung reduciren, so ergiebt sich

&M ,
(4') e = akot a4+ ak,r—lt(v—n-
i
Setzen wir hierin k= 0,1,...,»—1 und bezeichnen ein Fundamentalsystem

von Integralen der Gleichung (H') mit ¢,¢,...,t, die nach Gleichung (N.)
zugehdrigen Werthe von M bez. mit M, M, ..., M, so wie die Haupt-
determinanten von ¢, %, ...,¢, und von M, M ..., M bez mit T und M, so
ist den Gleichungen (4.) gemaéss

(5. M = |ay)T.

Der zweite Factor auf der rechten Seite ist von Null verschieden, weil
t,t,...,t, ein Fundamentalsystem bilden**), folglich ist die Hauptdetermi-
nante M der Functionen M, M, ..., M gleichzeitig mit |a,| Null oder von
Null verschieden. Ist aber M von Null verschieden, so ist M, M, ..., M,
ein Fundamentalsystem von Integralen der zu (H') adjungirten Differential-
gleichung**¥). Wir erhalten also den Satz:

IL. Die v Functionen M, M, ..., M welche aus Gleichung (N.)
hervorgehen, wenn ¢ durch die Elemente eines Fundamental-
systems ¢,t,...,t, von Integralen der Gleichung (H.) ersetzt wird,
nz] bilden ein Fundamentalsystem von Integralen der zu (H')
adjungirten Differentialgleichung oder sie bilden ein solches

nicht, je nachdem |4, von Null verschieden, oder gleich Null.

*) Diese Bezeichnung in dem Sinne genommen, welchen ich derselben in meiner Arbeit BorcHARDTS
Journal, Bd. 76, S. 183 beigelegt habe ).
**) Siehe meine Arbeit in BorcHARDTs Journal, Bd. 66, S. 126—130%).
#¥) Siehe ebendaselbst,

1) Abh, XV], 8. 421, Band I diesor Ausgabe. R, F.
2) Abh. VI, 8, 164—168, Band I dieser Ausgabe, R.F.
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Ist |a,| nicht Null, so konnen wir aus den Gleichungen (4.) (wenn da-
selbst k= 0,1, ..., v—1 gesetst wird) ¢, ¢, ...,¢"" als lineare homogene
Functionen von M, M, ..., M*™ mit rationalen Coefficienten bestimmen,
wenn M® = i—,.— gesetzt wird. Da nun jedes Integral ¢ der Gleichung (H')
ein Mult1phcator der zu (H') adjungirten Differentialgleichung ist, so erhalten
wir als Correllat zum Satze II den Satz

IIL Ist |a,| von Null verschieden, so sind auch die Multipli-
catoren der zu (H.) adjungirten Differentialgleichung lineare
homogene Functionen mit rationalen Coefficienten der Integrale
M dieser Differentialgleichung und ihrer Ableitungen.

6.
Es sei 1, 1,,..., 1, ¢in Fundamentalsystem von Integralen der Gleichung

(H.) von der Beschaffenheit, dass das Element 1, zu M, adjungirt ist¥), so
haben wir die Gleichungen

(1'.) ﬁ‘,,r,M,‘"’ =0, (k=0,1,...,9—2)
1
(2-) dn M = —1%),

Wir substituiren in diese Gleichungen die Ausdriicke (4.) voriger Nummer,
indem wir daselbst successive ¢ =1,¢=1¢, ..., =1 setzen. Ist |a,| von
Null verschieden, so kénnen wir 4,4, ...,2,_, so bestimmen, dass

Y

(3') zm m ml = O) (l=l72»-">"’_l)
(4') zm j’mamo =L
0
Multipliciren wir dann die Gleichungen (1.) successive mit 4, 4,...,4,_,, die

Gleichung (2.) mit 2 _ und addiren simmtliche Gleichungen, so folgt

(O) Zm tm T = ﬂ’v-l )
1

*) In dem Sinne, welchen ich dieser Bezeichnung in meiner Arbeit BoroHARDTs Journal, Bd. 76,
8. 183 heigelegt habe?).
*+) Siche die Arbeit des Herrn FroBENivs, BorcHARDTs Journal, Bd. 77, S. 249,

1) Abh. XVI, S, 421—422, Band I dieser Ausgabe. R.F.
2 *
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wo 4 _ eine rationale Function von 2. Die linke Seite der Gleichung

(0.) ist eine quadratische Form von #,¢,...,{ mit constanten
Coefficienten.

rz4] Wirden wir in den Gleichungen (3.) successive /=1,2,...,v—1 aus-
schliessen und die ausgeschlossene Zahl in der Gleichung (4.) an Stelle des

zweiten Index wihlen, so erhielten wir durch einen ahnlichen Process

(Ol') thm n = lv—l,ll
(Oﬂ) Em mt::) = lv—x,u
(Ov—l') Em mtfnv»—l) = lv—l,v—l)
wo A_ A A simmtlich rationale Functionen von 2 bedeuten.

v=1,1) Tr=g,2) ¢ *) Ty v=1

Diese Glelchungen konnen iibrigens auch direct aus Gleichung (O.) gefolgert
werden.

Zu diesen Relationen fiigen wir eine andere hinzu. Wenn wir die linke
Seite der Gleichung

yl y, ......... yﬂt
y; y; ......... y;n
(5) y(ln) y;m ......... y;’:;) =0
B By eeeenenns Yan
y; y; ......... y;n
yin) 1/(2'“ ......... 277‘5)

nach Producten von Partialdeterminanten »** Ordnung ordnen, so erhalten
wir zwischen den Elementen des Fundamentalsystems u,,w,,..., 4,_, von

Integralen der Gleichung (H.) die homogene Gleichung zweiten Grades

¥t
(P) ;I: * U Uy o = 0,

wo die Vorzeichen auf bekannte Weise zu bestimmen sind.
Setzen wir gemiass Gleichung (8.) No. 4

(6.) W = e 3./p, da

K — tk+u
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so verwandelt sich (P.) in

®) ittt =0

7

Nach Gleichung (M.) hat die Function Z' die folgende Eigen-
schaft: Sie nimmt einen constanten Werth an fiir solche Func-
tionen ¢ und nur fir solche, welche entweder einer linearen [nzs
homogenen Differentialgleichung (H.) »** Ordnung oder einer
solchen Differentialgleichung,

(1) M=0

(v—1)** Ordnung Geniige leisten. Wir wollen zum Beschluss dieser
Notiz die Gestalt einer Function Z/, welcher diese Eigenschaften zukommen,
etwas ndher charakterisiren.
Nach Gleichung (N.) konnen wir setzen
1

(2.) 7 = 25,

M+ 7,
wo L. eine homogene Function zweiten Grades von £,#,...,¢" ™ mit ratio-
nalen Coefficienten bedeutet.
Sei
@ _

6) L= S R,

wo R' eine homogene ganze Function von ¢,¢,...,¢"""

Aus der oben angegebenen Beschaffenheit von Z' und aus Gleichung (2.)
ergiebt sich, dass Z einen constanten Werth erhalten muss, wenn fir ¢ ein
Integral der Gleichung (1.) gesetzt wird. Demnach folgt aus Gleichung (3.):

p— 62; Sl (V=2) &L) 4
(4.) 0 = —WI,_—‘)'(FOt +oet So t +R.

Ist S, von Null verschieden, so ist diese Gleichung wieder eine identische.
Denn ¢ ist ein willkiirliches Integral der Gleichung (1.), es konnen daher die
Anfangswerthe von ¢,¢)...,1""" willkiirlich gew#hlt werden, demnach kann
zwischen diesen Grossen eine Relation nicht stattfinden. Subtrahiren wir
Gleichung (4.) von Gleichung (3.), so ergiebt sich die fiir jede beliebige
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Function ¢ bestehende Gleichung

i dZ; —_ 67‘; (v—1) Sx (v=2) Sv—)
() T = | g T
Setzen wir
A
(N gm = M= T Tt e+ Tt
so folgt:

Ist ¢ irgend ein Integral der Gleichung (1.), so ist M, ein
Multiplicator dieser Gleichung, und die Function Z, hat fol-
gende Eigenschaft: Sie nimmt einen constanten Werth fiir solche
Functionen ¢ an und nur fiir solche, welche entweder der Glei-
chung (1.) oder der Gleichung

() M, =0
Geniige leisten.
126] Nach Gleichung (N'.) konnen wir setzen

, 1
(6') 7‘1 - 2—110

M+ 2,
wo L, eine homogene ganze Function zweiten Grades von ¢, ..., be-
deutet. Indem wir an Z/ die obigen Schliisse wicderholen und so fortfahren,
gelangen wir schliesslich zu folgendem Resultate:

Die quadratische Form 7' lisst sich im Allgemeinen auf die fol-
gende Gestalt bringen

' 1 2 1 2 1 2
(Q) Z = Eg‘-.ﬂ'[o‘l‘g—sl‘Ml‘l'E;;‘Mz‘l'““l‘

0

1
5,

v-1

Hierin sind M, M,..., M, lineare homogene Functionen einer
Variablen ¢ und ihrer Ableitungen nach z mit rationalen Coeffi-
cienten, und zwar ist M, von ¢,¢,...,t" abhingig. Es ist ferner
M, ein Multiplicator der Differentialgleichung

I+t
= 0,

(R.) H,

wenn in M, fir ¢ ein Integral dieser Gleichung gesetzt wird.

Die Gréssen o,,0,...,0,, sind rationale Functionen von z, nimlich

o, dexr Coefficient von " im Ausdruck von M, Endlich ist

_ - %y ;
M,_z_c,_,[t gt f].
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Die Form (Q) setzt voraus, dass die successiv zu bildenden Ausdriicke
M,M,.. ., M,_ die Ableitung hichster Ordnung von ¢, welche sie noch ent-
halten konnen, auch wirklich enthalten, dass also keine der Grdssen
verschwindet. Wenn diese Voraussetzung nicht erfiillt ist, so

Gy0,..50,,

nimmt Z/ andere specielle Formen an.

8.

Bezeichnen wir die linke Seite der Gleichung (H') mit H(f) und [izr3
bedeute M(t) den durch Gleichung (N.) gegebenen Ausdruck, alsdann ist
nach Gleichung (M.)

iz’

1) Mt H(t) = -

Sei H'(t) der zu H(¢) adjungirte Differentialausdruck, so ist*)

@) vH()—tH (v) = dixH(t,v),
wo ¢, v beliebige Functionen von #, und wo H(#,v) einen in #,v und ihren
Ableitungen bis zur (»—1)*" Ordnung linearen und homogenen Ausdruck be-
deutet.

Setzen wir
v = M(t),
so ergiebt sich

3) Mt H(t) —tH (M() = dixﬂ(t,M(t)).

Diese Gleichung ist nach Gleichung (1.) gleichbedeutend mit
A , d
(®) S~ (M) = - HE, M),
demnach muss auch fiir jede Function ¢ der Ausdruck
tH' (M ()

ein vollstindiger Differentialquotient sein.

*) Jacosl, CRELLEs Journal, Bd. 82, S. 1897).

1) Gosammelte Werke, Bd. IT, 9. 127—128. R, F.
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Ist aber f(u) ein Differentialausdruck von der Eigenschaft, dass wf(u)
fiir jede Function » der vollstindige Differentialquotient einer in # und seinen
1274] Ableitungen linearen und homogenen Functionen II(«), und ist f'(») der
zu f(w) adjungirte Differentialansdruck, so ist identisch

') =~
und umgekehrt*). Da nun der zu H'(M(t) adjungirte Differentialausdruck
dem Ausdrucke M'(H{t)) gleich wird, wenn wir mit M'(t) den zu M(f) ad-

jungirten Ausdruck bezeichnen®*), so ergiebt sich aus Gleichung (4.), dass
identisch fiir jede Function ¢

() (M) = - M(H).

Ist umgekehrt diese Gleichung identisch erfillt, so ist ¢H'(M(t) ein
vollstindiger Differentialquotient und demgemiss auch nach Gleichung (3.)
M(t)H(t) ein vollstindiger Differentialquotient.

9.

Wir gehen nunmehr zur Untersuchung des Falles iiber, in welchem die
Gleichung (H'.) reductibel wird***). Zuvor aber wollen wir einige auf all-
gemeine lineare Differentialgleichungen beztigliche Sitze aufstellen, von welchen
wir Gebrauch machen werden.

Sei eine lineare, homogene Differentialgleichung

dVL d/n—l
(L) . + ry dx™ !

+ +"mj - R(‘/) =0

mit rationalen Coefficienten vorgelegt, so geniigt jeder Ausdruck der Form
(2') W= Aoy + Al ?/IJ" et Am—-ly(m_l) = P(y)i

in welchem y ein Integral von (1.), 4, 4,,..., 4, _, rationale Functionen von

m~1

z und die oberen Accente Ableitungen bedeuten, ebenfalls einer linearen
Differentialgleichung hochstens m** Ordnung. Differentiiren wir némlich die

#) Vergl. den vor Kurzem erschienenen II Theil der »Legons sur la théorie des surfacess von
Herrn Darnoux, §. 111,
**) Siehe FROBENIUS, BorCHARDTS Journal, Bd. 85, S. 189.

#%) Uber die Begriffe der Inreductibilitit und Reductibilitit siche FroBENIUS, BORCHARDTS Journal,
Bd. 76, S. 236.
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Gleichung (2.) und ersetzen die Ableitungen von y hoherer als " Ordnung
mit Hillfe der Gleichung (1.) durch die Ableitungen niedrigerer Ordnung, so

ergiebt sich, dass jede Ableitung von w eine lineare homogene Function
von 4, 'y oy Y

(m—1)

Yy oy ...,y aus den Ausdriicken fir w, w) ..., w

(m—1)

mit rationalen Coefficienten ist. Durch Elimination von
exgiebt sich die bezeich-
nete Differentialgleichung fiir w. Alle diese Differentialgleichungen wollen [rzrs

()

wir mit Riemann*) als mit (1.) zu derselben Klasse gehorig bezeichnen.

Seien 4, 4,,..., A4 _ willkiirlich gew#hlte rationale Functionen und be-

m=1

zeichnen y,,4,,...,y, ein Fundamentalsystem von Integralen der Gleichung
(1.), so ist eine Relation der Form
(3) nPW)+ 7 P) + 4 p P(va) = 0,

WO 7,, %, .-+ 7, Constanten bedeuten, nicht méglich. Setzen wir namlich
(4') y1y1+y2y2++7mym =
so ist Gleichung (3.) gleichbedeutend mit
(5.) A+ A4+ o+ A, = 0.
Es ist  ein Integral der Gleichung (1.), welches der Voraussetzung nach
nicht identisch verschwinden kann. Da aber Gleichung (1.) nicht mit der
willkiirlichen Differentialgleichung

d‘m—ly

d;
A,,,_1W+“"|'A y

Yy
ein Integral gemeinschaftlich haben kann, so kann die Gleichung (5.),. folglich
auch die Gleichung (3.) nicht bestehen.

Aus Gleichung (2.) ergiebt sich durch Differentiation

'+Aoy= 0

(6. wh = Ay + A ¥+t Ay ™ B=01,...,m=1)
Die Hauptdeterminante der Functionen y,,y,,...,4, sei A und diejenige der
Functionen w, = P(y,), w,= P(y,), ..., w, = P(y,) sei 8, so folgt aus

(7) 0= [4,]4, (]1=0,1,...,m~1)

dass die Determinante | 4, | nicht verschwinden kann, weil sowohl A als auch

#) Gesammelte Werke, Nachlass, S. 368 1),

1) Zweite Auflage (1892), S.360. R.F.
Fuelis, mathem, Werke, III. 3
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o von Null verschieden sind. Man kann also aus den Gleichungen (6.) y,
folglich auch die Integrale aller zu derselben Klasse gehdrigen Differential-
mit ratio-

(M =1)

gleichungen, als lineare homogene Functionen von w, w',...,w
nalen Coefficienten darstellen. Wir erhalten also den Sata:

I Sind 4, 4,,...,4,_, willkiirlich gewédhlte rationale Func-
tionen, so ist die Differentialgleichung, welcher w geniigt, nicht
niedrigerer als m'" Ordnung, und man kann umgekehrt y, also
jedes Integral einer der Klasse zugehdrigen Differentialgleichung

(it —1)

als lineare homogene Function von w,w)...,w"™ mit rationalen
Coefficienten darstellen.

1276] Durch diesen Satz ist die bevorzugte Stellung der Gleichung (1.) be-
seitigt, es kann an deren Stelle jede Gleichung derselben Klasse, von der
m* Ordnung, treten.

II. Tst eine Differentialgleichung der Klasse reductibel, so
giebt es unter den Differentialgleichungen derselben Klasse
auch solche, deren Ordnung kleiner ist als m. Die Differential-
gleichungen derselben Klasse sind simmtlich reductibel.

Ist ndmlich Gleichung (1.) reductibel, so existirt ein Differentialausdruck

Q(y) der Ordnung g <m, von der Beschaffenheit, dass
@) R(y) = 8@,

wenn mit S(y) ein Differentialausdruck der (m—p)*" Ordnung bezeichnet wird¥).

Ist w ein Integral einer Differentialgleichung der Klasse, deren Ordnung
nicht kleiner als m, so folgt aus dem Obigen, dass y und seine simmtlichen
Ableitungen als lineare homogene Functionen von w, w, ..., w™™" darstellbar
sind. Wir haben demnach

(9‘) vo= Q(?/) = Bow+ B,’M)’-l- ot Bm—lw(m-n = Q:(w)7

wo B,, B,..., B,  rationale Functionen von z bedeuten.

Da der Voraussetzung nach Q(y) fiir Integrale der Gleichung (1.) ver-
schwinden soll, so hat die Differentialgleichung fiir w mit einer Gleichung

Qw) =0

niedrigerer als m'* Ordnung Integrale gemeinschaftlich, ist also reductibel.

*) Siehe FROBENIUS, BorRCHARDTs Journal, Bd, 76, S. 258.
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Andererseits ist die Differentialgleichung fiir v derselben Klasse angehdrig,
und es ist die Ordnung derselben nach Gleichung (8.) die (m—g)*. Aus dem
Satze II. folgt als Corollar:

III. Ist eine Differentialgleichung der Klasse irreductibel,
so sind alle Differentialgleichungen derselben Klasse irreduc-
tibel, und es giebt unter ihnen keine von niedrigerer Ordnung
als von der m*"

10.
Die Coefficienten S, 8, ..., 8, in dem Multiplicator

v

(N) M(t) = Syt + 88"+ +8,,

des Ausdruckes H(¢) geniigen einem gewissen Systeme (2) linearer homogener
Gleichungen mit rationalen Coefficienten, welche nach No. 8 erhalten [r277
werden, wenn wir in Gleichung (M.) die Coefficienten der Ableitungen gleich
hoher Ordnung von ¢ auf beiden Seiten einander gleichsetzen. Der Voraus-
setzung nach lisst dieses System rationale I.dsungen fir S, S,...,S_ zu.

Lasst das System (2) zwei rationale Losungen S, 8,..., 8, _;
8, 8,...,8_ von solcher Beschaffenheit zu, dass zwischen den
Functionen M() und M), welche den Gleichungen

1) M) = St+ 8+ + 8, 10,
2) M) = 8,04 S 4ot Gt

entsprechen, nicht eine Gleichung
(3') M) = ?’M(t))

wo y von # unabhéngig, identisch besteht, so ist die Gleichung
(H') reductibel.

Es sei nimlich ¢ = ¢ eine Losung der Gleichung (H'), so ist nach dem
Satze I in No. 5 [vergl. die Gleichung (M.)] sowohl M(£) als auch M,(f)
ein Integral der zu (H') adjungirten Differentialgleichung

(&) H(t) = 0.

Die Differentialgleichungen, welchen M(¢), M. (£) gentigen, sind mit der Glei-

chung (H') von derselben Klasse. Ist (H') irreductibel, so sind, nach Satz III.
3*
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voriger Nummer, auch die ersteren Gleichungen irreductibel, und es ist

5 dkg_ _ T 4 1)
() %k = L+ Ly +"'+Tv—1'q )
wenn

(6.) 1 = M)

gesetzt und mit T, T, ..., T rationale Functionen von % bezeichnet werden.

Py

— Demnach ist auch
(7) n, = M) = U+ W'+ + W0

wo U, W,..., 0 _ rationale Functionen von 2 sind. Es besitzt daher die
Gleichung (4.) zwei Integrale v und v, welche in der durch Gleichung (7.)
gegebenen Beziehung zu einander stehen. Der Voraussetzung nach besteht
eine Gleichung der Form (3.) nicht identisch. Wiirde sie fix ¢ = ¢ erfiillbar

sein, so miisste die Gleichung (H') mit der Gleichung

) M,(0)-yM(t) = 0
Integrale gemeinschaftlich haben und daher reductibel sein. Wiirde die
1278] Gleichung (3.) nicht fiir ¢ = ¢ erfiillbar sein, so wiirde aus dem Be-

stehen der Gleichung (7.) folgen, dass die Gleichung (4.) reductibel sei¥).
Dann aber, dass auch (H') selber reductibel sei*¥).

11.
Es sei k ein in den Coefficienten einer Differentialgleichung

1) %+o',%+--.+¢-,,,y =0
auftretender Parameter, mit welchem sich die ersteren stetig #ndern. Wir
machen nunmehr die folgende Voraussetzung:

(e) Es giebt ein Fundamentalsystem von Integraleny,y,...,y,
der Differentialgleichung (1.) von der Beschaffenheit, dass in

dem ganzen Verlaufe der Variabeln # die Gleichungen

a M=
(2) alk“ = Ay, + A g+ + 4,907, @=12..,m)
wo A, A,..., 4, rationale Functionen von z, erfiillt werden.

*) Siche FrOBENIUS, BorRcHARDTs Journal, Bd. 76, S. 268.
#) A, a 0. S, 261,
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Von den Differentialgleichungen dieser Art stellen wir zunéchst folgenden
Satz auf:

I. Die Coefficienten der Substitutionen der zur Gleichung
(1.) gehorigen Gruppe sind unter der Voraussetzung () von &
unabhingig.

In der That moge ein Umlauf der Variabeln #,y, in y, iiberfithren, als-
dann ist

(3‘) ?7a = oYt oYt oY, (a=12..,m

wo «, von 2 unabhingig. Da die Gleichungen (2.) im ganzen Verlaufe der
Variabeln z bestehen, so folgt

m

0y -1
(4) % =4 Eb @ Yy + 4, Zb gy Yot o+ Ape 121, NS
also unter Anwendung derselben Gleichung (2.)

) O, Oy, 0y %Y
(D‘) ok Lo ok + oy, ok ooty ok
Differentiiren wir aber Gleichung (3.) nach %, so folgt

aya — a/ll ayﬂ 6i/m a a am
(6 T = o g g+ o G G 0

Durch Vergleichung von (6.) und (5.) ergiebt sich demnach

Oe, Oa, O, _
(1) Vi3 6[6 St Yy ak Pt Yy ok 0. (@=12..,m [”79

Da y,9,,...,4, ein Fundamentalsystem ist, so ergiebt sich hieraus
aaﬂl _ aaaa _ Ou,, -
®) % =0 =0 e g =0
wodurch unser Satz bewiesen ist.
Es ergiebt sich aber auch der folgende Satz:
IL Isty,¥,...,¥, ¢in Fundamentalsystem von Integralen der
Gleichung (1.), das den Gleichungen (2.) geniigt, und ist f eine

von z unabhéngige Grésse so geniigt fiir den ganzen Verlauf der
Variabeln # das System

ﬁ/n fyﬂ ey fym
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den Gleichungen

0 U = (s Tt f A A 6= 1w

Es ist namlich
0(fya) _ Of %, ,
b ok tet g
hieraus ergiebt sich nach Gleichung (2.) die Gleichung (9.).
Endlich ergiebt sich noch:
II. Sind #,9,...,9, von & und von z unabhingige Grossen,

m

so geniigt
R Tl 7% i o P

ebenfalls der Gleichung (2.).

12.

Es sei umgekehrt vorausgesetzt, dass ein Fundamentalsystem
von Integralen der Gleichung (1.) voriger Nummer angebbar sei,
von der Beschaffenheit, dass die Coefficienten der Substitutionen
der zu dieser Differentialgleichung gehdrigen Gruppe von einem
in den Coefficienten derselben auftretenden Parameter ¥ unab-
hingig sind; ferner sei vorausgesetzt, dass die Integrale der-
selben Differentialgleichung keinen Punkt der Unbestimmtheit®)
besitzen, d. h. dass die Gleichung (1.) voriger Nummer zur Kate-
gorie der in BorcHarDTs Journal, Bd. 66, S. 146, Gleichung (12.))
1280] charakterisirten Klasse gehore. Alsdann finden in dem
ganzen Verlaufe der Variabeln z die Gleichungen (2.) voriger
Nummer statt.

Wenn nidmlich wiederum nach irgend einem Umlaufe von z ein Funda-
mentalsystem von Integralen der Gleichung (1.) voriger Nummer

yl’ ?/2’ MR | ym
bez. in
yl’ ?/2) tey ?/m
*) Vergl. iber den Sinn dieser Bezeichnungsweise Sitzungsberichte der Berliner Akademie, 1886,
$. 2812).

1) Abh. VI, S. 186, Band I dieser Ausgabe, R.F.
2) Abh, XLVII, $. 394, Band II dieser Ausgabe. R.F.
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iibergeht, wo
(1') U = e+ apnlyt -+ tnYm (@=12,...,m)

s0 ist jetzt vorausgesetzt, dass die von x unabhingigen Grdssen «, auch von
k unabhingig selen. Wenn wir in Gleichung (1.) voriger Nummer &+ 6k
an die Stelle von % setzen, so moge dieselbe in

(@) me +7, Z;,,,ll et r,y =0
iibergehen. Es sei U derjenige Umlauf der Variabeln z, welcher die Sub-
stitution (1.) hervorgebracht, so werden die innerhalb U gelegenen singuliren
Punkte der Gleichung (1.) voriger Nummer in solche der Gleichung (2.) iiber-
gegangen sein, und wenn der Modul von ok hinldnglich klein, so werden die
letzteren ebenfalls noch innerhalb U gelegen sein, und es wird kein anderer
der singuliren Punkte von (2.) innerhalb U liegen. Fiir das Fundamental-
system

Yo+ 0yy, Y+ 0y oo vy Yt Y,

der Gleichung (2.) soll alsdann nach unserer Voraussetzung ebenfalls die Sub-
stitution (1.) bestehen, d. h.

(8) (hat 0%) = (it 8) + (ot 09) + ++ + Can (Yt 09). @=1,2...,m)
Aus den Gleichungen (1.) und (3.) folgt

@) (092) = g 0y, + 0y O+ -+ + 0y, Y. @=1,2,...,m)
Dividiren wir diese Gleichungen durch ok, so erhalten wir, indem wir fir ok

unendlich kleine Werthe setzen, fiir die Functionen %z:‘ nach demselben Um-

laufe U von 2

Q’tju _ 6,7/, 6/, aym
(5') (a_k) = % 6](; + %2 37" ok Tt o ok a7 "
Bestimmen wir nunmehr m Grossen 4,, 4, ..., 4, aus den Gleichungen
ay“ ! m=1)
8. S = Aot Ayt et A,y @=12,...,m)

Nach einem Umlaufe U der Variabeln # moge y, die durch die Gleichung [r28:
(1.  (5.)

bezeichnete Substitution erfahren. Demnach werden Ziahler und Nenner in




24 ZUR THEORIE DER LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN.

den Werthen, welche die Gleichungen (6.) fir 4,4, ..., 4 _ ergeben, nach
dem Umlaufe U mit demselben Factor multlphmrt sein. Hieraus folgt, dass
A,A,.. ., A _ durch die Umliufe der Variabeln # um die singuliren Punkte
der Gleichung (1.) voriger Nummer nicht geindert werden.

Bedeutet W ein Gebiet, in welchem kein singulédrer Punkt der Gleichung
(1.) voriger Nummer sich befindet, so ist fiir jeden Punkt x dieses Gebietes

nach dem Theoreme von CaucHy, wenn wir

(1) Y = fa(x, 7(:), (a=1,2,...,m)
setzen,
8.) NENIES —~—f fufe, &
das Integral erstreckt iiber die Begrenzung von W. Wir haben daher
Oy, ofa(e k) de
() ok 2mf 5]» 22—z’

woraus hervorgeht, dass % innerhalb W eindeutig, endlich und stetig ist.
Ebenso ergiebt sich, dass - i in der Umgebung von 2 = oo die gleiche Eigen-
schaft hat, wenn y, daselbst eindeutig, endlich und stetig ist.
Da hiernach y“ keine anderen Singularitdten besitzt als y , so
ergiebt sich, dass A,A,..., A _ eindeutige Functionen von z sind.
Differentiiren wir die Gleichung (1.) voriger Nummer nach %, so folgt:

dm (dy\ A (3 Oy _ _Or d™'y 0r, a7’y Oy
10) gow (G )+ s (G + 4 st =~ G

Da die Integrale y der Gleichung (1.) voriger Nummer keine Punkte der
Unbestimmtheit besitzen, so folgt aus dieser Gleichung, dass auch y keine
1282] Punkte der Unbestimmtheit hat. Daher haben auch die aus den Glei-
chungen (6.) sich ergebenden Werthe von 4,4, ..., 4, _ keine Punkte der
Unbestimmtheit. Dieselben sind also rationale Functionen von gz
und die Gleichungen (6.) sind mit den Gleichungen (2.) voriger

Nummer fibereinstimmend.

13.

Es mdge nunmehr von der Gleichung (A.) vorausgesetzt werden, dass sie
den Anforderungen («.) in No. 11 Geniige leiste. Sind alsdann ¥, %,,...,%,,
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ein Fundamentalsystem von Integralen derselben, fir welches die Gleichungen

0
(S.) 67—]: = A+ 4yt A (a=1,2,...,2%)
bestehen, so folgt,
di [ , m )
(L) dy' (#) = A"*’ya'i' Ail Yot ot Ai‘m-l?/g l)y (E=12...,2n)
daher ist auch
Ou
(2.) _6/.:)- = oubo+B1ub1'+"'+ Bv-xub.v—x'

Machen wir wie in No. 4 die Voraussetzung, dass die Determinante @ nicht
verschwindet, so ergiebt sich durch wiederholte Anwendung der Gleichung
(J.), dass das Fundamentalsystem von Integralen der Gleichung (H.)

WUgyy U U,

00y 100 ** ) Tv-1,0
den Gleichungen
aubo ’ v=1)
(S,) ak Cytge + Cythg + -+ + O, ugg
geniigt, wo C,, C, ..., C,_, rationale Functionen von z bedeuten. Machen

wir aber die Substitution (8.) No. 4, so folgt ebenso
Die Gleichung (H.) besitzt ein Fundamentalsystem von Inte-
gralen §,£,...,¢, welches die Gleichungen

8 .
,) nga. = Dyt + D+ + D, B @=12...,5)

befriedigt, wo D,, D, ..., D, rationale Functionen von z sind.

3

Durch Differentiation der Gleichungen (S,) nach z ergiebt sich

di (d , -
(3’) _CE’-(%) - Dt'ogu+Dn§a+“'+‘Di,v—1§:1 1)7 @=12..9)
wo D_, D D rationale Functionen von z sind.

Q) i) 00ty M

Wir wollen nun der quadratischen Form Z' in Gleichung (L) eine [r283
andere Form H(#) von folgender Gestalt zuordnen:

dRes (a )
L) HE) = 3 —5,;"- {40 4 35 B [P (Dt + Dyt + - 4+ D, 170
+19 (Dot + Dyt 4+ + Dy, 1)),
4

Fuchs, mathem. Werke. III
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Schreiben wir Z'(t) an Stelle von Z, so folgern wir aus Gleichung (3.):

(®) HE) = (26 G=13...9)

Da Z'(f) von z unabhingig wird, wenn wir fir ¢ ein beliebiges Integral der
Gleichung (H') setzen (siehe No. 4), so ergiebt sich aus Gleichung (4.), dass
auch H(¢) von « unabhingig ist.

Ist  eine willkiirliche von # unabhingige Grosse, so haben wir nach
Satz II. No. 11 und nach Gleichung (8,),

6) U — o+ L+ Disto4 Dfe

Daher ergiebt sich aus Gleichung (3.)

(6') d(i.t l}a(_g;f“)] D(ofg + -Dn fgu + Dz i fg(;-x) + (.D"f+ 6]") g(i)
+ Dy FE 4 oo Dy, fE,

Setzen wir in (I.,.) ¢ = f£,, so ergiebt sich
(1) H(f%) = f"HE) = f’—-Z( )

Demnach ist auch H(f) von z unabhéngig.
Nach Satz IIL. No. 11 geniigt & +& der Gleichung (S,), folglich ist
auch H(¢,+%) von 2 unabhingig, d. h. da

®) Hers) = e+ HE)+ 5 e g S8 o,

dass auch der Ausdruck

@ Aew =SB T8 g S8 g

von & unabhiingig ist.
Nun sei g eine willkiwliche Grésse, so ist

(10) H(fE+gk) = H(fE) + H(g&,) + H(f, gky)

und
(11') H(fgayggb) = fy ﬁ(gaigl‘)’
Demnach ist auch H(f% +g¢&,) von z unabhéingig. Hieraus ergiebt sich:
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I. Es wird H(¢) von z unabhéngig, wenn wir fiir £ ein be- [128
liebiges Integral der Gleichung (H') setzen.
Setzen wir:

(12) H(t) = vZ(0),

und nehmen wir an, dass, wie auch das Fundamentalsystem von Integralen
der Gleichung (H'), welches ciner Gleichung der Form (S,) geniigt, be-
schaffen sein moge, die Grosse y von z unabhingig werde. Setzen wir

0B, .,
(13.) Eaﬂ Wﬁ_ t( ) t({?) —_ q’(t),
(14') Ea‘q Raﬂ [t(m(Daot + D, b+ Da.v-x t("'”)

+19Dyt 4 Dyt o4 D, 179 = 300,
so ist nach Gleichung (12.)
(15) 40 +70) = 12()

Fiir ein Fundamentalsystem f£, wo f eine von x unabhéngige, dagegen
von k abhéngige Grosse bedeutet, tritt an die Stelle von Gleichung (3.) die
Gleichung (6.), an die Stelle von y(¢) tritt daher

. af
fy()+ 2% Z't).
Es tritt dann endlich H (#) an die Stelle von H(t), wo
d
(16) B() = 40+ +2 0 2),
Soll nun auch
(17‘) Hl(t) = YAZ’(t)
und p, von z unabhéngig sein, so ergiebt sich
LAY
(18) 4O +11) = (-2 )0
Aus den Gleichungen (15.) und (18.) folgt:
(19.) x() = 4(®),
wo
dk
(yx_y)d—f'_2
(20.) A= e

(rf—rl)fl—?ﬂ
4*
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Diese Grosse 4 muss von f unabhiéngig sein. Da auch yp die gleiche Eigen-
schaft besitat, so erhalten wir demnach die Gleichung

&k dk | (dkY
(1) 1 y+2(f—l)d—ﬁ+2d—f+7(_‘17) =o.
v (&) -2

1285] Ist nun beispielsweise / eine algebraische Function von k, so miisste »,
der Identitdt (17.) zu Folge eine algebraische Function von f sein. Die
Gleichung (21.) ist aber nicht fir jede Wahl von g—l’f als algebraische Func-
tion von f algebraisch integrirbar, daher ist unsere Voraussetzung, dass gleich-
zeitig die Identititen (12.) und (17.) bestehen, unzuldssig, und wir erhalten
den Satz:

II. Man kann das Fundamentalsystem § so wahlen, dass eine
Identitdt der Form (12) nicht fiir einen von 2 unabhéngigen
Werth von y erfiillt wird.

Aus dem Satze I. ergiebt sich nach Satz I. No. 5:

I Sei
aH 4 (V—1)
(Nl.) M(t) = Ft(v—-; = Tot-l-Tlt ++T,_lt y
wo T,,T,...,T , rationale Functionen von z, so ist identisch fiir
jede Function ¢
di ¢
(m,) e 100}
Da nun nach Gleichung (M.)
az'
S = M) HO),

so folgt aus Satz IL:

IV. Setzen wir

M) = yM(),

s0 ist y nicht von 2 unabhéingig.

Nach dem Theoreme in No. 10 ergiebt sich demnach:

V. Wenn die Differentialgleichung (A.) den Anforderungen
(w) in No. 11 geniigt, so ist die Gleichung (H.), also auch die
Gleichung (H.) reductibel.
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Diese Eigenschaft ist fiir die specielle Differentialgleichung (A.), welche
den Anforderungen (e.) in No. 11 geniigt, eine fundamentale, wie insbesondere
aus dem Beispiel, welches wir in den folgenden Nummern entwickeln wollen,
hervorgeht.

14.

Zu den linearen Differentialgleichungen, welche die Anforderungen (e.)
in No. 11 befriedigen, gehéren die Differentialgleichungen, welchen die Periodi-
citdtsmoduln der hyperelliptischen Functionen geniigen, die ich in BorcHARDTS
Journal, Bd. 71, S. 91%) gegeben habe. Es wird sich zeigen, dass die [1286
Relationen zwischen den Periodicitdtsmoduln, welche zuerst Herr WEIERsTRASS¥)
aus dem Satze von der Umkehrung von Parameter und Argument hergeleitet
hat, sich als unmittelbare Folgerungen darstellen aus dem Satze von der Re-
ductibilitdt (Satz V. voriger Nummer), angewendet auf den Fall, dass die
Gleichung (A.) diejenige ist, welcher die Periodicititsmoduln geniigen.

Ist
9() ™)

wo
() ' = 9(s,2),
¢(¢,x) eine ganze rationale Function von # und # und zwar vom (2n+1)*"

Grade in Bezug auf z, g(¢) eine rationale Function von 2z und #, welche nur
fir die Wurzeln der Gleichung

oz 2) =0
unendlich wird, so ist
o day . om—1 U 0 .
(3. proi gbﬁanT'l'g(Xa(z)s) )3

f, sind von 2 unabhingige Grossen, welche sich rational aus den Coefti-

*) Programm des Braunsberger Gymnasiums 1848/49 %).

#) Wir setzen filr unseren gegenwirtigen Gebrauch in meiner oben citirten Abhandlung z an Stelle
von 2,z an Stelle von % und 2xn41 an Stelle von .

#*+*) Sieche BorcHARDTs Journal, Bd. 71, 8. 107%).

1) Abh. VITI, 8. 241 ff,, Band I dieser Ausgabe. R.F.
¢) Werke, Bd. I, 8. 111—131. R.F.
3) Abh, VIII, 8. 258, Band I dieser Ausgabe. R.F.
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cienten von ¢(2,2) und von g(2) zusammensetzen, X (2) bedeutet eine ratio-
nale Function von 2.
Ist w ein Periodicitdtsmodul des Integrals

fydz,

so geniigt w als Function von # im Allgemeinen einer Differentialgleichung
der 22*® Ordnung
P

(Ax) ﬁmW"‘ﬁm-th—T*’“'*’ﬁow = 0*)7
wo die Verhaltnisse der Grossen §,,p, ,..., B, rationale Functionen von
bedeuten.

L Alle Differentialgleichungen der Form (A,), welche einer
willkiirlichen Wahl der rationalen Function g(¢) entsprechen,
gehdren derselben Klasse an,

Es sei z. B.
4) g = e to 24 da_ 2",
1287] WO &, e, ..., ¢ _ rationale Functionen von 2 bedeuten, alsdann ist

w =7

der Periodicititsmodul des Integrals erster Gattung

f@dz,

und es sei fir diesen Fall nach Gleichung (A,.)

dﬂ’l dm—l
(Ay) W} +1,(2) W?‘ +et p(@)n = 0.
Wir wollen beweisen, dass
() W= 9+ 00+ P

WO @5 Py +++» §,, Yationale Functionen von z und die oberen Accente Ab-
leitungen nach z bedeuten.

Wenden wir die Gleichung (3.) auf den Fall an, wo wir g(¢) nach
Gleichung (4.) bestimmt haben, und setzen daselbst successive 0,1,2,...,2n—1

#) A.a. 0. S. 1081),

1) 8, 259 des ersten Bandes dieser Ausgabs, R.F.
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fiir a, so erhalten wir ein System von Gleichungen, aus welchen wir im All-
gemeinen herleiten konnen

zb b ot ) .
(8. T:20y+2,§z—+~--+2,,,_,W,,_yl+a—z(‘1'b(z)s), (6=0,1,2,...,2n—1)

wo €,%,...,%,_, rationale Functionen von z und V() rationale Functionen
von z bedeuten.

Integriren wir beide Seiten dieser Gleichung lings eines geschlossenen
Umlaufs der Variabeln 2, welcher den Periodicititsmodul v liefert und be-

zeichnen den entsprechenden Periodicititsmodul von

40
f £ de
s
mit ¢, so folgt aus Gleichung (6.)

d dﬂn—l
(1) & = Qo.'l'l'gxﬁ‘l'""l'gan-xdTn—?‘
Nun ist nach Gleichung (3.) fiir eine beliebige rationale Function g(z),

die nur fiir die Wurzeln der Gleichung cp(z,x) = 0 unendlich wird,

) -1

Eb on 6 (X (#)s).

8) y =
Integriren wir diese Gleichung nach # lings derselben Curve, so folgt

(©.) w = 358G
Demnach ist nach Gleichung (7.)
dZn"l

(10‘) w = émo’l + gﬁ + “+ M, A

[r288
womit unser Satz bewiesen ist.

Es mogen nunmehr die Coefficienten von ¢(2,4) und von g(¢) ganze
rationale Functionen eines Parameters k¥ sein (wir kénnen als solchen z. B.

einen Verschwindungswerth der Function ¢ (#, #) wihlen), so geniigt der Periodi-
cititsmodul des Integrals
g(ﬁ))
f 670( ds

einer Differentialgleichung (A.); derselbe ist daher in der Form (10.) ent-
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halten. Andererseits ist dieser Peuodlmtatsmodul wenn wir g(2) nach Glei-
chung (4.) bestimmen, auch mit ak ibereinstimmend. Demnach geniigt 7
einer Gleichung der Form:

dﬁn—l

-1 sm-l a1

d
(11') %'—Aol'l'A “" +A2n

Diese Gleichung bleibt bestehen, wenn fiir % irgend ein Periodicitats-

o

d. h, irgend ein Integral der Gleichung (A,) eingesetzt wird. Wir erhalten

modul des Integrals

also den Satz:

1I. Die Differentialgleichung (A,) gentigt den Anforderungen
(«) in No. 11%).

In meiner oben erwahnten Arbeit*¥) habe ich gezeigt, dass die Coeffi-
cienten der zur Differentialgleichung (A,) gehorigen Substitutionsgruppe von
k unabhédngige, ndmlich wohlbestimmte, ganze Zahlen sind. Dieses
ist also in vollkommener Ubereinstimmung mit den Sétzen in No. 11 und 12.

15.
Bilden wir jetzt die Differentialgleichung (H') fiix unsere Differential-
gleichung (A,.)

, dl’ d@"l t
(Hl) a.v

d v + R( )d ¥y~1
1289] so folgt aus dem Satze V. No. 13, dass (H,) reductibel ist. Demnach
ist auch die der Gleichung (H.) entsprechende Differentialgleichung, welche
wir aus (A,.) herstellen, reductibel. Dieselbe sei

+--+R(2)t =0,

(H,) LA ORI TOL

*) Ein Beispiel hiervon fir dem Fall der elliptischen Integrale habe ich bereits in BORCHARDTS
Journal, Bd. 83, S.31%) hervorgehoben und daselbst aus der entsprechenden Gleichung die LEGENDRESche
Relation zwischen den Perioden der Integrale erster und zweiter Gattung hergeleitet.

*¥) BoRcIARDTS Journal, Bd. 71, 8. 100%).

1) Abh. XXIV, 8,105, Band IT dieser Ausgabe. R.F.
2) Abh. VIII, 8. 231, Band I dieser Ausgabe. R.F.
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Nach Satz II. No. 9 giebt es also in der zu (H,) gehorigen Klasse
von Differentialgleichungen auch solche niedrigerer als »** Ord-
nung, d. h. wir kénnen die rationalen Functionen von 2,9, ¢, ..., ¢,_, $0
bestimmen, dass

(1') W= QU+ '?1'“’"" ot %_IMIV—D
einer Differentialgleichung niedrigerer als »** Ordnung Geniige leistet. Driicken

wir mit Hilfe des aus unserer Gleichung (A,) herzustellenden Systems von
Gleichungen (F.), nimlich

du
(F,) o Buothy + Yty 0+ Yy Uy
die Ableitungen von « durch die Functionen #,u,...,%,_, aus, so erhdlt w
die Form
(2) W= oyt U+ by Uy,

wo ¢, %, ..., ¢, rationale Functionen von z bedeuten. Setzen wir in (2.)
an die Stelle von u, successive ug, u,,..., %, , und begeichnen die zuge-
horigen Werthe von w mit w,w,,...,w,, so ergiebt sich daraus, dass w
einer Differentialgleichung niedrigerer als »* Ordnung Geniige leistet, dass

w,w,...,w, Relationen der Form

(T') 7owo+ 71w|+ et y‘l’—lu)l'—l =0
mit von z unabhéngigen Coefficienten erfillen.
Es sei
) ' -
() U= Lot Attt T A=12,...,m

WO Y, rationale Functionen von z bedeuten. Sind 7,7v,,...,1,, die Periodi-
cititsmoduln des Integrals
f Mdz
S

(wo g(2) nach Gleichung (4.) voriger Nummer bestimmt ist) an den 27 Quer-
schnitten, so bilden dieselben im Allgemeinen ein Fundamentalsystem der
Gleichung (A,). Setzen wir in (3.) v, an Stelle von 7, so moge der zugehdrige
Werth von o mit # bezeichnet werden. Bilden wir nun mit den Gidssen v
die Determinanten

©0) 1) (¥=1)
e, ue L,
Fuchs, mathem, Werke, I 5
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1200] mit je »' Elementen, indem wir in den Horizontalreihen 2 = 1,2,...,n
wihlen, wihrend die Verticalreihen fiir ! successive die Zahlen einer Com-
bination #n** Klasse der Zahlenreihe 1,2, ..., 2n sind, so erhalten wir

(4-) 9 = SigUo + Sy thy + ++v 4 8y Uy

wo die s, homogene alternirende Functionen von den y, der Ordnung » sind.
Bestimmen wir y,, so, dass

(5.) S0 =% S =%y oo Sy = Yoy
und sind (W)* die Werthe von U®, welche aus (4.) dadurch hervorgehen, dass
u, an die Stelle von u, gesetzt wird, so folgt aus Gleichung (T.) fiir diese
Grossen eine Relation der Form

(T,) PP+ 7,0 4 - 9, (@ = 0

mit von z unabhéngigen Coefficienten.

Die weitere Ausfiihrung dieser Rechnung, welche ich mir fiir eine spitere
Mittheilung vorbehalte, ergiebt die oben bezeichneten Relationen zwischen
den Periodicititsmoduln der hyperelliptischen Integrale erster und zweiter
Gattung in der Form wie sie Herr WeiErsTRASS gegeben hat.

16.

713] Wir betrachten zundchst die Differentialgleichung, welcher die Periodi-
citdtsmoduln der hyperelliptischen Integrale vom Range p = 2 geniigen.
Die Periodicitdtsmoduln des Integrals

dz
V@)’
wo
(1') '?('e) = (‘g—x)(z_7‘:1)@_kz)(z—ka)(z—ka)r

befriedigen alsdann, wie ich*) nachgewiesen habe, die Gleichung

*) CreLLEs Journal, Bd. 71, 8. 1197),

1) Abh, VI, 8. 241, Band I dieser Ausgabe. R.F.
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) 40T 43y @ T4+ By TL L S Wy B iy = o,
wo

Vo) = o-k)e—k)o—k)a—F), md yo@) = TL.

dz®

Die in der eben erwdhnten Arbeit¥) eingefithrten Grossen (z,%,), (z,k,),
(x,k,), (v,k,) wollen wir bez. mit y,,¥,,,, y, bezeichnen. Die letzteren Func-
tionen von 2 bilden ein Fundamentalsystem von Integralen der Gleichung
(2.), dessen Fundamentalsubstitutionen aus der genannten Abhandlung*¥) sich
folgendermaassen ergeben: Ist y, der Werth, in welchen y, nach einem Um-
laufe der Verinderlichen x iibergeht, so ist nach einem Umlaufe um

! kl)gl =Y Yo = Y+ 20, ¥y = Y+ 2, Yo = Y+ 2Y;; [714
) k)Y = v,=24, % =, U = Yt 2 Yo = Yt 20y
ka)??x = 4,~2Y, ¥ = Y= 29 Yy = Yy ?74. = Y, +2Y,;
]’;4)?71 =¥~-2, ¥ = Yo— 24, ¥ = Yo— 2, Yy = Y,
Setzen wir
dy dy
(4') % dﬂ'—yyd_xl‘ = (M")}

so geniigen die sechs Functionen von z

(12), (13), (14), (23), (24), (3%)
nach No. 3 Gleichung (H.) einer Differentialgleichung

du du d*u du
(5') d Qx dxd Qn dz* + Qs dﬂ‘s + Q«; d$ Q5E+qu
deren Coefficienten rationale Functionen von z und von den Gréssen k, sind.
Aus No. 14 ergiebt sich, dass die Gleichung (5.) reductibel sein muss.
Es ist zweckméssig und fiir die Folge auch wichtig, dicses noch auf eine
andere Art zu beweisen, welche zugleich von den am Anfange der No. 14

*) CRELLEs Journal, Bd. 71, §. 1001).
**) Ebendas. S, 100—1012),

1) 8. 251, Band I dieser Ausgabe, R.F.
2) 8. 251262, Band I dieser Ausgabe. R.TF.

B*
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angedeuteten Relationen diejenigen unmittelbar liefert, die hier vorzugsweise
in Betracht kommen.

Aus den Gleichungen (3.) ergiebt sich, wenn wir wieder mit (2g) den-
jenigen Werth bezeichnen, in welchen (ig) nach einem angegebenen Umlaufe
der Verdnderlichen z iibergeht, dass nach einem Umlaufe um

(1‘) = (12)7 (E) = (13)1 (ﬁ) = (14):
1)) = —2(12)+ 2019+ (23),
1Y) = —2(12) + 2(14) + (24),
(34) = —2(13) + 2(14) + (34);
(12) = (12), (13) = 2(12)+ (13)—2(23),
Lz)§(ﬁ)= 2(12) + (14) —2(24), (23) = (23),
(6.) (24) = (24), (34) = —2(23)+2(24) + (34);
(12) = (12)—2(13) + 2(23), (13) = (13),
Ls)g(ﬂ)=2( 3)+(14)-2(34), (23) = (23),
(24) = 2(23) + (20)— 2(34), (34) = (34);
(12) = (12) 2(14)+2(24‘ (13) = (18)— 2 (14) + 2(34),
)%@=<) = (29) 2(24) 2(34),
(28) = (29), (34) (34).

Bilden wir das Particularintegral der Gleichung (5.)
(v w = (12)~(18) + (14) + (28) — (24) + (39),

73] so ergiebt die eben gebildete Tabelle (6.), dass w durch die Umléufe der
Verinderlichen # um einen der Punkte %, k,, k,, &, keine Anderung erleidet.
Da aber die Integrale der Gleichung (5.) sich fm keine anderen endlichen
Werthe von x verzweigen, so folgt, dass w eine eindeutige Funktion von «
ist. Da nun die Integrale der Gleichung (2.), folglich auch die der Glei-
chung (5.), fiir alle Werthe von z nur bestimmte Werthe annehmen¥), so
ergiebt sich:

Das Particularintegral w der Gleichung (5.) ist eine rationale

Function von z, also diese Gleichung reductibel.

*) Siehe meine Arbeit in CRELLES Journal, Bd. 66, S. 146, Gleichung (12.)!).

1) Abh. VI, 8. 186, Band I dioser Ausgabe. R.F,
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17.

Es sei v Integral einer Differentialgleichung, welche mit Gleichung (2.)
No. 16 zu derselben Klasse gehort, also

(1) 1= 93 +9,Y+2Y"+ o, ¥
. . . o dy
Wo o, eine rationale Function von z, §" = —¢
Setzen wir
(2‘) ?/L’Lu‘?/,u’h = [}'M]i
so folgt
d
(3) [Ap] = o.(00) + 927 (A0) + (40— 9u8):
Nun ist nach No. 4
d d
@) -nd = P2+ P (194 P, (12)

@& at &
+ P.(xw(lz)"' P4W(12)+P5%(12)7

wo P, wohlbestimmte rationale Functionen von 2 und den Gréssen k, be-

deuten. Demnach ist
6) () = (ot o) ()4 (0t But) e () + Buty s ()
+ B, () + Pty g () + Pugy s ().
Aus dieser Gleichung folgt, dass
®) [12]—[18] + [14] + [23] - [24] + [34] = w,
eine ratisnale Function von # ist, ndmlich

(7') zvl = (q)l + 'PU '\°3) w + ((Pﬂ + Pl '\os)w"" P2 (PB Itv(g)-l- ‘P3 803 /“)("D + 'P4 cpaww + })5 803 u)(&)l [716

wo w die durch die Gleichung (7.) voriger Nummer bestimmte rationale
Function von », w” ihre Ableitungen nach z bedeuten. Da die Function 7
der Gleichung (1.) bei verschiedener Wahl der Grissen ¢, 9,, ¢,, ¢, die
Periodicititsmoduln simmtlicher Integrale erster und zweiter Gattung umfasst
(siehe No. 14), so driicken die Gleichung (7.) voriger Nummer und die Gleichung

(6.) der gegenwirtigen Nummer die simmtlichen zwischen den Periodicitéts-
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moduln statthabenden Relationen aus, welche in der Theorie der ABELschen
Functionen auf anderem Wege und von anderen Gesichtspunkten aus her-
geleitet werden. Sie ergeben sich hier, wie schon in No. 14 bemerkt, als
eine Folge der Reductibilitit der Gleichung (5.) voriger Nummer.

Wenn wir insbesondere ¢, ,, ¢, so wihlen, dass

(8) (o,+ P o) w+ (9,4 Pg)w' + Poo,w®+ Pyo,w®+ Pyo,w? + Prguw® = 0,
dann ist
9.) [12] —[18] + [14] + [23] — [24] + [34] = O.

Diese Grossen [Au] geniigen im Allgemeinen einer Differentialgleichung
sechster Ordnung, welche nach Gleichung (5.) mit der Gleichung (5.) voriger
Nummer zu derselben Klasse gehort. Sind aber ¢, ¢, ¢, der Gleichung
(8.) gemidss gewdhlt, so geniigen [ig] nach Gleichung (9.) einer
Differentialgleichung nur fiinfter Ordnung, in Ubereinstimmung mit
dem Satze II. No. 9.

Ein Beispiel, welches uns hier besonders interessirt, ist dasjenige, wo v
die Periodicititsmoduln des Integrals erster Gattung

ade
Vo (o)
darstellt. Die in No. 14 angedeutete Rechnung ergiebt fir den gegen-

wirtigen Fall
(10) 7= [y @e— 54" @]y - 34" @)y — T ¢ @)y — 3¢ @)y
Die Werthe
(11) o, =—3"@), ¢ =-F¥@), 9 =-3¢@)

befriedigen némlich die Gleichung (8.), und die Relation (9.) ist fir die-
selben, wie wir sehen werden, bis auf die Bezeichnungsweise mit der zwischen
den Periodicititsmoduln der Integrale erster Gattung bestehenden Relation
tibereinstimmend.

18.

77] Sei némlich v, v, v,, v, ein Fundamentalsystem von Integralen der
Gleichung (2.), No. 16, welches mit y,,4,, ¥,, 9, folgendermaassen zusammen-
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héingt:
(1) 3 U= 1=tV Ys % =YYy
Yy = Yy Yy = Ys— Yo

so sind v, v, iibereinstimmend mit den Periodicititsmoduln 4 , 4, des Integrals

(R

V(o)

an den Querschnitten a, a,, wahrend v,, v, die Periodicititsmoduln B, B,
desselben Integrals an den Querschnitten b, b, darstellen).

Ist v durch die Gleichung (10.) voriger Nummer bestimmt, und ist
¢, Gy G, G, ein Fundamentalsystem von Integralen der Differentialgleichung
vierter Ordnung, welcher 7 geniigt, das mit dem Fundamentalsystem von
Integralen 1, v, 7, n, derselben Gleichung in folgendem Zusammenhange
steht:

)

L= M=t —ty & =1,

L=y b= M)
so sind €, ¢, die Periodicititsmoduln 4], A} des Integrals
" a2de
Ve (@)
an den Querschnitten a , a, und {, ¢, die Periodicititsmoduln B}, B, desselben
Integrals an den Querschnitten b ,0,.
Aus den Gleichungen (1.) und (2.) ergiebt sich

(3') Yy =0y Yy = 0= 0+, ¥ =0,—0%+0%+0, Y = V+010;

(4') =10 N =0-05L+8 = L-C+6+8, 1= G+ G+ 6.

Setzen wir diese Werthe in Gleichung (9.) voriger Nummer ein, so folgt

(5') vncn—vscl""”zf-f"vgcz =0
oder auch
(5a.) A, B—B,A,+ 4,B,— B, 4, = 0,

welches die oben erwahnte Relation zwischen den Periodicitdtsmoduln der
Integrale erster Gattung ist.

*) Uber die Bezeichnungsweise vergl. RIEMANN, ApErsche Functionen, No. 20%).

1) Worke, 11. Auflage (1892), S,180~131 . R.F.



40 ZUR THEORIE DER LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN.

718] Setzen wir
0,0,=08 =a, v,4-v( = b,
(6') 2 L—-vt =c¢ v2ca—'”scz = d:

26— =¢ v0-90( =/,
so nimmt die Relation (5.) die Gestalt an
(7) b+e=0.
Hierzu tritt die identische Beziehung (siehe No. 1)
8) af —be+ed = 0.

Aus der Tabelle Gleichung (3.) No. 16 ergiebt sich, dass nach einem
Umlaufe von 2 um

kl) v, = vl+2v37 Uy = Uy Uy =0y U =V,

k)zﬁl = 3v,—2v,+2v,, v, =0, P, =—20420,—0,
' —4 = 2’01_22’2"' 21”3"'7)4;

) 5, = 30,— 20,4+ 20,4+ 2v,, 9, = 2v,—0,+ 20, + 20,,
v

j, = —2v +20,—v,—20,, v, = 20,— 20,4+ 20,4 30,;

v, = 3v,+ 20,4+ 22, v, = 2v,+9,+ 20, + 20,
v, = —20,—0,— 27, v, =0,

Dieselben Transformationsformeln gelten den Gleichungen (10.) voriger
Nummer und den Gleichungen (2.) zufolge, fir (,(,C, . Demnach ist
nach einem Umlaufe der Variabeln z um

B) a=a—2d, b=0b, ¢ =c+2f, d=d, t=¢ [=[

k2)}¢__¢=3a—2d,_5=2a+b—2d, ¢ = —2a+4b+ 3¢+ 2f,
d=2—d, f=—-4b—2¢c+2d—F;

(10) | = a+4b+2c—2d, Z—_:2a+b—2c—2d—2f,

k)ic = —2a+4b+5¢c+2f, d = 2a+4b—3d-2f,
f=—4b—2¢c+2d+f;

k){a=3a+4b+gc—2d, "b=b—20—2_f,

Y1t =8¢c+2f, d=2a+4b—d—-2f, f= —2¢—f.




ZUR THEORIE DER LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. 41

19,
Es sei

1) Y+ 0,9° + 0,y + 0y 0y = 0,

dy N .
wo y° = d—ﬁ, eine Differentialgleichung, deren Coefficienten ausser von z [r19

noch von zwei veranderlichen Parametern &, k,, rational abhidngen. Es sei 7

ein Integral einer Differentialgleichung
(2) 1441+ 6+ g+ g = 0,
welche mit (1.) zu derselben Klasse gehort, also

(3) 1= 9y + oY + 9,97+ ¢, 4%

wo @, %, 9, ¢, rationale Functionen von z. Wir wollen iiberdies voraus-
setzen, dass dieselben auch von k%, rational abhingen. Setzen wir in (3.)
fir y successive ¥,,9,,Y, 9, (die Elemente eines Fundamentalsystems), so
sollen die beziiglichen Werthe von 7 mit v, , 7,7, bezeichnet werden.
Wir wollen iiberhaupt zwei Integrale der Gleichungen (1.) und (2.) der Form

Ut Y, + U Yyt 1Y,
und
Uy, + Uy Wy o Uy Ny + %y 7y,

wo u, %, u, %, willkiirich gewdhlte von 2 unabhingige Werthe bedeuten,
entsprechende Integrale nennen.

Ist (2,k,k,) ein Werthsystem, welches die drei Gleichungen

(#) XZwy =0, () Zwnn =0, (6) 2wy =0
(+=1,2,314)
befriedigt, worin u,, v, w, willkirlich gewéhlte Grossen bezeichnen, so wollen
wir tiber «, v, w, so verfigen, dass dasselbe Werthsystem (z,%,%,) auch den

mit den entsprechenden Integralen gebildeten Gleichungen

(1) Xwn =0, 8) Xum =0, ®) Zwn =0

geniige. Wir konnen zunichst #, = 0, v, = 0, w, = 0 wihlen, und wir er-
halten, wenn wir
Y3 = Ys M = [«f]
setzen,
Fuchs, mathem, Werke, IIL 6
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u,o [23] w, _ [13]
w S e
o, 24 v, [14]
(10) WE v T
w _ [34 w, _ [14]
o = w0
Es ist aber identisch
(11) [12][34] — [13][24] + [14][23] = O.
Demnach haben wir
720] (12)) % = %:——%:- ::—:,
Wy 7y Yy
%) W= "o

Dic Beziehungen zwischen den » und den v, wie sie sich aus den Glei-
chungen (10.) ergeben, sind im Allgemeinen transcendent; wenn dagegen
die Gleichungen (1.) und (2.) so beschaffen sind, dass eine Gleichung

(14) 0, [12] + o [13] + o, [14] + [23] + ,[24] + ¢,[3] = 0

mit von z,k, k unabhingigen Coefficienten stattfindet, so folgt aus derselben

P71 e

nach Gleichung (12.) zwischen den # und v die Relation

" v, “ v v, U U, U
(15.) al—a,—’-—aa—i+a4—'+a5_1_ao(_14__ﬂ_l =0,
us vl uﬂ ”i

Es verbleiben hiernach drei von den Verhéltnissen -, %, -*, -+ willkiir-
lich, und #, k , k, sind Functionen derselben. '

Ist z. B. die Form der Gleichung (14.):

(16.) [18] + [24] = 0,

so geht (15.) tber in

w, v

17, — 241 =0

1) % T,

Setzen wir
% () u.

(18.) £ = —g -2 = —7 —1 = C
U, ', ", '

so liefern die Gleichungen (4.), (5.), (6.) und (7.), (8.), (9.) die folgenden
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Gleichungen :
Cy—by,+y, = 0,
L=t + 1 = 0,
-ty —ny+y, =0,
—En—m,+m = 0,

(19.)

woraus sich wiederum ergiebt:

2 1 14

(20.) %12% = {, % = §, }_T% =%

Aus diesen drei Gleichungen sind «, %, k, als Functionen der unab-
héngigen Variablen, §, %, C zu bestimmen.

Die Natur dieser Functionen ist natiirlich von der Beschaffenheit der
Coefficienten der Gleichungen (1.) und (2.) abhéngig. Man kann unter [7z1
Umsténden an Stelle dieser Gleichungen irgend zwei andere derselben Klasse
setzen, von der Art, dass z,k,k, eindeutige Functionen von §, v, { werden,

Dieses Verhalten ist analog dem Verhalten derjenigen Function, welche durch
Umkehrung des Quotienten eines Fundamentalsystems von Integralen einer
Differentialgleichung zweiter Ordnung entsteht. Man vergleiche z. B. die
Natur dieser Function an den beiden Gleichungen, welchen die Periodicitats-
moduln der elliptischen Integrale beziiglich erster und zweiter Gattung ge-
niigen und welche zu derselben Klasse gehoren®).

20.

Wir wollen nunmehr die Resultate der vorigen Nummer auf die Diffe-
rentialgleichung der Periodicititsmoduln der hyperelliptischen Integrale an-
wenden, indem wir an die Stelle der Gleichung (1.) voriger Nummer die der
Periodicitdtsmoduln des Integrals

dz
Ve(?)
(Gleichung (2.), No. 16), und an die Stelle von 7 in Gleichung (3.) voriger
Nummer den Ausdruck aus Gleichung (10.) (No. 17) des Periodicititsmoduls

*) Vergl. CRELLES Journal, Bd. 83, S.31%).

1) Abh, XXIV, §. 105, Band IT dieser Ausgabe. R.J.
6*
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des Integrals
&dz

Ve (o)

setzen. An Stelle des Fundamentalsystems (y,9,,,,9,) der vorigen Nummer
wihlen wir das Fundamentalsystem (v, v, v,,v,), wie es durch die Gleichungen
(1), No. 18, bestimmt wird; also an Stelle von (n,7,,7,",) das durch die
Gleichungen (2.), No. 18, definirte Fundamentalsystem (¢,¢,C,,¢). Alsdann
ergeben die Gleichungen (20.) voriger Nummer, dass z, %, k, als Functio-
nen von drei unabhingigen Variablen £, 4, { definirt werden
durch die Gleichungen

b ¢ d
1) E=§7;=Tl7z=cx

wo a,b,c,d die in No. 18 Gleichung (6.) eingefithrten Gréssen sind.
Den Gréssen k,k, welche noch in ¢(¢) auftreten, legen wir
feste Werthe, z. B. die Werthe 0, 1 bei
722] Wir wollen in eine nahere Untersuchung der Functionen #, %, %, von
£, 7, ¢ eintreten und namentlich die Eindeutigkeit derselben nachweisen,
mit den fir Functionen mehrerer Variablen erforderlichen Modificationen, im
Wesentlichen nach der Methode, welche wir#) angewendet, um den Modul &
der elliptischen Functionen als Function des Quotienten der Periodicitits-
moduln der elliptischen Integrale zu exforschen.
Durch Differentiation der Gleichungen (1.) ergiebt sich

i = "_gdx+a—§dkl+ % .,

oz Gk
_ Oq 6n Oy

(2) dy = 5 4o+ dk + o, dk,,
o BC 0

\ = g det gy kot g Oh

‘Wir haben nunmehr die Functionaldeterminante

_ 0t dn of
3) A= 6—xa—k—W

%) CrrLLEs Journal, Bd. 83, S. 13, Brief an Herrn HERMITE?).

1) Abh, XXIV, S, 85 ff., Band IL dieser Ausgabe. R.F.
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zu untersuchen. Dieselbe lésst sich, den Gleichungen (1.) zufolge¥), auf die

Form bringen

1 b dc od
4, = _S+tg-— .
() 4 a Z*a ox ok, ok,
Es werde
; dg 0r 0s
St+p—-L ——— =
(6. 2Epg, o, o, G(p,q,7,9)

gesetzt. Aus der Gleichung (8.), No. 18, und den Gleichungen (1.) folgt

b=L = _p_r
(8.) Y = .= g —nL.
Es ist daher
O oy oY o on o
+ 859 e+ 9%
D ox ok, ok, 12 oz ok, ok,
Daher ist
0t 0y 08
Gabof) =St 2T = 160,00,
1 2
(1) G(a,b,c,f) = — 1G(a,b,c,d).

Auf gleiche Weise erhalten wir

(8-) G(“ybyd’f) = ‘:G(aibicid)-

9.) Gy e, d,f) = —2tG(a, b, ¢,d).

(10.) G, e d,f) = 4G(a,d,c,d)
21.

Als Functionen der Variablen # sind die verschiedenen Zweige von
a,b,¢,d,f lineare homogene Functionen von einander; die Fundamental-
substitutionen dieser Abhangigkeit sind in den Gleichungen (10.), No. 18, ge-
geben. Die verschiedenen Zweige der Grossen §, 4, (, ¥ als Functionen von
z héngen linear von einander ab; die Fundamentalsubstitutionen dieser Ab-

héingigkeit sind unmittelbar aus den Gleichungen (10.), No. 18, abzulesen.

Wir wollen zur Abkiirzung fir G'(a, b, ¢, d) da, wo kein Missverstindniss

moglich ist, kurz den Buchstaben G' setzen, und wir wollen mit G denjenigen

#) Vergl. Jacorr, CRELLEs Journal, Bd. 12, 8. 401),

1) C. G. J. Jacobis gessmmelte Werke, Bd. I, S. 236. R.F.



46 ZUR THEORIE DER LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN.

Werth bezeichnen, in welchen G nach einem Umlaufe der Variablen #
iibexgeht.

Aus den Gleichungen (10.), No. 18, und den Gleichungen (7.) bis (10.),
No. 20, ergiebt sich, dass nach einem Umlaufe von 2 um &

= (e—2d)G
(t) ¢ =00
und nach einem Umlaufe von 2 um £
Ao (30—2d)G ,
) = Ba29)6

Hieraus folgt, dass sowohl fir den Umlauf von # um %, als auch fir
den Umlauf um %, die Function % unverdndert bleibt.

Wir behaupten, dass diese Function auch unverdndert bleibt nach einem
Umlaufe von # um &, und k. Wir konnten dieses durch directe Berechnung
aus den Gleichungen (10.), No. 18, und (7.) bis (10.) voriger Nummer herleiten;
wir ziehen es jedoch vor, den Beweis nach einem Verfahren zu geben,
welches fiir den allgemeinen Fall der hyperelliptischen Functionen eines be-
liebigen Ranges in gleicher Weise anwendbar ist und durch welches eine
Reihe combinatorischer Rechnungen umgangen wird.

Aus den Gleichungen (10.), No. 18, und den Gleichungen (7.) bis (10.)
voriger Nummeyr ergiebt sich nimlich, dass nach einem Umlaufe S der Va-
riablen

(3.) G = (m+mé+man+mi+md)G,

724] Wo m, m,, m, m,m, ganze Zahlen bedeuten. Ein zweiter Umlauf S der

Variablen ¢ filhre G in G, iiber; so ist ebenso

@) Gy = (' + w4 my +mC 4o 0) G,

wo m'ym, ..., m ganze Zahlen sind.
Endlich mdge der aus 8, S, zusammengesetzte Umlauf G in G, iiber-
fihren; dann ist wiederum

(5.) G, = (" +m &+ ml 0 +m C+m) ) G,

wo m',m, ..., m; wieder ganze Zahlen sind.



ZUR THEORIE DER LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. 47
Durch den Umlauf S, mogen & n,(, 3 bez. in ¢, %, (|3 ibergehen;
dann ergiebt sich aus (3.), (4.), (5.):
(6.) m" + oy &+ my o+ g § 4+ ml B
= (m+mE+myn + o, '+ m, ) (m'+ miE + myn + o, + g 9).
Da jede der Grossen £, 7, ¢, % die Form hat

ga+g.b+g,c+g,d+0f
“I

]

w0 ¢,4, ..., 9, ganze Zahlen und ' das bedeutet, worin a durch den Umlauf
S, ibergeht, so ist

na+ b +n,c+nd +nf

(7.) 4w E g+ m Ot Y = p

Setzen wir noch

(8) o = aa+ab+oct+odtaf
so geht die Gleichung (6.) iiber in

9. (n"a+mib+mic+md+n]f)(eat+adtacteadtef)

= (na+nb+n,c+n,d+nf)(m'a+mbd+mye+ md +mf).

Diese Gleichung erhilt die Form

(10) Kf*+ Lf+ M = 0,
wo K eine ganze Zahl, L und M ganze homogene Functionen bez. ersten
und zweiten Grades von a,b,c¢,d mit ganzzahligen Coefficienten sind. Da
nun ausser der Relation

(1) af +b*+ed = 0
(s. Gleichung (8.) No. 18) keine homogene Relation zwischen a, b, ¢, d, f be-
stehen kann, so muss

(12, K =0,
(18.) L = ya,
(13a.) M = y(V*+cd)

sein, wo p eine ganze Zahl ist, so dass

(14) (m" o+ mb+mgc+mid +wi)f)(eo+ 0,0+ 0, ¢+ a,d + o, f) [72s
—(matnb+net+nd+nf)mwatmbt+myctmd+mf)=y(af+V+cd)

identisch fiir beliebige Werthe von a,b, ¢, d, f.
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Eine genauere Untersuchung dieser Identitit ergiebt
(15, p = 0.
Es ist demnach identisch

(16.) (" a+mib+myc+myd+mf)(ua+eab+eac+oadte,f)
—ma+nb+n,c+nd+nf)m'a+mbmctm,d+mf) = 0.

Wenn also keine der Gleichungen

ne,—n0 = 0,
ne,—n.o = 0
(17.) 2 2 !
ne,—n,e = 0
no,—no =0

erfillt ist, so muss

’

¢ ma,—me = 0,
W, —me = 0,
(18.)

’ ’
me,—mge = 0,

mo,—me = 0

sein. Bedeutet S den Umlauf um %, so ist nach Gleichung (1.)

also m =1, m =0, m,= 0, m = —2, m = 0.
Bedeutet S, den Umlauf von # um %, so ist in unserem Falle nach
Gleichung (10.), No. 18,

n=—3
(19.) ’
e= 1, o= ¢4 & =2, o =-2, ¢ =0;

=—4, n, =2, u,= 4, n, =4,

demnach ist keine der Gleichungen (17.) erfillt. Wir haben also nach
den Gleichungen (18.)

(20.) my, = dm', my = 2w, my = —2m, m, =0,
Daher ist nach Gleichung (4.) nach einem Umlaufe von 2 um k,
@1) G = %G.

Ist wieder S der Umlauf um %, aber S, der Umlauf um %, so ergiebt
sich nach den Gleichungen (10.), No. 18, im gegenwirtigen Falle
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n=-=1 n
(22.)
o= 3, o= 4 =2 o =-2 ¢

=—4, =2 n= 0, n =4 [726

4

Es sind wiederum die Gleichungen (17.) nicht erfillt.
Daher folgt aus den Gleichungen (18.), wenn wir

(23.) m' = 34
setzen,
(4. my, = 44, m, = 24, my = —24, m =0,

Demnach ist nach einem Umlaufe um %,

(25) G, =16,
wo A eine rationale Zahl ist.
Setzen wir demnach

(26.) %

= H(a,d,¢,d) = H,
so folgt aus den Gleichungen (1.) und (2.), (21.) und (25.), dass nach einem
Umlaufe von « um % oder %,

@17) H=H,
nach einem Umlaufe um &, oder k&,
(28) = H,

wo A eine rationale Zahl ist. Da die Wurzeln der determinirenden Funda-
mentalgleichungen der . Gleichung (2.), No. 16, reale ganze Zahlen sind, so
ergiebt sich, dass in Gleichung (28.) 4 nur den Werth +1 haben kann.
Demnach ist H(a,b,c,d) eine eindeutige Function von z. Weil aber die
Differentialgleichung (2.), No. 16 zu der Klasse von Differentialgleichungen
CrerLes Journal, Bd. 66, S. 146%), Gleichung (12.), gehdrt, ergiebt sich hieraus
H(a,b,c,d) ist eine rationale Function von z.

1) Abk. VI, S. 186, Band I diesor Ausgabe, R.T.

Fuchs, mathern. Werke, III 7
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22.
21] Die zu den singuliren Punkten %, %, %,k gehorigen derterminirenden
Fundamentalgleichungen der Gleichung (2.) No. 16 lauten {ibereinstimmend
1) rr-1)(r—2) =0
Demnach ist nach den Gleichungen (3.) No. 16 und den Gleichungen (9.)
No. 18 in der Umgebung von 2 =k

1
S by = df'll+;{yllog(x—kl)1

(2.) v = Yy,
v =Y,
by =y

in der Umgebung von « = £,
1
v =Y+ el log (v—F,),

v = gy,
(3‘) 1
' Yy = t{»ag-—-gy,log(x—k,),
1
\ v, = ¢, + E?/zlog(z_kz);

in der Umgebung von z =k,

1
v = ¢t i Ys log (x—ka),

1
vy = Gyt “_,i?/alog (x—ka):

@ 1
v, = ‘l’aa_ﬂ—i?/alog(x—ka)y

1
v = %a"'“—,';ya log(w_ka);

22] in der Umgebung von z =4,

1
v = ‘l’u""ﬁ%log(x"h))
1
v, = §,+ —y, log(z—T
6) » = Yt =t log(e—T,),

1
Uy = fp— ;l’?hlog (x—k,),

v = (:’44'
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In den Gleichungen (2.) bis (5.) bedeuten die Grdssen ¢, und y, nach
positiven ganzen Potenzen von x—Fk, fortschreitende Reihen, und zwar ist

(N -% i ’ - 2
(6') ?/‘u = —““l’(k.u) 3-{-%({»(}&) gl}l()(kﬂ)(x—k“)-{----,

ferner sind ¢, (%), ¢,,(%), $,,(%,), ¥,,(k,) von Null verschieden.

Die Integrale { gehoren zu derselben Klasse mit den Integralen v (vergl.
No. 9 und GL (10.) No. 17), daher bleiben die Gleichungen (9.) No. 18 be-
stehen, wenn v, durch {, und o, durch { ersetzt wird, und es ist in der Um-
gebung von z =k,

1
‘ &= X11+Emlog(x_k1)r
(2a.) { 8 = Yaus
’ &=
VL= s

in der Umgebung von z =k,
6 = et — 7 log (0= F
= YuT HTm Og(x_ 02)7
Cz = Y
1
b= Yoo ™ o e log (x—Fk,),
1
Cﬁ = X45+ Hﬁg log(x_kz);
in der Umgebung von z =k
1
&= ‘/us"l';;ns]og (@—k),

1
&= X?a"l‘ﬁna log(x—k3)1

(ta) 1
G = Zsa_?’; 7, log (& —k,),
1
\ b = Jut ;‘Tf’ia log (x—ka);
in der Umgebung von z =k, [23

T*
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1
Cl = Xu+ Em log (w_k4)v

1
b = Yaut ?Tu log (w— k4);
(5a) ‘

1
C, = Xu—.“,_im IOg (x_kt)1

S
In den Gleichungen (2a.) bis (5a.) sind die Grdssen y,, und 7, nach
positiven ganzen Potenzen von w—Fk, fortschreitende Reihen, und zwar ist

—

(62) (o, = — k4 ()7,
ferner sind y, (%,), x..(%,), You(%,), Y (%,) von Null verschieden.

Aus den Gleichungen (9.) No. 18 folgt, dass nach einem Umlaufe um
& = oo

(7.) b, = —v, U = —09

Ferner ist die zu & = co gehorige determinirende Fundamentalgleichung
der Gleichung (2.) No. 16

®) (r=)—3y -3 =0

Demnach ist in der Umgebung von # = oo

[ o, =278y
1= ({ln’

3
Uy =T "y,

9.) 1 1

—4
Uy =2 2¢:m“?i”110g;1
VU =T Y,
oue 1 . .
wo ¢, mach positiven ganzen Potenzen von — fortschreitende Reihen bedeuten,

von denen ¢, ¢, ¢  fiir £ = co nicht verschwinden.
Alsdann ist

[ cl =2 Xln’
c? = x— an}
(93-) -3 1
L= Y, i &, log;v
s
C! =T ! Xm)

P 1 .
24] WO Y, Yow Xio» Xoo D2Ch positiven ganzen Potenzen von — fortschreitende
Reihen bedeuten, wovon die drei ersten fiir © = co nicht verschwinden.
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23.

Die Functionen a, b, ¢, d, f gentigen der Differentialgleichung

1) q»dx +"@+1¢"’9+6¢ - 3w =0,
wenn wir

@) Q= 8y’ f; 16 M+9'm (o ~ o+ 0w
setzen.

Die zu den singuliren Punkten k,k, %,k gehorigen determinirenden
Fundamentalgleichungen der Gleichung (1.) lauten iibereinstimmend:

(8) Pr—1)(r—2 = 0.

Die zum Punkte # = co gehdrige determinirende Fundamentalgleichung
derselben Gleichung ist

4) (r—=1¢(r—2)(r-3)y =

Aus den Gleichungen (10.) No. 18 ergiebt sich demnach in der Umgebung
von z =k,

/ d
s a= A‘”——“—i log (x—%,),
b

= B©,
(5.) {e=0"¢ %log(x—k‘),
\ f = F,

in der Umgebung von # =F,

o= A‘”+%(a—d)log(x—k,),

b= B4 (~d)log (o),

6) 6= ¥y : (—a+2b+c+f)log@—h,),
a=D"+= (a d)log (z—F,),

f=F®+ ( 2b—c+d—1)log(x—F,);
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23] in der Umgebung von & =k,

o= A+ %.(zb+c—d)log(x—ka),

b= Bt - (a—c~d—{) log(o—F),
(7.) ¢ = 0%+ 1( a+20+2¢+f)log (x—1,),
d= D"+ (a 2b—2d—f)log (x~1F,),

f=F+ ( 2b—c+d)log (x—k,);

in der Umgebung von z = £,

o= A“’+ (a+2b+c—d)log(:c k),
b= B‘"—ﬂ—i(c-rf)log(x—k,),

) 6= 0%+ —(e+)log—F),

@ =D —(u+2b—d—1)logla—k,),

f = FO-=(o+)log(o=k).

In den Gleichungen (5.) bis (8.) bedeuten A“, B, C*) D*| F* nach posi-
tiven ganzen Potenzen von -k, fortschreitende Reihen. Ebenso sind die
Coefficienten von log(z—F ), log(z—*,), log (w—*k,), log (x—Fk,) in den Glei-
chungen (5.), (6.), (7.), (8.) nach positiven ganzen Potenzen bez. von

z—k, x—F, -k, 2—Fk,
fortschreitende Reihen, welche bez. fir
r=4k, 2="%h, z==5, x==%&,

nicht verschwinden.
Aus den Gleichungen (10.) No. 18 ergiebt sich, dass nach einem Um-
laufe um z =

(9. G=a, b=0b, ¢=¢ d=d+2a, [=/[—2c
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Es ist daher mit Riicksicht auf Gleichung (4.) in der Umgebung von & = oo

Lo = g7 A,
b = 2" B?,
— gl @)
(10.) ¢ =20, .
o
e Y -
d=2z"D +m;logx,

@ C 1
| f =" FO——log—,

wo A“, B, C*, D, F*” nach positiven ganzen Potenzen von % fort- [26
schreitende Reihen bedeuten, von welchen die drei ersten fiir # = oo nicht
verschwinden.

24.

Durch Differentiation erhalten wir die Gleichungen:

0 0 1
(1) a—if = xa%ntgvl, (=1,234)
woraus sich ergiebt
0 o, ov
(2') %[vl;u_?{(tcl] = (C‘u—xvu)b?l—(tl—xvl)—azl{'

Nach den Gleichungen (6.) No. 18 ist daher

= G 5 =G 3
= ) - men)
®) Y ) S ()
& e ) P ) 2,
T = o) 2 (i) 2

Multipliciren wir die erste der Gleichungen (3.) mit #—% und setzen
x =k, so folgt, wenn wir die Bezeichnung

4(2)

72—y

(%) W(e) =
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einfiihren, aus den Gleichungen (2.) No. 22 und (5.) No. 23:

kl
6) Dot = ~0lk) [ et

Multipliciren wir die dritte der Gleichungen (3.) mit #—k und setzen
& =1k, so ergiebt sich aus den Gleichungen (2.) No. 22 und (5.) No. 23:

©) (o=t = 8:(8) f " el

27] Durch Multiplication der ersten und der letaten der Gleichungen (3.)
mit z—Fk, ergiebt sich aus den Gleichungen (3.) No. 22 und (6.) No 23, wenn
wir £ =k, setzen,

) @=dmt, = (¢ f oL

() (—2b~c+d—f), —y,(k f \/v/)'

Multipliciren wir die beiden ersten der Gleichungen (3.) mit #—k, und
setzen © =k, so folgt aus den Gleichungen (4.) No. 22 und (7.) No. 23:

©) @b+o-d), —, = H>f fres

(10) (@=0=d=F)y_ 1, = ¥a(ky) R

Multipliciren wir endlich die beiden ersten der Gleichungen (3.) mit
2~k und setzen # ="F, so ergeben die Gleichungen (5.) No. 22 und (8.)
No. 23:

Fy g

(L) (a+2b+6—d)$: b= %(kA) A \/%(3)7

ks g
(12)) (G+f)a:=k, = _?/4(]‘«4)/]; Vd;i_(;;
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25.

Wir wollen mit % irgend eine der Grossen k, k,, k, &, bezeichnen. Um
die Function H(a,b,c,d) (No. 21) zu bestimmen, sind nunmehr die Werthe
der Ableitungen nach % von den Functionen a, b, ¢, d fiir die singuliren
Punkte © =k, k,k,k und fir 2 =oco zu berechnen. Wir konnten die-
selben unmittelbar durch Differentiation der Gleichungen (5.) bis (8.) und
der Gleichungen (10.) No. 23 nach der Variabeln % erhalten — die Zuldssig-
keit dieser Differentiation liesse sich ohne erhebliche Schwierigkeit erweisen —
aber auch der folgende Weg fithrt uns schnell zu demselben Ziele.

Da die Integrale a, b, ¢,d,f der Gleichung (1.) No. 23 durch die Um-
liufe um ihre singuliren Punkte &, %, &, k _die Substitutionen (10.) No. 18 [28
erleiden, deren Coefficienten von den Welthen der Grossen k,k,, k, k, unab-
hiingig sind, so wird nach No. 12 eine Gleichung

(1) R Ry AR
in welcher 4, 4,4, 4, 4, nach getroffener Wahl des k& wohlbestimmte
rationale Functionen von % sind, durch jede der Gibssen a,b,¢,d,f be-
friedigt.

Hieraus und aus den Gleichungen (5.) bis (8.) und Gleichangen (10.) No. 23
ergiebt sich demnach, dass die Functionen %, %, %, g—z, g—;: in der Umgebung
von z =k _die 1301m P, +Q,log(z—Fk) und in der Umgebung von z = co die
Form P +Q, log haben also in der Bezeichnungsweise meiner Arbeit¥)
wie F beschaffene Ausdriicke sind.

Setzen wir die Diﬁ'erentialo'leichung (1.) No. 23 in die Form

*w " w
(2') BO 6x5 + 'Bl ax + ‘B2 6;63 + ‘BS 6%2 + 'BA + .B5'l0 = 07
worin B, B, ..., B, ganze rationale Functionen von # und den Grossen k,

sind, und differentiiren diese Gleichuug nach k, so folgt

0° (Ow 0w ow ow 0 /ow
3) 30@(%) Bl%(“) (a/»)J’Bﬂ 0z (aL)JfB*%(W)
0w 0B, &°w 0B, ¢'w 0B, Fw 0B, Fw 0DB,0w 0B,

ok T o T ob o T b a7 T oh o tah on T an U=

+B

) Boncmmns Journal, Bd. 66, 8. 1551).

1) Abh. VI, 8.196, Band I dieser Ausgabe, R.I.
Fuehs, mathem, Werke, IIT, 8
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Ist w eine der Functionen a, b, ¢, d,f, so ist nach den Gleichungen (5.)
bis (8.) No. 23 w in der Umgebung von 2 =~% eine wie F beschaffene
Function, welche zum Exponenten Null gehﬁlt Ist ~4 der Exponent, zu

dw

welchem a, * gehért, und ist 2 > 0, so gehort aw’ (ﬁ) zum Exponenten —i—7,

wihrend - ,— zum Exponenten —r gehort. Setzen wir also in Gleichung (3.)
fiir w semen in einer der Gleichungen (5.) bis (8.) enthaltenen Ausdruck und
fiir 2 & den obigen Ausdruck P, +Q log(z—Fk,), welcher unserer Annahme
nach zum Exponenten —1 gehmt, so ergiebt die Vergleichung der gleich
hohen Potenzen von z—Fk, entweder im Coefficienten von log(z—k) oder in
29] den vom Logarithmus freien Gliedern, dass 4 die Einheit nicht iiber-
schreiten darf, wenn k=%, und dass 4 nicht positiv ist, wenn k
von k, verschieden.

Auf demselben Wege ergiebt sich unter Beriicksichtigung der Gleichungen
(10.) No. 23, dass der Exponent, zu welchem g;f in der Umgebung von # = oo
gehort, nicht grésser als die negative Einheit ist.

Die oben erwihnte Coefficientenvergleichung zeigt iibrigens auch — wie
nach der directen Differentiation der Gleichungen (5.) bis (8.) No. 23 zu

erwarten war, — dass im Falle k= F dic Summen
da da @ @
ok’ oxr = ok’

zu einem nicht negativen Exponenten gehoren.

Hieraus ergiebt sich, dass G(a,b,¢,d) in der Umgebung eines
jeden der singulédren Punkte £,k,k, % eine wie I beschaffene
Function ist, deren Exponent nicht unter die negative Einheit
sinkt, wihrend der Exponent von G(a,b,¢,d) in der Umgebung
von z = oo hochstens den Werth —5 hat.

Nach Gleichung (26.) No. 21 ist

(4) G(a,b,¢,d) = aH(a,b,c,d).

Wir wollen zunéichst bemerken, dass H ausser fir die Werthe 2=k,
fiir keinen anderen endlichen Werth von s unendlich werden
kann, Ist nimlich # = g ein von den % verschiedener Werth, fiur welchen
H unendlich wiirde, so miisste, weil G(c‘z,b,c, d) fir z = einen endlichen
Werth erhdlt, a fir # = g verschwinden. Macht # einen beliebigen Umlauf,
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und gehen dabei a wnd G(a,b,c,d) bez. in @ und G(a,b,c,d) iber, so ist
— weil nach No. 21 H eine rationale Function von # — nach Gleichung (4.)

(.) G(a,b,¢,d) = aH(, b, ¢, d).

Aus dieser Gleichung ergiibe sich, dass auch @ fir © = g verschwinden
miisste. Fin Werth # = § aber, fiir welchen jeder Zweig eines Integrals der
irreductibelen Gleichung (1.) No. 23 verschwindet, miisste die Function ¢(z)
annulliren, was der Voraussetzung widerspricht.

Aus den obigen Entwickelungen und aus den Gleichungen (5.) bis (8.)
No. 23 folgt, dass

(6) Hia—1,)@— k) (a—k)@-k) = I,

fir keinen endlichen Werth von 2 unendlich werden kann.

Aus denselben Entwickelungen und aus den Gleichungen (10.) No. 23 folgt
aber, dass H fiir £ = oo wenigstens vierter Ordnung verschwindet. Dem- [30
nach ist H eine von # unabhingige Grdsse. Da H nicht identisch
verschwinden kann, so ergiebt sich, dass diese Function fiir # = co genau
vierter Ordnung verschwindet.

Vertauschen wir in Gleichung (2.) No. 16 # mit k, so erhalten wir die
Differentialgleichung, welcher #, y,, #,, 4, als Functionen von £ geniigen.
Wir gelangen also durch den obigen Schliissen analoge Schliisse zu dem Re-
sultate, dass

H(kz_w) (kl - kz) (7'72 - ks) (kx_ ka)
eine von & unabhingige Grosse ist. Ebenso folgt, dass
H(k&_x) (kz_ k:)(kz'_ ka) (ks— 134)

von k, unabhingig wird.
Setzen wir daher

(7') (Z— kx) (x - kz) (x - ks) (x_ ’”4) (kx'“ Lz) (kx - k:r) (kl - 7'74) (ka_ ka) (kz_k4) = H1
so erhalten wir
A
(8') H(aybvc7d) = ﬂy
wo i eine von g, k, k, unabhiingige Grosse bedeutet.
g%
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Nach den Gleichungen (4.) und (5.) No. 20 und der Gleichung (26.)

No. 21 ist daher

A
(9.) A= W)

wo 4 eine von z,k,k unabhingige Grosse bedeutet.

26.

Wir wollen nunmehr die Functionen a,b, ¢, d,f in ijhren realen und
imagindren Bestandtheil zerlegen, also setzen:

1) e=0a+ai, b=20+bi, c=c+¢i, d=4d+di, f=Ff+f
Setzen wir ebenso
(2) &= @+ 0,

so ergiebt sich aus dem Umstande, dass die Coefficienten der Tabelle (10.)
No. 18 reale Grossen sind, dass es erlaubt ist, in dieser Tabelle a,b,¢,d, f

durch a,b,¢,d,f, bez. und a,b,¢,d,f durch a,b,c,d,f, bez = er-

setzen, wenn mit a,b, ¢, d,f, diejenigen Werthe bezeichnet werden, in

welche sich die realen Functionen a,b,c¢,d,,f, der realen Variablen z, 2,
31] verwandeln, wenn der durch die Coordinaten (z,%,) bestimmte Punkt um
je cinen der Punkte £, %, k, k, einen Umlauf vollzieht. Gleichermaassen ist
es erlaubt, in derselben Tabelle a,b,¢,d, durch @,b,¢,d,f, bez und

a,b,c,d,f durch a
bezeichnen, was aus a,, b,, ¢,, d,, f, durch dieselben Umlaufe von (z,,) wird.

2 Uy €y d,, f, 20 ersetzen, wenn die letateren Grossen das

2! 73) T2)

Die Function af+0'+cd verschwindet nach den Gleichungen (7.) und
(8.) No. 18 identisch fiir jedes # und verwandelt sich durch die Umliufe um
die singuldren Punkte % in sich selbst.

Bilden wir daher aﬁalog die Ausdriicke

(3') ¥ = alfl+b§+cldl
(4‘) $ = azfz’l'b:’l'czdz:

so exgeben die Verwandlungstabellen fiw a,0,... und a,, §,, ..., von welchen
eben die Rede war, dass die realen Functionen ¢, o der realen
Variablen z,%, bei Umliufen des Punktes (z,2,) um die Punkte

k, ungeindert bleiben.
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2) Ta) **

und o, ungeindert, wenn (z,,%,) irgend welche Umliufe um andere Punkte
vollzieht.

Demnach sind ¢, o, eindeutige Functionen von x,1,.

Aus der Gleichung

Ihrer Bedeutung nach bleiben a,b,... und a,b,, ..., folglich auch o,

(5.) af +8*+ed = 0 (s. Gleichungen (7.) und (8.) No. 18)
folgt durch Trennung des realen und des imaginiren Theiles

| @+a)f, = —bi[ab] +b,(ab)— ¢ [ad] + ¢, (ad),

©) (@4 a3)f, = —by(ab) = b, [ad] — ¢, (ad) — ¢, [ad],
wo
) : (9) = P1 &= D20y
' (pe] =10+ 2

gesetzt ist. Substituiren wir die Werthe von f, und £, ans den Gleichungen
(6.) in @, ¢, (Gleichungen {3.) und (4.)), so folgt

8) o061+ ) = 9y(ai+ @) = (aB)'+ (ud) (ac).

Hieraus ergiebt sich zuniichst, wie auch unmittelbar aus Gleichung (5.)
sich ergiebt,

(3) %=

Setzen wir demnach

(10) %= 9 = ¢
so lautet die Gleichung (8.)

(11.) o(a;+ ap) = (ab) + (ad)(ac) = R.

Ans dieser Gleichung ergiebt sich die wichtige Folgerung, dass das [32
Vorzeichen der Function R fiir eine beliebige Stelle (#,4,) nach
Vollziehung beliebiger Umlidufe ungeindert bleibt.

27,
Auns den Gleichungen (5.) bis (8.) und (10.) No. 23 ergiebt sich, dass in
der Umgebung von z =%,

1 , .
(1) ¢ = ;(dxfz—dzfx)loggl‘i'"n
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in der Umgebung von z =k,

(2-) P = %[(ax_dl)(_zbz_cz"'da—'fz)_(ae_dﬂ)(—2b1_cl+d1—'f1)]log@z'*'rz’
in der Umgebung von z =k

(3-) ¢ = } [(2b1+cl'—dx)<aa_ce"de—f;)_(2ba+cﬁ—dz)(%_cl_dx_fx)]log93+Tm

e

in der Umgebung von 2 =k,
(4') ¢ = %[(cl'i'fx)(az'i'2bg+cz*d2)~(cz+fz)(a1+2bl+cl—dx)]log94+ru

in der Umgebung von 2 = oo

1
(5') CP = ; (cl a’2_ Cz al) ]Og oeo + Tw’
Wir haben hierbei in der Umgebung von z =k,

(6') r= ku = @ue’\'{‘“t

und in der Umgebung von z = co

1 UR)
1. 2o Y
() Z = 0.t

gesetzt. Die Grossen , und », erhalten fir ¢, = 0, bez. o, = 0 endliche
Werthe. |

Aus den Gleichungen (1.) bis (5.) ergiebt sich:

Das Vorzeichen von ¢ in hinléinglicher Nahe von k ist ibereinstimmend
mit dem Vorzeichen des imaginiiren Theiles von —~df—, demnach nach den Glei-
chungen (5.) und (6.) No. 24 mit dem Vorzeichen des imagindren Theiles von

b e de

k,
® “~f el Vi

33] In hinlinglicher Nihe von k, ist das Vorzeichen von ¢ iibereinstimmend
mit dem Vorzeichen des imagindren Theiles von

—9h—ctd—f
a—d !

demnach nach den Gleichungen (7.) und (8.) No. 24 mit dem Vorzeichen des
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imagindren Theiles von
ks qg kg
9' — .
® * f G, e

In hinlinglicher Néhe von %, ist das Vorzeichen von ¢ iibereinstimmend

mit dem Vorzeichen des imagindren Theiles von
_a—¢—d—f
2b+c—d
demnach nach den Gleichungen (9.) und (10.) No. 24 mit dem Vorzeichen des
imagindren Theiles von

k k
(1()‘) 0 = —f 4 /dﬂ : 2 g
k, V() \/Ya

In hinlinglicher Niéihe von , ist das Vorzeichen von ¢ iibereinstimmend

mit dem Vorzeichen des imagindren Theiles von

_a+2b+c—¢l

c+f !

demnach nach den Gleichungen (11.) und (12.) No. 24 mit dem Vorzeichen
des imagindren Theiles von

b de L
11, u, = — - ——
) jl:, 0() Vi V@)

Endlich ist in hinlinglicher Néhe von # = co das Vorzeichen von ¢

iibereinstimmend mit dem Vorzeichen des imagindren Theiles von -—%, dem-
nach mit dem Vorzeichen des imaginiren Theiles von

ke gs ks g
12, ¢ = — — .
1) i j;;, Vo) Ji, V()

Die Grossen e, ¢, o, «,, @ sind Quotienten von elliptischen Periodicitéts-

moduln. Jede derselben ldsst sich durch Anwendung einer linearen Sub-
stitution in die Form ——z bringen, nach der Bezeichnungsweise meiner [34
Arbeit*). Nach den Ergebnlssen dieser Abhandlung ist also der imaginire

Theil der Grossen o, e, o, ¢, ¢ negativ.

*) BORCHARDTs Journal, Bd. 83, §.13Y).

1) Abh, XXIV, 8. 83 ff., Band IT dieser Ausgabe. R.F.
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Es ergiebt sich also:
Die Function ¢ ist in hinlinglicher Nihe der Punkte s =k,
und £ = co negativ.

28.
Aus den Gleichungen (5.) bis (8.) und (10.) No. 23 ergiebt sich, dass in
der Umgebung von =k,

1
(L) (0d) = ——(@+d;)loge, +5,,

in der Umgebung von z =£k,

@) (0) = = {0~ 8} + (6,0} log o, 5,

in der Umgebung von # =k,

(3') (ad) = —‘:_?i(zbl‘i'cl_dl)(a?_Cz_dz_fz)_(sz"‘cz—dz)(at_ct_dl_fl)§(10g93)2

. +8;log oy + 5,
in der Umgebung von z =k,

(4') (ad) = —%{(a1+2b1+01—d1)(c2+f2)—(02+2b2+02_dz)(cl+fx)}(10g04)2

+8,log o, + 3,
endlich in der Umgebung von # = oo

- 1
(3.) (@d) = ——(e+a;) log o, +5..

Die Grossen s, und s, sind fiir g, = 0 bez. ¢, = 0, und ebenso s;, s, bez.
fiir , = 0, ¢, = 0 endlich.

Aus den Gleichungen (1.) bis (5.) ergiebt sich unter Beriicksichtigung
der Gleichungen (3.) und (4.) voriger Nummer, dass (ad) sowohl in hin-
linglicher Néhe der Punkte k, als auch in hinlinglicher Nihe
von z = co einen positiven Werth hat.

29.
Die Function ¢ ist fiir jeden nicht singuldren Werth von #
35] von Null verschieden, so lange die Gréssen k, endlich und vou
einander verschieden. Nun haben wir in No. 27 bewiesen, dass ¢ in
der Nihe von # =co und von # =k, negativ ist. Da aber diese Function
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in einer nicht singuldren Stelle ihr Vorzeichen nur wechseln konnte, wenn
sie daselbst verschwinde, so ergiebt sich:

L So lange die Gréssen % endlich und von einander ver-
schieden sind, ist ¢ stets negativ.

Aus Gleichung (11.) No. 26 ergiebt sich daher:

II. Unter derselben Voraussetzung haben die Gréssen (ac), (ad)
entgegengesetzte Vorzeichen.

IOI. In einer nicht singuldren Stelle kann keine der Gréssen
(ac), (ad) verschwinden, weil sonst nach Gleichung (11.) No. 26 daselbst ¢
einen positiven Werth annehmen miisste.

Da nach No. 28 (ad) in der Nihe der singuliren Stellen positiv ist, so
ergiebt sich aus Satz IlI.:

IV. Unter derselben Voraussetzung wie in I. und IL ist ausser-
halb der singulédren Stellen (ad) stets positiv und (ac) negativ.

Wir wollen den Coefficienten von ¢ einer Grosse # mit I(2) bezeichnen,
dann ergiebt sich aus den Gleichungen (5.) bis (8.) und Gleichungen (10.)
No. 23:

Fir x =k, k,

1) I(E) — 0, I(%) — 0,

fir » =k, k,

o e =),
fir 2 = o

(3) 1(%) = oo

Hieraus folgt:

V. In einem der Punkte k,k, %,k und in 2 =co ist entweder
¢ gleich Null oder I(%) unendlich.

Die Grossen a, b, ¢, d, f, als Functionen einer der Grossen  aufgefasst,
erleiden fiir die Umldufe dieser Variabeln dieselben Substitutioneﬂ, welche in
den Gleichungen (16.) No. 18 angegeben sind. Es gelten daher die Sitze I—IV,
wenn wir # mit k vertauschen. Diese Sitze konnen wir alsdann folgender-
massen zusammenfassen:

VI So lange die Grdssen 2,k k, %,k endlich und unter ein-

17 T2 T3 Ty
Fuchs, mathem. Werke. III. 9



66 ZUR THEGRIE DER LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN.

ander verschieden sind, haben die Gréssen I(x), I(-C), I(§)*- I(r) I(=C)
stets das negative Vorzeichen.
36] In der Theorie der ABErschen Functionen werden Grdssen a,a,=a,,a,,
betrachtet*), welche mit unseren Variabeln &, 7, C in folgendem Zusammen-
hange stehen:

a, = ntl, @

o = —TiE, a4, = —miy.

Die in den obigen Theoremen enthaltenen Resultate, in diese Bezeichnungs-
weise tibertragen, liefern den Satz, dass der reale Theil der quadratischen
Form a m'+ 2a,mn+a,n" (m,n reale ganze Zahlen) eine definite Form mit
negativem Werthe ist. Dieses Theorem, welches znerst Riemaxn#¥) mit anderen
Hilfsmitteln bewiesen, hat sich also in unserer Untersuchung als eine Eigen-
schaft der Functionen, welche gewissen linearen Differentialgleichungen ge-
niigen, ergeben, gleich wie wir das Theorem von den Periodenrelationen+*)
in No. 18 unserer Untersuchung ebenfalls als einen Ausfluss aus den Eigen-
schaften der Integrale linearer Differentialgleichungen erkannt haben.

30.

Wenn wir den Satz V. voriger Nummer auf &, v, als Functionen dex
Variabeln z, k, &, iibertragen, so lautet derselbe:

I. Wenn zwei der Variabeln #, %, k, unter einander oder gleich
einer der Grossen k,k oder wenn eine der Variabeln unendlich
wird, so ist entweder I({) = oo oder I(§)'~I(y)I(-C) = 0.

Nach Gleichung (11.) No. 26 ist

(1) I -1 I(-C) =

.
a; + oy

Wenn # unzéhlig viele Umlédufe vollzieht, derart dass eine oder mehrere
der Grossen &, 7, { von z unabhéngig werden, so wird, da ¢ ungeéndert bleibt,
die rechte Seite der Gleichung (1.) verschwinden, folglich auch die linke.

*) RIEMANK, Ab. F., No, 18Y).
) A, a. 0., No, 212),
*¥*) RIEMANY, a. a. 0, No. 20%).

1) Riemanns Worke, IT. Aufl. (1892), 8. 129, R.F,
?) A. 2.0, S. 131—182, R.F,
3) A 20,818, RF



ZUR THEORIE DER LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. 67

— Wemn &, v, ¢ auch als Functionen der Veriinderlichen &, k, betrachtet
werden, so lasst sich dieses Resultat folgendermassen aussprechen:

II. Wenn die Veranderlichen z,%,% solche Umldufe in un-
endlicher Anzahl vollziehen, dass eine oder mehrere der Gréssen
E,m, L von einer oder mehreren dieser Verdnderlichen unab-
hingige Werthe annehmen, so wird

() IE-I()I(-¢) = 0.

31. [37

Wir haben es in No. 20 ausgesprochen, dass z,k, k, eindeutige Functio-
nen von £,7,( sind, und bemerkt, dass wir den Beweis dieses Satzes im
Wesentlichen nach der Methode liefern wollen, welche wir fir die elliptische
Modulfunction®) angewendet haben. Diese Methode war im Wesentlichen
die folgende.

Sind 7,,7, die dort néher bezeichneten Fundamentalintegrale der Diffe-
rentialgleichung der Periodicititsmoduln mit der unabhiingigen Variabeln
s0 beweisen wir zuerst, dass der reale Theil des Quotienten H = % in der
Néhe der singuldren Punkte u = 0,1, co positiv ist. Bezeichnen wit den
realen Theil von H mit R(H), so kann es kein Gebiet I' geben, innerhalb
dessen R(H) negativ ist. Denn es miisste an der Begrenzung von I', wo
R(H) sein Vorzeichen wechselt, % (H) verschwinden. Wir zeigen aber da-
selbst, dass das Vorzeichen von R(H) vom Wege der Variabeln » unab-
héngig ist. Wir kénnen nun den Umlauf von # so wihlen, dass innerhalb
I' die Function H, also auch R(H) nicht unendlich wird. Weil aber inner-
halb I' keiner der Punkte # = 0, 1, co sich befindet, so miisste 9% (H) inner-
halb I' identisch verschwinden. Wir zeigen dann, dass fiir unendlich viele
Umléufe, welche H von # unabhéngig machen, R (H) gegen Null convergirt.
Der Gesammtwerthvorrath, den H fiir alle mdglichen Umldufe von « erhilt,
befindet sich daher auf der positiven Seite der lateralen H-Axe. In diese
Axe fallen auch die Werthe von H, welche «# = 0, # = 1 entsprechen. Fiur
die Function # von H, wie sie durch die Differentialgleichung zwischen u

*) BorcHARDTs Journal, Bd. 83, S. 13Y),

1) Abh. XXIV, S, 85, Band IT dieser Ausgabe. R, F.
g%
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und H*) definirt wird, sind aber » = 0,1 die einzigen wirklichen singuléren
Punkte. Demnach ist # eine eindeutige Function des Werthvorrathes H.
Genau ebenso verfahren wir in der Frage, die uns gegenwértig beschiftigt.
Aus den Gleichungen (2.) No. 20, und aus den Sétzen am Schlusse der No. 21
und am Schlusse der No. 25 Gleichung (9.) folgt, dass die einzigen Singu-
larititen der Grossen «, %, %, als Functionen der unabhéngig von einander
sich &ndernden Gréssen £, v, ¢, durch das Zusammenfallen zweier der Grossen
@k, k,k,k oder das Unendlichwerden einer oder mehrerer derselben erhalten
werden. Nach No. 29, Satz VI. ist der Gesammtwerthvorrath ¥V der Mannig-
faltigkeit &, 7, {, wenn die unabhéngigen Variabeln z, k, k, beliebige Wege be-
schreiben, so beschaffen, dass I(y), I(—), ()~ I(9) I(~C) negativ bleiben.
38] Diejenigen Werthe, welche durch unzihlig viele Umldufe von z, %, %, von
solcher Beschaffenheit erzielt werden, dass eine oder mehrere der Gréssen
£, M, ¢ von einer oder mehreren der Grissen z, k, k, unabhinglg werden,
liegen auf der Begrenzung von V (Satz IL No. 30). Fiir diese Werthe ist
namlich I(g)’—I(y)I(-C) =0. Ebenfalls auf der Begrenzung liegen
die oben bezeichneten singuldren Stellen von =, k, k, als Functionen von
g, m, C (Satz I. No. 30). Fiir diese ist ndmlich entweder I(() = oo oder
I(&'—I(q) I(-C) = 0. Hieraus folgt: die Variabeln ,k, k sind ein-

deutige Functionen des Werthvorrathes V der Mannigfaltigkeit

£, G
In der That sind diese Functionen , %, k, vermittelst der Thetafunction

als eindeutige Functionen von &, 1, { darstellbar.

(Fortsetzung folgt)?).

% 8. 1 c. p. 259,

1) Diese Fortsetzung ist nicht erschienen, R.F.
2) S. 98, Band II dieser Ansgabe, R.F.
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1) Anderungen gegen das Original.
Es wurde gesetzt nach der Druckfehler- Berichtigung zur Mittheilung vom 1. November 1888
(No. 1-7), dic mein Vater selbst am Schlusse der Mittheilung vom 13. December (Sitzungsberichte
1888, 8. 1290) gegeben hat:

S.

bl

11, Gleichung (2.) rechter Hand —1 an Stelle von +1,
13 ist in Gleichung (P’.) hinter ¥, das Zeichen + hinzugefiigt.

Ferner wurde, von einigen Druckfehlern, die stillschweigend verbessert wurden, abgesehen,
Folgendes verindert:

8.

3, Zeile 1 Bedeutet statt Bedeuten,

5 wurde hinter Gleichung (5.) (l; =1,..,7-1

—1... v—l) hinzugefiigt,

10, Zeile 4 v. u. wird statt werden,
14, , 9 wurde sder« vor Gleichung eingefiigt,
16, , 3 v.u wurde »y ein Integral von (1.)« eingefiigt,
21, , 4 v u wurde »das den Gleichungen (2.) geniigte eingefilgt,
22, , 1 den Gleichungen statt der Gleichung,
Gleichung (9.) wurde (a = 1,2,...,m) angefigt,
Zeile 8 v. u. finden statt findet,
s 7 v. u. Gleichungen statt Gleichung; dasselbe noch an einigen anderen Stellen,
24, , 5 wurden die im Original hinter W stehenden Worte: »einen Umlauf von & um«
gestrichen.
25, Gleichung (1.) rechter Hand Ay, Ay, ...y A;ney statt Ay, Aoy, ooy Agon—y und
(t=12,,..,2n) statt (a=1,2,...,2n),
Gleichung (8,.) warde (n = 1,2,...,v) angefiigt,
Zeile 13 geniigt statt geniigen,
s 0 V. Digy Dy, ooy Dy yy statt Dogy Dygyevvy Doy
26, ., 4 (s. No. 4) statt (s. No. 5),
s 6 wurde »von 2 unabhingige« eingefiigt,
29, , 8 wurde »in« vor BorcHARDTS Journal eingefiigt,
33, , 2, 6, 16 niedrigerer statt niedriger,
34, ., 5 sdie sy« statt sy und »den 0« statt yq,
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S. 35, Zeile 8 ist das Wort »bezeichneten« vor Umlaufe weggelassen,
s 8 V. u »muss« statt milsse,
s 37, , 5 v.u ihre Ableitungen statt die Ableitungen,
» 39, 4 11 v. u zwischen a,, {; »unde eingefugt,
» 4, , 13 v. w. »von « unabhingige« vor Werthe eingefiigt,
» 11 v, u Ist statt Sind, _
. Uy Uy Dy Uy v, Yy U

» 42, Gleichung (15.) —a,,(;:—-zi——;’; Zt;) statt +a5(—v—;—ia),
48, Zeile 15 eines Fundamentalsystems statt des Fundamentalsystems,
» 46, , 1 »angegebenenc vor Umlanfe gestrichen,
47, , 5 v.u wurde Gleichung (132.) M = y(b®+cd) hinzugefiigt,

s 4 v, u wurde zu Anfang »sein« cingefiigt,
» B2 in der dritten der Gleichungen (9.) — statt 4+,

in der dritten der Gleichungen (9a.) -- statt +,
» b7, Zeile 11 ihre singuliren Punkte statt die singuliren Punkte derselben,
» 60, , 10v. u, S 62 Zeile 1 und 7 v. u, S. 68, Zeile 6 ist »den« vor Gleichungen

eingefigt,

» 6L, 4 8 v. u No. 23 statt No. 18,
» 63, Gleichung (11.) die obere Grenze im zweiten Integral %, statt k,,
» 05, Zeile 9 wurde »sonst« nach weil eingefiigt,
18 vor Gleichung (1.) # = ki, k, statt 2 = %,,
20 vor Gleichung (2.) © = Iy, &, statt & = by, &, &y,

”
”

Gleichung (3.) J (%) = 0o statt J (%) =0,

Zeille Tv.oun J (%) unendlich statt J (%) Null,

» 66, , 6 v.u J() = oo statt J() = 0, ebenso S. 68, Zeile 7 v. u.
Was die Einfihrung der zu einer linearen Differontialgleichung gehorigen Klasse (No, 9, S. 17) im An-
schlugs an die beiden nachgelassenen Arbeiten RIEMANNs »zwei allgemeine Sitze itber lineare Differential-
gleichungen mit algebraischen Coefficienten« (RIEMANNS Gesammelte Werke, zweite Auflage (1892),
S.830) anbetrifft, so ist dazu Folgendes zu bemerken: Mein Vater bedient sich hier der Bezeichnung
sKlasse« in einem etwas anderen Sinne, als sie urspriinglich von RIEMANN gedacht war. Nach Rie-
MANN gehoren lineare Differentialgleichungen, deren Losungen an keiner Stelle von unendlich hoher
Ordnung unendlich werden, zu derselben Klasse, wenn sic nicht nur in allen Verzweigungsstellen ihrer
Integrale, sondern auch in depjenigen Unendlichkeitsstellen ibereinstimmen, wo sich die Integrale wie
rationale Functionen verhalten, Mein Vater aber bezeichnet weitergehend Differentialgleichungen, deren
Losungen keinen Punkt der Unbestimmtheit besitzen, als zu einer Klasse gehorig, wenn ihre Integrale
dieselben Verzweigungsstellen besitzen. Fiir diescn weiteren Bogriff hat Herr PoINCARE (Acta Mathematica,
Bd. 5, 1834, 8. 212) dic Bezeichnung espéce (von Herrn SCIILESINGER mit »Arte iibersetzt) eingefithrt.
Man vgl. iber diese Bezeichnungen: L. ScHLESINGER, Handbuch der Theorie der linearen Difterential-

gleichungen Band 11,, No. 164 und No. 222;
Zu dem in No. 12, S, 24, Gleichungen (7.), (8.) und (9.) gegebenen Nachweis, dass die Ableitungen %
der Elemente eines Fundamentalsystems nach ejuem Parameter & keine anderen Singularitiiten besitzen

als y, sclbst, ist Folgendes zu bemerken: Die rechte Seite der Gleichnng (9.)
Oyo 1 pofu(zh) de

ok 271 o 2—n’
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wo das Integral iber die Begrenzung W eines Gebietes erstreckt ist, in welchem lein singulirer Punkt
der Differentialgleichung sich befindet, setzt das zu Bewcisende schon voraus, da diese Gleichung nur

besteht, wenn %y’: innerhalb W eindeutig, endlich und stetig ist.

Dass die Functionen %y  als Functionen von x in der That keine anderen Singularititen als die

Functionen y, selbst besitzen, so lange der Parameter % junerhalb gewisser Grenzen bleibt, folgt, wie
Herr SciresiNGeR, Handbuch u.s. w., IT,, No. 228, gezeigt hat, aus den Untersnchungen des Herrn
PoiNcARE (Acta Mathematica, Band IV, 8. 212ff Vgl hierzn auch: SciLEsiNGERr, Handbuch u. 5. w,,
Band I, No. 85 und 106).

Zu dem in No, 13 gegebenen Nachweis, dass die Gleichung (I.) — die jetzt sogenannte nte Associirte
der Gleichung (A.) — reductibel sein muss, wem (A.) den Anforderungen () in No. 11 geniigt, ist zu
bemerken, dass dieser Beweis und {therhaupt der Satz von der Reductibilitit der mten Associirten nicht
richtig ist. In der Einleitung zu der Mittheilung vom 17. Mirz 1898 in den Sitzungsberichten der
Akademie 1898, S. 222 sagt mein Vater: »Es moge bei dieser Gelegenheit bemerkt werden, dass sich in
die Mittheilung in den Sitzungsberichten 1888, S. 1284, Gleichung (15.) bis (21,) ein Rechenfehler ein-
geschlichen hat, welcher den dort gegebenen Beweis beeintrichtigt«. Dieser Rechenfebler ist der folgende:
Aus den Gleichungen (G.) der No. 13, S. 26 folgt, dass fir ein Fundamentalsystem f£;, weun f von & unab-
hingig ist die Grossen D, s (ieselben bleiben wie fir &, wemn «Sf, dass dagegen D, durch

DM+ l£ z0 ersetzen ist. Demnach tritt ap Stelle von y(f), fir f&, nicht fy /(t)+2—l£Z’(t),

f dk
sondern /(t)+-~—L(t) Dann lautet aber die Gleichung (16.), 5. 27

O = $0+10+3 520
Statt (18.) ist zu setzen
YO+10) = (-7 35 20
Also ist ) Jf
y+f k-

Die Gleichung (17.) ist also selbstverstindlich, wenn (12) erfillt ist. Ls lasst sick in der That
zeigen, dass fir jedes Fundamentalsystem H (1) = yZ'(¢) ist, so dass man auf diese Weise die Reduc-
tibilitit der mten Associirten nicht erschliessen kann. Mein Vater ist spiter noch einmal auf den
Gegenstand zuriickgekommen in der Mittheilung vom 9. Marz 1899, wo er die nothwendigen und hin-
reichenden Bedingungen fiir die Reductibilitit der mton Associirten entwickelt,

Die folgenden Untersuchungen iber die Periodicitatsmoduln der ultraelliptischen Integrale bleiben
durch den angegebenen Febler unbeeinflusst, da ja fir deven Differentialgleichung 4ter Ordnung die
Reductibilitit der zweiten Associirten unmittelbar durch das Vorhandensein eines rationalen Integrals
bewiesen wird,

Zu No, 21, S. 48, Gleichung (15.) mochte ich zum besseren Verstandniss die genauere Untersuchung, welche
ergiebt, dass y = 0, hier zum Abdruck bringen, so wie sie sick im handschriftlichen Nachlass meines
Vaters gefonden hat:

Setzen wir auf beiden Seiten der Gleichung (14.) f=0, d = 0 und
fir a, b, ¢ Werthe, welche den Gleichungen
we+mb+me =0,
et o b+ wc =0
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geniigen, so folgt, dass entweder y = 0 oder m'= 2a, m, = e, Setzen
wir auf beiden Seiten von (14.) f=0,¢=10 und fir «,b,d Werthe, welche
sich aus den Gleichungen

m'e+mb+myd = 0,

ad+ a b+ 0, d =0

ergeben, so folgt wiederum, wenn nicht y = 0, dass m'= da, m = da,
Setzen wir endlich auf beiden Seiten der Gleichung (14) a =10, d = ¢
und fiir b, ¢, f Werthe, welche den Gleichungen

my b+ mie+mf = 0,
ab+ e,ct af =0

geniigen, so folgt, wenn nicht y = 0, dass m, = de,, m; = Ae, Es ist dem-
nach, wenn nicht y verschwindet, identisch

m'a+mye+myd+mf = Aoa+a,ct+edte,f)
Ebenso ergiebt sich, dass unter denselben Umstédnden

na+ mc+ nd+ n,f = pleat a,c+ od + o,f),
W'+ my ¢+ myd +my f = v(m'a+myc+myd +m,f)
= Av(ea+ a,c+ e,d+ a,f).
Setzen wir also
awite,cto,dtaf =7,
so geht (14.) iber in

AoV +m!B) (V+ b)) — (o7 + 0, b) AV +mB) = p(af+b'+ ed);

diese Identitat kann aber nur bestehen, wern y = 0.

Die Theile dieser Arbeit von No. 26 an sind woll nur als ein Entwurf einer sehr tief liegenden
Untersuchung itber die Art der Abhéngigkeit der Werthe a, &, k, von den &, », { anzusehen. In Bezng
auf den am Anfang der No. 29 ausgesprochenen Satz, dass ¢ fir jeden nicht singuliren Werth von @,
50 lange die Grossen %, endlich und von einander verschieden sind, immer einen negativen Werth haben
miisse, sei Folgendes bemerkt. Mein Vater hat, wie aus dem handschriftlichen Nachlass hervorgeht,
wiederholt versucht, fiir diesen Satz, der fiir die in den folgenden Nummern angedeutete Theorie grund-
legend ist, einen Beweis zu geben, Ich mochte die beiden letzten Noten, die ich zu diesem Gegenstand
im Nachlass vorgefunden habe, hier zum Abdruck bringen, wenn mir auch das Beweisverfahren noch
nicht vollstindig zu sein scheint, da ihr Inhalt vielleicht fiir eine spatere Forschung von Wichtigkeit

werden kann,
a) Setzen wir, wie in No. 26, # = w,+a,i, k, =1 +il,, 5o ist ¢ eine

reale Function der realen Variablen «,,%,7,,7, So lange # in hinling-
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licher Nihe eines k, sich befindet, oder in der Nahe von & = oo, ist ¢
negativ (No. 27). Soll ¢ in einem Gebiete I' positiv sein, so miisste das-
selbe durch Cwven abgegrenzt sein, welche die Punkte %, und co aus-
schliessen. Moge eine solche Curve, die k, ausschliesst, C, heissen und
die co ausschliessende C,. Betrachten wir ¢ in seiner Abhingigkeit von
k, so wird C, sich verindern, wenn k sich verindert, und es wird nach
No. 27, da ¢ in Bezug auf k, dieselbe Eigenschaft, wie in Bemug auf # be-
sitzt, wenn &, in hinléingliche Nahe von %, riickt, ¢ durchaus negativ sein,
also miisste C, aufhoren zu existiren. Dieses ist jedoch nicht. mdoglich,
weil C, in hinlinglicher Entfernung von jedem der Punkte % bleiben muss.
Demnach kann es iiberhaupt kein Gebiet I' geben.

b) Der Beweis, dass ¢ stets negativ, lasst sich am besten folgender-
massen liefern. ‘Wir nehmen an, dass # und % eine solche Lage haben,
dass noch ¢ = 0 sei, dass aber, wenn % sich um ein Kleines nach einer
Richtung fortbewegt, ¢ negativ wére; dann ist, weil # und % nicht singulir
sind, wenn wir setzen

= x1+"'xz = al+i“ﬂ 701 = lu""‘ln = ﬁx+iﬁz:

(1') P = A(xl_al)'l"B(‘xz_ae)'l'o(xx_“l)z"'D(‘xl—“l)(xz_az)'i'E(xz_az)g"'"'1

worin die Coefficienten A, B, C, ... stetige Functionen von [,/ sind.
Andemn wir 7,1 stetig, so geht ¢ iiber in

(2') c?' = A’(x, - “1) + -Bl(xe_ “2) + 0’(921— “1)2+ ‘Dl(xl—— “1)(x2_ “2) + E'(xz_“e)a"' R

wo A, B, C...,¢ resp. von 4, B, C,...,9 beliebig wenig verschieden
sind (der gleichméssigen Convergenz wegen). Es wiirde also auch, fiir das
verinderte System [ ,/,,¢" fir o, = «, 2, = o, verschwinden; aber wenn

1) "1 2

l,y1, nach der oben bezeichneten Richtung abgeindert werden, so muss ¢

1) 12

negativ sein etc. R. F.

Fuchs, mathem, Werke. IIL 10
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BEMERKUNG ZU DER ARBEIT IM BANDE 75 SEITE 177
DIESES JOURNALS.

(Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 106, 1890, 8. 1—4.)

In meiner Arbeit (Journal fir Mathematik, Bd. 75, S. 1797%) habe ich [x
den grossten unter denjenigen um den Nullpunkt der complexen Variablen w
beschriebenen Kreisen, innerhalb deren nicht zwei verschiedene Werthe w der
Function

N )
¢ = Flw) = wyl(bw)

{f(w), gw) ganze rationale Functionen und £(0), g(0) von Null verschieden)
denselben Werth ertheilen, als Grenzkreis definirt. Der Radius dieses Kreises
ergab sich (daselbst S. 184%) als der Modul derjenigen Wurzel der Gleichung
F'(w) = 0, welche unter allen Wurzeln derselben den kleinsten Modul hat.

Wenn die Coefficienten der ganzen Functionen f(w) und g(w) besonderen
Bedingungen Geniige leisten, kann jedoch der Radius des Grenzkreises einen
kleineren Werth haben*). In der folgenden Notiz soll dieser Ausnahmefall
pracisirt werden.

Hieran schliesse ich eine Bemerkung, aus welcher hervorgeht, dass die
Bestimmbarkeit des Grenzkreises nach den S. 194% (daselbst) zusammen-
gefassten Forderungen von dem Ausnahmefalle nicht beeinflusst wird.

*) Ein solches Beispiel wurde mir von Herrn ANIssimorr, Privatdocent an der Universitit Moskau,
vorgelegt.

1) Abh. XIV, S. 361, Band I dieser Ausgabe. R.F.
2) Ebenda 8. 369. R.F.
3) Ebenda 8,379. R.F.

10*
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1.

Der Ausnahmefall zieht seinen Ursprung aus dem S. 181—1827) (daselbst)
betrachteten Falle B = 0 und ergiebt sich folgendermassen:
Setzen wir in die Gleichung

(1) $(w,w,) =0,

g )
w=re”, w, = re™

2] so ergeben sich hieraus durch Trennung des realen und des imaginiren
Theiles die algebraischen Gleichungen

@) g G(cos ¢, cosy,, ) = 0,
H(cos ¢, cos g, 7) = 0

mit realen Coefficienten. Der Voraussetzung gemsss werden dieselben be-
friedigt durch die realen Werthe » = R, cosg = cos¢”, cos¢, = cosg’. Dem-
gemiiss ergeben die Gleichungen (2.) in der Umgebung von » = R

) % cosy = coso’+ % (r—R)7),

cos g, = cos o' + %, ((r— R)%),

wo B, B, nach positiven ganzen Potenzen von (r—R)% fortschreitende Reihen
mit realen Coefficienten bedeuten. Die Gleichungen (3.) liefern der Voraus-
setzung nach nur fiir » > R reale Werthe fiir die beiden Grossen ¢ und ¢,
(vgl. daselbst S. 182%). Dieselben lehren, dass die Lagen je zweier zusammen-
gehoiigen Punkte eines Kreises K sich mit » stetig éndern.

Der Voraussetzung geméss entsprechen den. Werthen von w in der Um-
gcbung von w" Punkte w, in der Umgebung von w', die ausserhalb oder inner-
halb K liegen, je nachdem w innerhalb oder ausserhalb K befindlich ist.
Sind daher w und w, zusammengehdrige Punkte des dem Kreise K unendlich
benachbarten concentrischen und grosseren Kreises XK', welche resp. den
Punkten w” und w" unendlich benachbart liegen, so miissen die geometrischen
Quantititen w—w" und w, —w' die Richtungen der Tangenten des Kreises K
resp. in %" und w’ haben. Nun sind aber dieselben geometrischen Quanti-

1) Abh, XIV, 8. 365—367, Band I dieser Ausgabe. R.T.
%) Ebenda §. 366, B. F.
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tiaten Halbsehnen eines und desselben Kreises K'. Sind demnach ¢"+ dyp, o'+ dg
resp. die Argumente von w und w,, so folgt daher zunichst
Rdy = * Rdy,
also
(4.) de = *dg,.
Da % fir alle von w = w”", w, = w" ausgehenden entsprechenden Wegelemente
denselben Werth annimmt, so gilt Gleiches von

_dlogw,
dlogw

Fir die entsprechenden Wegelemente w—w" und w,— ', fiir welche dr, = db,
erhalt

drl , [3
_dlogw, B it
dlogw % +ide
nach Gleichung (4.) den Werth
1% iR?
(5. - “1’ .
o 0o
1 + R '(17
Nun ist
0
dlogw,  Fw _ ow .
(6.) Tldlogw T F(w)w, o, A+Bi
ow,

Es wird gefordert, dass B = 0 sei. Wenn demnach % endlich und von Null
verschieden, so miisste im Ausdrucke (5.) das obere Vorzeichen gewéhlt
werden, und es ergibe sich demnach A = —1. Derselbe Werth von 4
wiirde fiiy %:l = 0 auftreten. Da aber der Werth 4 = —1 nicht statt haben
kann (siche daselbst S. 182%), so bleibt nur die Annahme iibrig, dass —fbi
unendlich wird. Die Wahl des unteren Zeichens liefert alsdann

(7. 4=1
oder
(8. wI' (w)+ w, F'(w,) = 0,

1) Abh, XIV, S. 366, Band I dieser Ausgabe. R.F.
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Hierdurch ist der Ausnahmefall vollstéindig umgrenzt:

Haben die beiden Gleichungen (1.) und (8) Lésungen (v ,w),
fiir welche die Moduln von w und w einander gleich sind, und
ist der kleinste dieser Moduln kleiner als die Moduln der Wur-
zeln der Gleichung F'(w) =0, so ist dersclbe der Radius des Grenz-
kreises.

Dass die Moglichkeit, dass w, und w denselben Modul haben, in der
That einen Ausnahmefall ansmacht, ergiebt folgende Erwigung:

Setzen wir in die Gleichungen (1.) und (8.) w = re”, w, = re?, und
trennen dic realen und die imaginéren Bestandtheile, so erhalten wir zur Be-
stimmung von r, cos9, cos®p, vier algebraische Gleichungen, deren Zusammen-
bestehen eine Bedingungsgleichung fiir die Coefficienten von f(w) und g(w)
zur Folge hat.

Wir bemerken ibrigens, dass auch der Fall B = oo (S. 181 daselbst?)
4] gewissermassen zum Ausnahmefalle gehért. Es kann némlich nicht w’ eine
Verzweigungsstelle der Function w von w, sein. Denn aus der Entwickelung

~ 4+

o) w—w" = e,(w,—w)" +e(w,~w) F +-ee,
welche in der Umgebung von w = w’ gilt, und wo %, 4 ganze positive Zahlen,
letztere grosser als Eins, wilrde sich ergeben, dass innerhalb K gelegenen
Punkten der Umgebung von w’ ebenfalls innerhalb K gelegene Punkte der
Umgebung von w” entsprichen, was dem Begriffe des Grenzkreises wider-
spricht. Es ist demnach mit F'(w') = 0 gleichzeitig F'(w") = 0. Also auch
in dem Falle B = oo geniigen w, = ', w =w" den Gleichungen (1.) und
(8.), und haben denselben Modul.

Demgemiss ist der Normalfall der, dass auf der Peripherie des Grenz-
kreises zwel entsprechende Punkte zusammenfallen (siche S. 180 daselbst?)).

2.

Um zu zeigen, dass die Bestimmbarkeit des Grenzkreises den Forderungen
gemiss, welche 8. 194°) dasclbst zusammengefasst sind, von dem Ausnahme-

1) Abh. XIV, §. 363, Band I dieser Ausgabe. R.F.
2) Ebenda S. 26+ R.F.
3) Ebenda S.379. R.T.
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falle nicht beriihrt wird, wollen wir an die in No. 5 bis 9 daselbst’) getroffenen
Bestimmungen ankniipfen.

Die Gleichung (1.) No. 6 daselbst eingefiithrte Grosse a bleibt willkiirlich,
und nur ihr Modul hat eine gewisse untere Grenze. Setzen wir (GL (3.)
No. 5 und Gl (1.) No. 6, GL (9.) No. 8 daselbst)

¢ () [(m—1) ™" — (m+ 1)) + a(m—1) ("'~ 1)

5= Fw) = w((m—1)w"* — (n +1)]

Bilden wir mit dieser Function die Gleichungen (1.) und (8.) voriger Nummer,

(3 Py . . N
¥ , W, = et , 80 ergiebt die Trennung

setzen in denselben a = p+p't, w = re
des realen und des imaginiren Theiles vier Gleichungen fiir », cos¢, cos¢,.
Die Elimination dieser Grossen liefert eine algebraische Gleichung zwischen
p und p. Man darf also nur p und p’ so wahlen, dass diese Gleichung
nicht erfillt werde. Dann gehért der Grenzkreis unserer Function F(w)
dem Normalfalle an, und es bleiben die Schliisse der No. 6 bis 9 daselbst

bestehen.

Berlin, September 1889.

1) Abh, XIV, S. 370—376, Band I dieser Ausgabe. R.F.
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Vgl zu dieser Abhandlung die Anmerkung 2 zur Abh. XIV, §. 411—412 des ersten Bandes und die
Anmerkung 1 zu Abh. LVII dieses Bandes. R. F.




LVIL.

UBER ALGEBRAISCH INTEGRIRBARE LINEARE DIFFERENTIAL-
GLEICHUNGEN.

(Sitzungsberichte der Konigl. preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin,
1890, XXVI, 8. 469—483; vorgelegt am 22. Mai; ausgegeben am 5. Juni 1890.)

Es seien die Integrale der irreductiblen Differentialgleichung [469
@'y Py dy
@) TEEp g by =0

mit rationalen Coefficienten iiberall bestimmt¥*), und es werde vorausgesetst,
dass die Wurzeln der simmtlichen determinirenden Fundamentalgleichungen
rationale Zahlen sind, und dass zwischen den Elementen eines Fundamental-
systems von Integralen y,,y,, y, der Gleichung (A.) eine homogene Relation
a* Grades mit constanten Coefficienten

(B) f(yn yzyya) =0

bestehe, deren linke Seite sich nicht in Formen niedrigeren Grades zerlegen
lisst. — In fritheren Arbeiten**) habe ich fiir #>2 aus diesen Voraus-

setzungen die Folgerung- gezogen, dass die Gleichung (A.) algebraisch integrir-
K}

bar sei, indem ich den Nachweis fihrte, dass # als Function von y = v
1

*) Siehe BorcHARDTs Journal, Bd. 66, S. 146, Gleichung (12.)1).
**) Sitzungsberichte vom 8, Juni 1882, S. 703ff. und Acta mathematica, t. I, p. 321%).

1) Abh, VI, 8. 186, Band I dieser Ausgabe. R.F.
2) Abh. XXXIX, 8. 289 ﬂ",.nlld Abb. XL, 8, 299 ff., Band IT dicser Ausgabe. R. F.
Fuchs, mathem, Warke, III, 11
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nur eine endliche Anzahl von Werthen annehme*), und dass
zwischen z und 7 eine algebraische Differentialgleichung erster
Ordnung besteht, in welcher die Variablen separirt sind#¥).

Diese Differentialgleichung wird folgendermaassen gebildet. Es sei H(f)
die Hgssesche Covariante der Form f, so ist*¥*)

H(f) = X(),
wo X(z) Wurzel einer rationalen Function von z. Sei
Yo B
470] I =M n = {
H(f) = y"" H,(x, 0),
e

j.r"z’ = G(‘q,C),

endlich A(2) diejenige Wurzel einer rationalen Function von z, welcher die
Hauptdeterminante von y,, y,, y, gleichwerthig ist. Setzen wir zur Abkiirzung

sn=¢ AT
X

sn—c—‘H—’(—mC—)—' 3 3n—¢ 3
W = K(ﬂ)’ \/Hx("i)c) = L(r),

=@, "VE=6(),

so lautet die genannte Differentialgleichungt)

@) & = 9@ Ko

Wir fiigen fiir den weiteren Gebrauch noch hinzu, dasstt)
(8) Y, = 0(2) L(x).

*) Acta math., a. a. 0., S, 3281).

*) Acta math., 8, 329%),
*+t) Acta math,, 8. 3233%),

1) Acta math,, S. 329, Gleichung (27.)%).
1) Acta math., S. 329, Gleichung (26.)%).

1) Abk. XL, 8, 306, Band IT dieser Ausgabe. R, F.
2) Ebonda 8. 807. R.F.
8) Ebenda 8. 301, R.F.
4) Ebenda S, 307. RB.F.
5) Ebenda S. 907, B.F.
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Wie mit Hilfe der Gleichung («.) die algebraische Natur der Integrale der
Gleichung (A.) zu erweisen ist, findet sich am angefiihrten Orte nur ange-
deutet. Indem wir anf diesen Nachweis hier des Niheren eingehen, wollen
wir zwei Verfahrungsarten entwickeln, welche auf verschiedenen Principien
beruhen und, wie es scheint, ein iber den vorliegenden Zweck hinausreichendes
Interesse darbieten.

1.

Wir schicken einige Sitze voraus, welche wir im Folgenden verwenden
wollen.

I Sind w, w,, w, die zu y,,y,,y, adjungirten Functionen, so hat
das Bestehen der Gleichung (B.) zur Folge, dass w,w, w, einer
homogenen Relation mit constanten Coefficienten geniigen.

Denn durch Differentiation nach 2z folgt aus (B.)

(L) hthy+h% =0,
wo f, = %, Y = %{ gesetzt ist. Ausserdem ist [an
2) iy +hy+ 1y, = 0.
Eliminiren wir aus (1.) und (2.) successive f, und f,, so ergiebt sich
(3. fyw,—f,w, =0,
(£) fow,—fw, = 0.

Aus den Gleichungen (B.), (3.), (4.) ergiebt sich durch Elimination von y,, 3,, ¥,
eine homogene Relation zwischen w,, w,, w, mit constanten Coefficienten.

Ist n>2, so ist auch der Grad der zwischen w,w,,w, stattfindenden
Relation grosser als 2.

II. Es sei die Differentialgleichung

(5.) YAyt = 0

irreductibel und die Integrale derselben fiberall bestimmt¥).
Es seien iiberdies die Zweige eines Integrals y derselben, bis auf
constante Factoren, von endlicher Anzahl, so besitzt dieselbe

*) BorcHARDTs Journal, Bd. 66, S, 146, Gleichung (12.)1).

1) Abk. VI, 8. 186, Band I dieser Ausgabe, R.F.
11*
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ein Fundamentalsystem von Integralen, deren logarithmische
Ableitungen algebraische Functionen sind.

In der That, wenn die Zweige eines Integrals y der Gleichung (5.) bis
auf constante Factoren mit den Werthen y,4,4,,...,y,, lbereinstimmen, so

sind die Zweige der Function « = i‘“;;# genau mit den Werthen
dlogy dlogy dlogy dlog y,_
o= —dzg—’ U, = dg Lyow, = —-—df L ey U, = ggj—‘
iibereinstimmend. Die symmetrischen Functionen von w, u,w,, ..., u._ sind

daher eindeutige Functionen von z Da die Integrale von (5.) iiberall be-
stimmt sind, so haben diese eindeutigen Functionen keine wesentlich singulire
Stelle, sie sind also rationale Functionen von 2. Demnach ist u eine alge-
braische Function von 2 Die Gleichung (5.) besitzt die Integrale

d
g = /"% (=0,1,2...,7—1)

Von diesen miissen m linear unabhiingig sein, da sonst Gleichung (5.)
mit einer linearen Differentialgleichung niedrigerer als " Ordnung und mit
rationalen Coefficienten Integrale gemeinschaftlich hitte, gegen die Voraus-
setzung. Die Gleichung (5.) besitzt daher ein Fundamentalsystem von Inte-
gralen, deren logarithmische Ableitungen algebraisch sind.

472] 2.

Wenn die Gleichung (A.) die Relation (B.) zuldsst, und wenn ausserdem
bekannt ist, dass die Zweige eines Integrals y derselben, bis auf constante
Factoren, von endlicher Anzahl sind, so hat dieselbe nach Satz II. voriger
Nummer ein Fundamentalsystem von Integralen y,, y,, y,, deren logarithmische
Ableitungen Zweige einer algebraischen Function sind. Bezeichnen wir die-
selben beriiglich mit 4, ,, %, so folgt aus Gleichung (1.) voriger Nummer

(1') f;ylul+ﬁy2u2+ﬁy8u8 =0
Aus dieser Gleichung und aus Gleichung (2.) voriger Nummer ergiebt sich
) fy, (= 1) + f,9 (0 — ;) = 0.

Wenn wir vermittelst der Gleichung (B.) { als algebraische Function von 7
in Gleichung (2.) substituiren, so kénnte sich ereignen, dass dieselbe fir die
beiden unabhéngigen Variablen #,7 identisch erfillt wirde.
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Sind A4, 4, blosse Functionen von z und B,, B, blosse Functionen von
n, und ist identisch fiir die unabhéngigen Variablen 7, 2
(3.) A, B+ 4,B, =0,
so ist auch
(3a.) A B+ A,B, = 0

identisch erfiillt, wenn A, 4, die Ableitungen von A, A bedeuten. Sind
B, B, nicht identisch Null, so folgt aus (3.) und (3a.), dass die Haupt-
determinante der Functionen A, A, identisch verschwindet, dass demnach¥)
(4.) 4, = y4,,
wo y von 2 unabhéngig. Ist
4, = u—u, 4, =u—u,
sowie B, B, die sich aus y';—‘_,, f ’yf{’ vermittelst Gleichung (B.) sich ergebenden

1
Functionen von v, so wiirde das identische Bestehen von (2.) nach Gleichung
(4.) zur Folge haben

() U=ty = (1)
und

(5a.) Ly +rhy, =0,

(5b.) Lyt (1=-9)fiy, = 0,

wo 7 eine Constante. Es kann nimlich wegen der vorausgesetzten Be- [473
schaffenheit von f nicht B, B, identisch verschwinden.

In Folge der iiber f gemachten Voraussetzung ergiebt sich aus (5a.) und
(8b.), dass identisch fiir alle g, y,,

(6.) Lyt vhiy, = Hf
und

(63,.) faya'l'(l_?)fx?/x = ]‘/Ilf7

wo M und M, Constanten bedeuten.

*) BorcHARDTs Journal, Bd. 66, S.1281),

1) Abh. VI, S. 166, Band I dieser Ausgabo. R.F.
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Es konnen nicht M und M, gleichzeitig verschwinden, da sonst durch
Addition der Gleichungen (6.) und (6a.) sich ergeben wiirde, dass f fiir alle
Werthe y,,4,, y, identisch verschwindet. Es sei daher zuniichst M von Null
verschieden, und wir setzen

(7) f= 0+ @8+t Py

wo @, eine homogene Function 1*" Grades von y, y, bedeutet. Aus (6.)
ergiebt sich

6?1 -
(7a.) A y2+7 6y Ly = Mo, (=0,1,...,n)
Setzen wir
(8') P = & yl + Eh ?/1 toeeet & ?/-n

so folgt aus (7a.)
(9.) Me,, = [k+ (A=) ey, (k=0,1,...,%)
Demnach ist entweder y = 1, oder es besteht ¢, nur aus einem einzigen

Glied¢, nimlich
ATy K

(10.) =a¥ ¥, (A=12..,n ¢=0)
wo
M-y M r
(10a.) k= 1=, = 1_7—11_7 = p—Ain

Es kann aber nicht y =1 sein, da sonst (6a.) ergeben wiirde, dass f eine

zerlegbare Form sei, oder dass a—;—, d. h.*) w _ verschwinden wiirde, was der

Voraussetzung widerspricht, dass y,, ¢,, ¥, ein Fundamentalsystem bilden.
Wir haben daher

8=l Iy n—d
] f= 200 0%
oder
(1) f= J:.’/;‘?/:‘LZZEA(?/:H% v
Die Gleichung (B.) erforderte daher
(12.) |+v J-v ~1

wo C eine Constante.

#) Acta math,, S, 331, Gleichung (C.)Y).

1) Abh, XL, S, 308, Band II dieser Ausgnbe. R, F.
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Es kann nicht f= ¢, sein, weil aus ¢ = 0 sich n = constans ergeben
wiirde. Es kann andererseits, da ¢ = 0, nicht auch ¢, identisch verschwinden,
demnach ist ¢, und wenigstens fiir noch einen Werth des Index 4 ¢, von
Null verschieden. Aus (10a.) ergiebt sich daher, dass ¢ und » folglich auch
y und M reale und rationale Zahlen sind.

Da die linke Seite von (12.) nach einem Umlaufe von z, wie leicht zu
sehen, identisch in sich selbst iibergefithrt werden muss, so ist die Hrssesche
Determinante derselben

(79" (1 9.90)7
also nach Gleichung (12.) die Function ¢ 1,4, gleich der Wuwzel einer ratio-
nalen Function. Es sci
(123") Y19l = ¢,
wo ¢ Wurzel einer rationalen Function.
Aus (12a.) ergiebt sich

dlogy

(18) Uyttt 2ty = —

Aus den Gleichungen (5.) und (13.) folgt

2—y y—1 dlogd
14. = -- .
(14) s 2y—1u‘+2y—1 dz

Die Function #, ist aus «, durch einen Umlauf U der Variablen ¢ hervor-
gegangen. Da die Wiederholung des Umlaufes U nur eine endliche Anzahl
verschiedener Zweige der algebraischen Function #, hervorbringen kann, so
muss, da wegen der Irreductibilitit der Gleichung (A.) w, nicht eine ratio-
nale Function ist, ;ﬁ-’r eine ganzzahlige Wwrzel der Einheit sein, d. h., da
y eine rationale Zahl,

2—y
15, — =
(15.) 51 i
Da py =1 auszuschliessen ist, so miisste y = —1 sein, demnach [475
Gleichung (14.) in
2 dlogd
(148..) u, = —ul+ § _d;g_‘_

ibergehen. Da u, w, beliebige Zweige der Function # sind, so ergibe
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sich ebenso fiir den Zweig u, der Function #,

2 dlogt
(14b.) t, = —u + 3 T‘h’
wo ¢, Wurzel einer rationalen Function bedeutet. Aber da #, auch ein Zweig
der Function #, ist, so miisste aus demselben Grunde

2 dlogi,
(14c') Uy = "uz+“3' "‘cgia

wo ¢, Wurzel einer rationalen Function, sein. Aus den Gleichungen (14a.)
bis (14c.) ergibe sich aber, dass der Zweig w,, also aus demselben Grunde
alle Zweige der Function #, die logarithmischen Ableitungen von Wurzeln
rationaler Functionen, und demnach die Integrale von (A.) Wurzeln rationaler
Functionen wéren, was ausgeschlossen ist.

Wenn es nur zwei Zweige der Function u gibe, so miisste

Yo -
(16) J =Gt VE

sein, wo a,a, R rationale Functionen von 2 Hieraus wiirde sich ergeben

(2

(17 % = b+, VE,
wo b, b rationale Functionen. Aus (16.) und (17.) wiirde folgen, dass y,
einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit rationalen Coeffi-
cienten genfigte, was der vorausgesetzten Irreductibilitit der Gleichung (A.)
widerspricht.

Demnach kann Gleichung (6.) fiix einen von Null verschiedenen Werth
von M nicht bestehen. Ebenso aber wiirden wir nachweisen, dass die Glei-
chung (6a.) fiir einen von Null verschiedenen Werth von M, auf einen
Widerspruch fithrt. Da aber, wie oben gezeigt, M und M, nicht gleichzeitig
verschwinden dirfen, so ergiebt sich, dass die Annahme, dass die Gleichung
(2.) identisch fiix von einander unabhéngige Werthe der Variablen z,7 be-
stehe, mit den tiber die Gleichungen (A.) und (B.) gemachten Voraussetzungen
476] unvertraglich ist. Die Gleichung (2.) setzt vielmehr die Variable 4 in
Abhéngigkeit von der Variablen 2, und da diese Abhingigkeit eine alge-
braische ist, so folgt unter Beriicksichtigung der Gleichung (f.) der Satz:
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Wenn die Gleichung (A)) die Relation (B.) zuldsst, und wenn
ausserdem bekannt ist, dass die Zweige eines Integrals derselben,
bis auf constante Factoren, von endlicher Anzahl sind, so ist
die Gleichung (A.) algebraisch integrirbar.

3.
Es sel

(1‘) ?/(m) +9, y(m—x) Fo DY = 0

eine beliebige lineare, homogene Differentialgleichung, und es seien 4, 4,,...,a,
gegebene constante Werthe, Ist S eine Substitution der zur Gleichung (1.) ge-
hérigen Gruppe, und sind «, deren Elemente, so wollen wir von den Ausdriicken

(@) @) = 00+ Oy Gyt e+ Gy, Gy, (k=12,...,m)

sagen, sie seien durch Transformation aus a,a,...,a, vermittelst der Sub-
stitution S entstanden. Nehmen wir an, dass die durch die Gesammtheit
der Substitutionen der Gruppe entstandenen transformirten Werthsysteme, bis
auf einen allen Elementen je eines Systems gemeinschaftlichen Factor, von

endlicher Anzahl sind, némlich ibereinstimmend mit einem der Werthsysteme
(3.) (Le®, L, .., hd®). =0,1,..,r-1, of = &)
Betrachten wir die Function

(4.) W= a1w!+agw2+...+amw

m?

WO W, w, ..., w, ein Fundamentalsystem von Integralen der zu (1.) ad-
jungirten Differentialgleichung bilden.
Vollzieht 2z einen Umlauf, welcher der Substitution S entspricht, so ver-

wandelt sich W in

mn

(5.) W= jZZ“).(Alxwl'*_Ahwz'i""+A2mwm)7
wo A, die Unterdeterminante erster Ordnung der Determinante |e,| bedeutet,
welche zu o, gehort. Es ist-iibrigens

(6) Det || = ™

Unter den Systemen (3.) giebt es der Voraussetzung nach ein solches [477
(La® La?, ..., L a"), fir welches

Q) 2. @) —_
(7.) la, = o, 0 + ey 6 + - + g iy (e=12...,m)
Fuchs, mathem, Worke. III. 12
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némlich dasjenige System, welches aus (a,a,...,a ) durch die inverse Sub-
stitution von § hervorgegangen ist. — Substituiren wir (7.) in (5.), so folgt

8) W = plalw,+adw,+ -+ agw,),

wo u von # unabhingig. Setzen wir allgemein

(4a.) W, = d®w, + aPw,+ - +adw,, (A =0,1,..,,r—1)

n

so ergiebt sich aus (8.), dass die Zweige der Function W, bis auf constante
Factoren, mit W,, W, ..., W __ iibercinstimmen. Wir erhalten also den Satz:

=1

L Ist a,a,...,a, ein System gegebener von # unabhingiger
Grossen, und sind diejenigen Systeme, welche aus dem gegebenen
durch Transformation vermittelst der Gesammtheit der zn einer
homogenen Differentialgleichung m'* Ordnung gehdrigen Gruppe
entstehen, bis auf einen allen Elementen je eines Systems gemein-
schaftlichen Factor, von endlicher Anzahl, so besitzt die zu der
gegebenen adjungirte Differentialgleichung ein Integral, dessen
Zweige, bis auf constante Factoren, von endlicher Anzahl sind.

Wenden wir dieses Theorem auf die Gleichung (A.) an unter der Vor-
aussetzung, dass sie die Relation (B.) zulasse, und dass es eine von (0,0, 0)
verschiedene Stelle der Riemaxsschen Fliche (B.) gebe, welche durch die
Gesammtheit der Substitutionen der zu (A.) gehorigen Gruppe in eine nur
endliche Anzahl von Stellen derselben Fliche transformirt wird, so ergiebt
der Satz I., dass die zur Gleichung (A.) adjungirte Differentialgleichung ein
Integral besitzt, dessen Zweige, bis auf constante Factoren, von endlicher
Anzahl sind. Da nach Satz I., No. 1, zwischen w,, w,, w, eine homogene Re-
lation stattfindet, so folgt aus dem Satze in No. 2, dass die adjungirte Diffe-
rentialgleichung, folglich auch Gleichung (A.) algebraisch integrirbar ist.
Wir erhalten also das Resultat:

I. Wenn die Gleichung (A.) die Relation (B.) zulésst, und es
ist eine von (0,0,0) verschiedene Stelle der Riemannschen Flache
(B.) vorhanden von der Beschaffenheit, dass sie durch die Ge-
478] sammtheit der Substitutionen der zur Gleichung (A) ge-
horigen Gruppe nur in eine endliche Anzahl von Stellen der-
selben Flidche iibergefithrt wird, so ist Gleichung (A.) algebraisch
integrirbar.
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4.

Es sei a ein endlicher oder ein unendlich grosser Werth von ¢, in dessen
Umgebung das Integral
J = f Qde

eine eindeutige Umkehrung nicht zulasst, und es sei y = «, { = § eine Stelle
der Remannschen Flache (B.), welche auf einem gewissen Wege der Variablen
z fir 2 = a erreicht wird. Wenn durch alle méglichen Umléufe der Variablen
#z der Stelle (2, ) unzihlig viele von einander verschiedene Stellen

(@8, (@, 6%), .-

derselben Fliche zugeordnet wiirden, so gibe es unter diesen auch unzihlig
viele, fiir welche K(v) weder unendlich noch Null wiirde, da K(1) eine alge-
braische Function. In diesen Stellen wiirde sich aber ¢ als Function von 7
verzweigen. Wir dinfen nun voraussetzen*), dass # eine einwerthige Function
von (n,() ist; eine solche Function kann sich aber nur in den Verzweigungs-
punkten der Fliche (B.), also nur in einer endlichen Anzahl von Stellen
dieser Flache verzweigen. Giebt es also Werthe # = ¢, in deren Umgebung
J nicht eindeutig umkehrbar wire, so kénnte der Stelle («,f) durch die Ge-
sammtheit der Substitutionen der zur Gleichung (A.) gehdrigen Gruppe nur
eine endliche Anzahl von Stellen zugeordnet werden, und es wére nach
Satz II., No. 3 die Gleichung (A.) algebraisch integrirbar.

Giebt es solche Werthe a nicht, alsdann ist*¥) 2 eine eindeutige Function
von J, welche entweder rational oder einfach, oder endlich doppelt periodisch
ist. Da # fiir ein gegebenes 7 nur eine endliche Anzahl von Werthen an-
nimmt, so miisste in dem Falle, dass z eine rationale Function von J wiirde,
das Integral

Ty
H= f L
X(n)
eine algebraische Function von 7, und demzufolge # eine algebraische Func-
tion von v sein. — Ist # eine einfach oder doppeltperiodische Function von

#) Acta math,, 8. 837, Satz VIY),
#) BRIOT et BoUQUET im Journal de I'icole Polytechnique, cah. 36, S, 217,

1) Abh, XL, 8. 314, Band IT dieser Ausgabe. R.F.
12%
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479] J, so miissen, damit # fiir ein gegebenes 7 nur eine endliche Anzahl von
Werthen annehme, ganzzahlige Vielfache der Periodicititsmoduln von H mit
Periodicititsmoduln von J ibereinstimmen, und Stellen in der Fliche (B.),
in welchen # unbestimmt wiirde, kénnten nur unter denjenigen Werthen be-
findlich sein, fiir welche K(n) verschwindet. Solche Stellen sind demnach in
der Fliche (B.) nur in endlicher Anzahl vorhanden. Ist aber y =y, (=24
eine Stelle, wo z unbestimmt wird, so muss jede Stelle (y',8’), welche aus
(y,0) durch Transformation vermittelst einer beliebigen Substitution der zur
Gleichung (A.) gehorigen Gruppe hervorgegangen, eine solche sein, fiir welche
z unbestimmt wird. Es miissen daher die durch Transformation vermittelst
der Substitutionen der zur Gleichung (A.) gehorigen Gruppe aus (y,d) hervor-
gegangenen Stellen der Fliche (B.) nur in endlicher Anzahl vorhanden sein,
woraus wieder nach Satz II., No. 3, die algebraische Integrirbarkeit der Glei-
chung (A.) folgen wiirde. — Sind iberhaupt keine Werthe (y,d) vorhanden,
fiir welche das Integral H unendlich wird, dann giebt es auch keine Stelle
in der Flache (B.), in welcher # unbestimmt wird, so dass 2 eine rationale
Function von (1,(), also wiederum Gleichung (A.) algebraisch integrirbar ist.

Hiermit ist der Satz, dass fir #>2 die Gleichung (A.) algebraisch
integrirbar ist, bewiesen.

In der folgenden Nummer wollen wir eine zweite, auf anderen Principien
beruhende Methode angeben, um aus der Gleichung («) die algebraische
Integrirbarkeit der Gleichung (A.) herzuleiten. Obgleich diese zweite Me-
thode bei weitem schneller zum Ziele fiihrt, so haben wir doch geglaubt,
die in den Nummern 1 bis 4 entwickelte Methode nicht unterdriicken zu diirfen,
da die Principien, auf welche sie sich stiitzt, auch weiterer Anwendungen
fahig erscheinen.

5.

Wir wollen der Einfachheit wegen voraussetzen, dass in Gleichung (A.)
p =10 1st. Wenn dieses nicht stattfindet, so kann dasselbe durch die Sub-
stitution y = e HP%y erreicht werden, ohne dass hierdurch die Coefficienten
der Relation zwischen dem Fundamentalsystem v, v,, v,, welches y,,¥,,y, ent-
spricht, von denen der Gleichung (B.) abweichend werden.

Wir haben alsdann

(1) Q8 = 1,
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Bilden wir aus Gleichung (8.) unter Beriicksichtigung von (x) [4s0

ay, d?/x d?lx :
= g ga und setzen diese Werthe sowie den Werth von #, aus (8.) in

die Gleichung (A.), so erhalten wir

@) AED,[ED, (KD, )| + 4, KD, L+ 4,1, = 0,
wo
1
4= = g,
0”@
(3') -A-z: 2T-‘W+Q1

4, = 094 0"+ 18,

wenn wir die Ableitungen von © nach z mit oberen Indices, und die Ab-
leitungen von K und L nach y mit dem Zeichen D, angeben.

Es konnen zwei Fille eintreten:

I. Entweder wird die Gleichung (2.) nicht identisch fiir die unab-
hingigen Variablen z, y erfillt; dann ist durch diese Gleichung eine
Abhingigkeit zwischen diesen Variablen gegeben, und da diese Abhingigkeit
eine algebraische ist, so folgt, dass die Gleichung (A.) algebraisch integrir-
bar ist.

II. Es konnte aber auch die Gleichung (2.) fiir die unabhingigen Varia-
blen z, 7 identisch erfiillt sein. Dann sind aber auch diejenigen Gleichungen,
welche aus (2.) durch Differentiation nach einer dieser Variablen erhalten
werden, in demselben Sinne identisch erfillt.

Dividiren wir demnach die Gleichung (2.) durch 4, und differentiiren
alsdann zweimal nach #, so wird identisch fiir 2 und 4

D, (A)KD L+D(A)L =,
“ D’(A’)KD L+D’( )L = 0;
demnach ist entweder

= VY

NES

A
(5‘) Tz =7

0 0

wo 7y, 7, von z unabhingig, oder es ist die Determinante der Functionen
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D,(%), D,(5) gleich Null, d. h.%

4, 0
2(4)=n(2)

481] wo % von z unabhiingig, und gemdss der ersten der Gleichungen (4.)
(6a.) KD,L = —iL

Multipliciren wir die Gleichung (6a.) mit Q und beriicksichtigen die Glei-
chung (x.), so folgt

) nL=-2,
woraus sich ergiebt
i
(8.) L = ¢ 9
und nach Gleichung (8.)
dz
N
(834.) Y, = 9(3 f 9 .

Im Falle, dass die Gleichungen (5.) erfillt sind, folgt aus (2.)
9) ED,[ED(KD, L)} + 7, KD, L +,L = 0.
Nach Gleichung («.) und nach Gleichung (1.) ist (9.) gleichbedeutend mit
(9a) 0D,[0D,(0D, 1)) +7,0D,L +5,L = 0.
Dieselbe wird befriedigt durch
1 jﬂ
(10.) L=¢" " s

wo 4 eine Constante ist, welche durch die Gleichung
(11.) Ptyhty,=0

bestimmt wird.

Wenn wir in (9a.)
Y
L= 9

substituiren, so erhalten wir fir y,

*) BorcHARDTs Journal, Bd. 66, S, 1281).

1) Abh. VI, 8. 167, Band I dieser Ausgabs, R.F.
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d*y, 62 0"y 1dy,
(12) e e

0 oY 8 8y,
R T

Aus den Gleichungen (5.) folgt aber:

02 @82
(13) ~2 g gt =0,
9(3) 8' 8(2) e'B 9' ?2 .
(1) et e hete T

Demnach ist Gleichung (12.) gleichbedeutend mit Gleichung (A.) fiir

y =1y, also wird die Gleichung (A.) befriedigt durch
_fiﬁ [482

(15 p="0" ",
wo A eine Wurzel der Gleichung (11.).

Aus den Gleichungen (8a.) und (15.) ergeben sich Integrale der Glei-
chung (A.), deren Zweige bis anf constante Factoren, von endlicher Anzahl
sind, und wir kénnten hieraus unmittelbar nach dem Satze in No. 2 folgern,
dass Gleichung (A.) algebraisch integrirbar sei. Wir konnen aber dieses hier
anch direct nachweisen.

Zunichst ergiebt sich fiir den Fall der Gleichung (6.) aus dieser Gleichung

9(3) 9r 1 @(2) 912
-~ (2
: |

(16) 5 HlE T =5 T‘W”]Jr%’
wo u eine neue Constante. Aus derselben ziehen wir den Schluss, dass ©
eine rationale Function, und dass daher die Gleichung (8a.) ein Integral der
Gleichung (A.) liefert, dessen logarithmische Ableitung rational, was mit der
vorausgesetzten Iireductibilitit der Gleichung (A.) unvertriglich ist.

Im Falle der Gleichungen (5.) ergeben die Gleichungen (13.), (14.), wenn
7,, 7, beide von Null verschieden sind, dass © eine rationale Function von
und die Gleichung (15.) liefert wiederum ein Integral der Gleichung (A.),
dessen logarithmische Ableitung rational.

Die Grosse p, kann nicht verschwinden, da sonst die Gleichung (A.)
durch 0, d. h. durch die Wwzel einer rationalen Function befriedigt wiirde.
Es konnte aber y, = 0 sein. Alsdann hat die Gleichung (A.) die Integrale



96 UBER ALGEBRAISCH INTEGRIRBARE LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN.

dz 16 dz ]
'—6— H e Ae ‘F’
(17') Yy = Be y Y= Oe y Y= Be )
wo 4 der Gleichung
(11a,) Biy, =0

geniigt, und wo ¢ eine primitive dritte Wurzel der Einheit bedeutet. Die
drei Integrale y,,9,, y, bilden ein Fundamentalsystem.
Aus der zweiten der Gleichungen (5.) oder aus

4, = 7,4,
folgt
6(3) ®' . 72
(18) T Hgtr=g
Demnach ist ©° eine rationale Function, woraus sich ergiebt, dass die
Integrale y,, 9,, y, fiir alle Umldufe der Variablen #, bis auf constante Factoren,
sich nur unter einander vertauschen. In der That ist auch
(19 Y4y = 8%

483] Wir sind also wieder auf die Gleichung (12a.) No. 2 gekommen, wenn
wir § = 0° setzen. Sei
Y @

(20’) ul=—e_+@) uz—T‘F—G‘)
0 -ist nach Gleichung (14a.) No. 2
__ dlog®’
(e1) Uyt = —2—
Hieraus folgt
(22) ,1(1;)’5) =0,

also 4 = 0, d. h. nach Gleichung (11a.), y, = 0, was nicht méglich ist.

Demnach ist der oben mit II. bezeichnete Fall, dass die Gleichung (2.)
identisch fiir die unabhingigen Variablen #, 7 erfilllt sei, mit den iiber Glei-
chung (A.) gemachten Voraussetzungen unvertriglich. Es ist demnach nur
der mit I. bezeichnete Fall zulissig, d. h. die Gleichung (A.) ist alge-
braisch integrirbar.



ANMERKUNG.

Anderungen gegen das Original:
S. 89, Zeile 10 wurde sund sind« vor ey hinzugefiigt,
in GL (3,) wurde 7 statt I gesetat,
s 10 v. u. »bildenc statt »ist,
, 90, , 12 wurde »entstehenc hinzugefiigt,
s 92, , 17 wurde »ist« am Ende hinzugefiigt,
s 94, , 1 wurde »gleich Null« vor d.h. hinzugefiigt.

¥uohs, mathem, Werke, IIL
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LVIL.

BEMERKUNG
ZU VORSTEHENDER ABHANDLUNG DES HERRN HEFFTER ZUR
THEORIE DER LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGENY).

(Journal fiir die reme und angewandte Mathematik, Bd. 106, 1890, S. 283—284.)

Es sei g,(x) eine ganze rationale Function des m* Grades, g,(2) eine [283
solche, deren Grad nicht grbsser als m—zx, und es seien die Integrale der
Gleichung

(o) 9@ Y™+ 0,@y" "+ + g, @)y = 0

reguldr, so beweist Herr Herrrer (S. 275) den Satz, dass die Gleichung («.)
durch eine ganze rationale Function vom Grade » befriedigt wird, wenn die
7u & = oo gehdrige determinirende Fundamentalgleichung die negative ganz-
zahlige Wurzel —r besitzt, und wenn zu derselben wenigstens ein von Loga-
rithmen freies Glied gehort.

Wir wollen voraussetzen, dass die von # unabhéngige Grosse g, von Null
verschieden ist. Differentiiren wir die Gleichung (e.) 2-mal, so erhalten wir

(p) !]o(x) 4 ‘m+h) + hh (x) y(m+1-1) ot hlm(w) ,!/(7.) =0,

wo h, () eine ganze rationale Function hdchstens vom Grade m—x bedeutet;
inshesondere ist

(7') hlm(x) = Gnt J’xg;n—x + '12 g;zz)—z toeet lmggm)i

1) L. Hoffter, Uber Recursionsformeln dor Intograle linearer homogener Differontialgleiohungsn ; Journal fir dio reine und ange-
wandte Mathematik, Bd. 106, S, 269—282. R.F.

13*
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. . . y 3
wo 4, der «* Binomialcoefficient von 4 und g = gxf )

eine von z unabhingige
Grosse.

Der Ausdruck k,, wird iibereinstimmend mit der linken Seite der zu

% = co gehorigen determinirenden Fundamentalgleichung, wenn wir 2 = —s
setzen und s als Unbekannte dieser Gleichung betrachten. Daher ist s, = 0
fix 2 = +7, wenn diese Gleichung die negative ganzzahlige Wurzel s = —r
besitzt, und umgekehrt, wenn k=0 fir 2 =7, so hat die zu 2 = oo ge-
horige determinirende Gleichung die Wurzel —».
284] Ist daher —r diejenige negative ganzzahlige Wurzel dieser Gleichung,
welche den absolut kleinsten Werth besitzt, so ist 2, = 0 fir 2 =, aber
nicht Null fir 4 <». Dann aber ist die Gleichung (8.) fix 4 =7 diejenige
Gleichung, welcher die »*** Ableitungen der Integrale der Gleichung
(¢), und nur diese geniigen*). Da nun, wenn k= 0, die Gleichung (8.)
fir 2 =7 durch y” = C befriedigt wird, wo C eine von Null verschiedene
Constante, so folgt, dass der Gleichung («.) durch eine ganze rationale Function
des Grades r geniigt werden kann. Wir erhalten also den Satz:

Besitzt die zu # = o gehorige determinirende Fundamental-
gleichung ganzzahlige negative Wurzeln, und ist —» diejenige
unter ihnen, deren absoluter Betrag r den kleinsten Werth hat,
so hat die Gleichung(«) eine ganze rationale Function »*® Grades
als Integral.

Dieser Satz enthélt eine Ergéinzung des erwdhnten Theorems des Herrn
HEFFTER.

Fiir die Differentialgleichung der Gaussschen Reihe

(') @ =)y —{y—(e+p+1)2]y +afy = 0
geht die Gleichung (B.) iiber in
(B) (@—=2)y**—[y+i—(etp+22+ )]y + @A+ 0)@+p)y" = 0.

Die Wurzeln der zu 2 = co gehorigen determinirenden Gleichung, welche
fir Gleichung (o) gebildet ist, lauten in diesem Falle o, f. Wenn nun e

*) Siehe dieses Journal, Bd. 68, S. 8841).

1) Abh. VII, 8. 288, Band X dieser Ansgabe. R.F.
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eine negative ganze Zahl, p entweder nicht eine negative ganze Zahl oder
doch nur eine solche, deren absoluter Betrag nicht kleiner als der absolute
Betrag von e, so ist fiir 4 <—a der Coefficient von y® in Gleichung (f'.) von
Null verschieden; er verschwindet erst fir 4 = —e, so dass Gleichung (¢')
durch eine ganze rationale Function des Grades —« befriedigt wird. Ist auch
B eine negative ganze Zahl, aber p = a—x, wo z eine positive ganze Zahl,
so geniigt der Gleichung (g'), d. h. jetzt der Gleichung

(ﬁ(z)') (xz__x) y(—am_ [y—a— (ﬁ—a-l- 1)x] Yo = 0

dann und nur dann eine ganze rationale Function, wenn y gleich einer der
Zahlen p+1,B+2,...,f+x% Der Grad derselben ist x—1, woraus sich dann
ergiebt, dass die Gleichung (¢') durch eine ganze rationale Function des
Grades —a+x = —f befriedigt wird. Diese Resultate stimmen mit denen des
Herrn Herrrer in No. IV seiner Arbeit iiberein.



ANMERKUNG.

Zu dem auf 8. 98 ausgesprochenen Satze, der als »eine Erginzung des erwihnten Theorems des
Herrn HErrrER« bezeichnet wird, ist zu bemerken, dass diese Erginzung schon von Herrn HEFrrER selbst
in der citirten Arbeit (S. 276, Satz II) gegeben worden ist. R. T
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UBER EINE ABBILDUNG DURCH EINE RATIONALE FUNCTION.
(Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 108, 1891, S. 181—192.)

Im 75. Bande S. 177 und im 106. Bande S. 1 dieses Journals?) be- [i8:
trachtete ich eine Function

(o) 2= TWw) = —25-1(?0—),

wo f(w), g(w) ganze rationale Functionen und £(0), ¢(0) von Null verschieden
sind. Es werden in der w-Ebene die um den Nullpunkt beschriebenen con-
centrischen Kreise betrachtet, welche die Eigenschaft besitzen, dass jedem
einem Punkte w des Kreisinnern zugehorigen Werthe 2, innerhalb desselben
Gebietes, nur ein einziger Werth w entspricht. Unter diesen Kreisen wird
derjenige mit dem grossten Radius der Grenzkreis genannt. An den be-
reichneten Stellen habe ich den folgenden Satz bewiesen: Der Radius des
Grenzkreises wird durch den Modul derjenigen Wurzel der Gleichung

(8.) F'iw) = 0
bestimmt, wo F'(w) die Ableitung von F(w) bedeutet, welche unter allen
Wurzeln derselben den kleinsten Modul besitzt, oder falls

(7‘) 4)(10,101) = F_(w‘)—_EOL) =0

W, —w
und
@) wF'(w) +w, F'(w,) = 0

Lésungen (w,w,) besitzen, fir welche die Moduln von w, w, einander gleich

1) Abh. X1V, 8. 361 ff., Band I dieser Ausgabe und Abh. LV, 8,75 f. dirses Bandes. R.F.
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sind, und falls zu gleicher Zeit der kleinste dieser Moduln kleiner als die
Moduln der Wurzeln der Gleichung (B.) ist, so giebt derselbe den Radius
des Grenzkreises an. — Dieser Satz ldsst sich kiirzer folgendermassen aus-

driicken: Setzen wir
9
ow
Pw,w,) = —;—
0w, “y

—
fel
N

182] und suchen unter den gemeinschaftlichen Losungen der beiden Gleichungen
(.) und

(%) Plw,w) =1
diejenigen aus, fiir welche die Moduln von w und w, einander gleich werden,
s0 bestimmt der kleinste unter diesen Moduln den Radius des Grenzkreises. —

In einem Aufsatze®) hat Herr Nexrassorr in Moskau sich bemiiht, nach-
zuweisen, dass der eben erwihnte Satz nicht richtig sei. Der Verfasser dieses
Aufsatzes zeigt besonders durch den Schluss der No. 3 desselben, dass er den
in diesem Journal, Bd. 106, S. 2—37) von mir gegebenen Beweis nicht ver-
standen hat. Es erscheint daher nicht Gberfliissig, im Folgenden durch eine
Erlduterung meine dortigen Schliisse dem Verstindnisse ndher zu riicken.

Bei dieser Gelegenheit erlaube ich mir, hier einen Beweis desselben Satzes
zu geben, welcher auf anderen Principien begriindet ist, und an und fiir sich
nicht ohne Interesse zu sein scheint.

Fiir die Zwecke meiner Untersuchungen in der Arbeit dieses Journals,
Bd. 75, Abth. I, No. 5—10%) moge im Folgenden noch angegeben werden, wie
anch in dem Falle, dass der Radius des Grenzkreises durch Vermittelung der
Gleichung (3.) zu bestimmen ist, die Grisse desselben den dortigen An-
forderungen gemiss eingerichtet werden kann.

L

Im Anschlusse an die Bezeichnungen meiner oben genannten Arbeiten
seien w = w", w, = w' zwei auf dem Grenzkreise K einander entsprechende

*) Mathematische Annalen, Bd. 38, S. 82,

1) Abh. LY, S. 76—78 dieses Bandes. R.F.
2) Abh, XIV, 8. 370—878, Band I dieser Ausgabe. R.F,
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Punkte. Bewegt sich w auf der Peripherie von K, so moge w, die Curven
€,GC,C,... durchlaufen. Geht w lings K durch den Punkt w = w" hin-
durch, so wird w, langs einer der Curven € durch den Punkt w, = w’ hin-
durchgehen, welche K daselbst berithrt. Es moge diese Curve € sein. —
Fs handelt sich namlich (siche Bd. 75, S. 1817) um den Fall, dass P(w", w’)
real und endlich ist, in welchem Falle %‘— = 0 (siehe daselbst Gleichung (2.),
S.180%) und P(w", w’)+%‘;i = 0, woraus sich ergiebt, dass die Tangente [8;
der Curve €, in w' mit dem Radiusvector einen rechten Winkel bildet. Wegen
der Symmetrie der Gleichung (y.) in Bezug auf w und w, muss, wenn w auf
der Peripherie von K sich bewegend durch w = ' hindurchgeht, w lings
einer der Curven € durch w, = w" hindurchgehen, welche K daselbst berihrt.
Dieses moge die Curve €, sein. Es kann selbstverstandlich €, mit € iber-
einstimmen. — Beschreiben wir um w = w" einen Kreis & von hinldnglicher
Kleinheit, so wird diejenige Wurzel w, der Gleichung (y.), welche fir w = w”
den Werth w' annimmt, um den Punkt w, = »' herum eine geschlossene
Fliche & erfilllen, von der Art, dass die Punkte von & und & sich gegen-
seitig eindeutig entsprechen, wenn wir voraussetzen, dass J'(w') und I"(w")
von Null verschieden sind. Bezeichnen wir die Bogen der Curven €, €,
welche in &, & hineinfallen und respective w', w" enthalten, mit B, B,, so
werden demnach von den Punkten der Fliche &, die ausserhalb K sich be-
finden, diejenigen, welche Punkten von & innerhalb K entsprechen, simmt-
lich auf der einen Seite f, von B, liegen, wihrend dic fibrigen auf der
anderen Seite 8, sich befinden. Ebenso werden von den Punkten der Fliche
&, die ausserhalb K sich befinden, digjenigen, welche Punkten von & innex-
halb K euntsprechen, simmtlich auf der einen Seite 8, von B, liegen, wéhrend
die iibrigen auf der anderen Seite g, von B, sich befinden. Die beiden Seiten
B, und g, unterscheiden sich dadurch, dass man in der einen nach allen mog-
lichen Richtungen dem w" unendlich benachbarte Punkte angeben kann,
wihrend die dem w" unendlich benachbarten Punkte der anderen Seite von
B, auf der im Punkte w" an die Curve €, und den Kreis K gelegten Tan-
gente sich befinden miissen. In gleicher Weise unterscheiden sich die beiden
Seiten g, und §, von B, indem nimlich auf der einen Seite nach allen még-

1) §. 865, Band X dieser Ausgabe. R.F.
?2) Ebenda §. 365, R.F.

Fuchs, mathem, Werke, IIL 14
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lichen Richtungen, auf der anderen nur in der Richtung der Tangente an €
und K, dem w' unendlich benachbaite Punkte gefunden werden konnen. Da
von den Punkten w von g, nach allen méglichen Richtungen zu w” unendlich
benachbaite' gehdren miissen, welche Purkten w, innerhalb & und K ent-
sprechen, so sind es die Punkte w auf g, zu welchen nur in der Richtung
der Tangente von K dem w” unendlich benachbarte Punkte gehoren, die ihre
entsprechenden innerhalb & wund ausserhalb K besitzen. Aus demselben
Grande haben auch die Punkte w, auf g nur in der Richtung der Tangente,
zu w, unendlich benachbarte Punkte, welche innerhalb & und ausserhalb K
184] entsprechende Punkte w besitzen. Ist daher R der Radius des Grenz-
kreises K, r = R+ dr der Radius des unendlich benachbarten grosseren Kreises
K', und sind w=w, w, =w, zusammengehdrige auf K' gelegene Punkte,
welche respective w = ", w, = w' unendlich benachbart sind, so muss w avf
der Seite §,, w, auf der Seite g sich befinden, d. h. es miissen die Punkte w
und w, der Peripherie K' respective auf den Tangenten in »” und w’ der
Peripherie K gelegen sein. Ilieraus folgt die Gleichung (4.) No. 1 der oben
citirten Arbeit in Bd. 1067)

(L) do, = *dg.
Da
dlogw,
Plw,w) = — dloggw

fir alle Richtungen von dw und die entsprechenden dw, einen unabanderlichen
Werth hat, wenn F'(w) und F"(w,) weder Null noch Unendlich werden, so
ergiebt die Gleichung

dlog w,
dlogw ar

Oy,

+R or’

dass dle reale endliche Grosse P(w,w,) in w = w" positiv ist. Es ist nim-
lich & negatlv wie es der Begriff des Grenzkreises exfordert. Die Gleichung

dlogw, _19L+6i
dlogw =~ R d¢ ' d¢
zeigt alsdann, dass 3%t fiir w = w” negativ ist. Da fir L
de 39
9 _ Ao
g  d¢’

1) Abh, LV, 8. 77 dieses Lundes. R. .
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so folgt aus Gleichung (4.)

In meiner Arbeit Bd. 75, S. 181—182") ist nachgewiesen, dass fir » > R bis
zu einer gewissen Grenze ein Continuum von Kreisen K, existirt, auf deren
Peripherien zusammengehorige Werthe w, w, liegen, wenn nicht eine der mit
K zusammengehtiigen Curven € in ihrer ganzen Ausdehnung auf K falit.
Da von diesem Satz auch in Bd. 106%) Gebrauch gemacht ist, so mége derselbe
hier noch mit einigen Worten erldutert werden. Aus der gemachten Voraus-
setzung ergiebt sich, dass erst, wenn »—R einen endlichen Betrag erreicht
hat, eine der mit K, zusammengehdrigen Curven €, ganz innerhalb K [
befindlich sein kann. Es konnen aber auch nicht simmtliche Curven €,
ausserhalb K verlaufen. Denn wenn w von w" ausgehend die Peripherie K
in w=w trifft, so wird w_von w’ ausgehend in cinem Punkte w, = w, an-
langen, der entweder auf der Peripherie K oder ausserhalb oder innerhalb
derselben gelegen ist. Liegt w, im Innern, so entspricht demnach einem
Punkte % der Peripherie K, ein innerer Punkt . Liegt w, im Ausseren
von K, so hat w, die Peripherie K bereits in einem Punkte w, = tv, iiber-
schritten, wéhrend w noch in einem Punkte w = tv des Innern sich befand.
Der Symmetrie der Gleichung (y.) wegen wiirde also in diesen beiden Fillen
folgen, dass nicht simmtliche Curven € ausserhalb K verlaufen lkdnnen.
Es muss demnach die Peripherie K, innerhalb des genannten Bereiches von
r unter allen Umstdnden von einer der mit derselben zusammengehérigen
Curven €, getroffen werden.

IL.

Wir gehen nunmehr dazu iiber, einen einfacheren Beweis des in der
Einleitung bezeichneten Satzes zu geben, welcher zugleich eine tiefere Ein-
sicht in die algebraische Natur des hier behandelten Problems gewaht.

Wir setzen in der Gleichung

(1‘) q’(lv’wl) = 07

[ [
w=re?, w, =re™

1) Abh, XIV, 8. 365—367, Band I dieser Ausgabe. R.F.
2) Abh. LV, 8, 75 ff, dieses Bandes. R.F.

14*
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wo 7,7, die Moduln, ¢, ¢ die Argumente von w, w, bedeuten. Auf der
Peripherie jedes mit dem Radius » um den Nullpunkt beschriebenen Kreises
K, suchen wir diejenigen Stellen auf, fiir welche

2) —l=0

Aus (1.) ergiebt sich, wenn 7 constant und ¢ verénderlich angenommen wird,
in der Bezeichnung der Gleichung (z.),

1odr, . do
(3.) P(w,w,)—;l-g?—z+%— s

Es giebt nur eine endliche Anzahl von Kreisen K, auf deren Peripherie
P(w,w,) unendlich wird. Demnach folgt aus Gleichung (3.), dass —‘[%‘ langs
der Peripheric K, im Allgemeinen eine stetige Function von ¢ ist, und da
186] 7, langs K, Maximal- und Minimalwerthe annimmt, so folgt, dass im All-
gemeinen auf jedem Kreise K Stellen vorhanden sind, welchen Wurzeln der
Gleichung (2.) zugehéren. Wir bezeichnen diese Stellen mit m,, m, m, ....
Die Gleichung (3.) ergiebt, dass in allen diesen Stellen P(w, w,) reale Werthe
erhilt. Aus derselben Gleichung folgt umgekehrt, dass, wenn P(w,w ) in
einem Punkte der Peripherie K, real und endlich ist, dieser Punkt zu den
Stellen wm,, m , m., ... gehort.

Bezeichnen wir daher mit ¢ (w,w,) diejenige Function von w, w, , welche
aus §(w,w,) hervorgeht, wenn die Coefficienten der letzteren durch ihre con-
jugirten Werthe ersetzt werden, und mit w',w’ die conjugirten Werthe resp.
von w und w,, so folgt aus den eben gemachten Schliissen, dass die Werthe
von #,, @, @, welche den Stellen m_, m,m, ... entsprechen, durch die Glei-
chung (1.) und die Gleichungen

(12, b0, w) = 0
und
(4') P(wrwx) = P,('M)’, w;)

bestimmt werden, wenn wir unter P (w,w ) diejenige Function verstehen,
welche aus P(w,w,) dadurch hervorgeht, dass die Coefficienten der letzteren
durch ihre conjugirten Werthe ersetzt werden. Es ergeben sich hiernach

K] ) . . ) .
r,e™, e als algebraische Functionen von r. Hierdurch wird anch P(w,w )
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eine bestimmte algebraische Function von 7. Eliminiren wir zwischen den
Gleichungen (1.), (1a.) und (4.) ¢*, ™', so ethalten wir zwischen r,7, die
algebraische Gleichung

(5. G(r,r,) = 0.

Wenn wir fiir jeden Kreis K, mit dem Radius », diejenigen Stellen auf-
suchen, fiir welche % =0, so wird aus demselben Grunde
V1

o
o
0y
6—w w

daselbst real; das heisst aber nichts anderes, als dass P(w,w,) real wird.
Es werden also die Werthe von r, ¥, e(‘D‘l, welche den Stellen auf KT1 ent-
sprechen, wo T wird, aus denselben Gleichungen (1.), (1a.) und (4.) zu

d

bestimmen sein. Das Eliminationsresultat von ¥, ¢**" aus diesen Gleichungen
ist also wiederum die Gleichung (5.). Es haben aber » und r jetst ihre
Rollen vertauscht; hieraus folgt:

Die Gleichung (5.) ist in Bezug auf » und r symmetrisch.

IIL. [x87

Die auf den verschiedenen Kreisen K gelegenen Punkte m ,m, m, ...

bilden ein System von Curven, welches wir mit I' bezeichnen wollen. Schreiten
wir lings einer dieser Curven fort, so folgt aus der Gleichung

-d?) Ldr e
r, dr dr

1
(1.) P(w,w,)(;—+zd—r
(welche durch Differentiation aus Gleichung (1.) voriger Nummer hervorgeht),
weil P(w,w,) real ist, dass

o r dry
2.) Plw,w,) = =
Hierbei ist der Werth von dd'—:} aus der Gleichung
0G  0G dr,
(3. s +6T‘ - = 0

zu bestimmen.
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Es folgt hieraus zundchst, dass G(r,r) nicht durch eine Potenz
von r —r theilbar sein darf.

Ist ndmlich w=p, ein solcher Punkt der Peripheric K des Kreis-
continuums, von welchem in No. I die Rede war, zu dem ein auf derselben
Peripheric gelcgener Punkt w, = ¢, gehdrt, so wiirde die Voraussetzung, dass
G(r,r) durch eine Potenz von »—r theilbar sei, zur Folge haben, dass die
stetige Reihe der Punkte p, eine Curve A bildete, welche zu den Curven des
Systems I' gehérte und fiir welche d% = 1 wire. Nach Gleichung (2.) miisste
dann P(w,w,) fir alle Werthe w der Curve A, also nach einem bekannten
Satze iiberhaupt in der ganzen w-Ebene gleich der negativen Ein-
heit sein. Es wire also

0

oY
W% + u =0,

was zur Folge hatte, dass ¢(w,w,) durch einen Linearfactor w,—cw mit con-
stantem ¢ theilbar wire. Dieses ist aber nicht méglich, weil ¢(w,w,) nicht
filr w = 0, w, = 0 verschwindet.

Setzen wir daher in Gleichung (5.) voriger Nummer r =, so erhalten
wir eine wohlbestimmte algebraische Gleichung

(4:.) H(’r") = 0.

Ist 7 gleich einer realen Wurzel dieser Gleichung, so fallen die Punkte w,
welche den Stellen m, m, m’, ... auf der Peripherie K zugehoren, theilweise
oder ganz auf dieselbe Peripherie.

188] Der Radius des Grenzkreises ist daher mit der kleinsten realen
Wurzel der Gleichung (4.) iibereinstimmend.

Ist » =a cine reale Wurzel der Gleichung (4.) und w = p eine der-
jenigen Stellen m,,m/, m, ..., denen auf der Peripherie K, Werthe w, zu-
gehdren, und setzen wir zunachst voraus, dass nlcht und aG fir r=r =a
verschwinden, so folgt aus den Gleichungen (2.) und (% ), dass P(w,wl) in
u gleich der positiven Einheit ist.

Ist a = R der Radius des Grenzkreises, so bleibt dieses auch bestchen,
wenn %?, BG fir r = r, = R verschwinden wiirden. Es ist ndmlich in diesem
Falle, wenn H'(7) die Ableitung von H(r) bedeutet, wegen der Symmetrie

von G (r,7,) in Bezug auf  und r, auch H'(R) = 0. Ist A die Discriminante
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von H(r), so miisste demnach A verschwinden. Die Discriminante A ist eine
ganze rationale Function der realen und imagindren Bestandtheile von Coeffi-
cienten der Function F'(w). Es sei A einer dieser Coefficienten. Ferner sei
F (w) diejenige Function, in welche IF(w) iibergeht, wenn wir A4 durch
A4, = A+e ersetzen, wihrend wir die iibrigen Coefficienten beibehalten; end-
lich sei H (r) aus F (w) ebenso hergeleitet wie H(r) aus F(w). Wir wollen
¢ real nehmen, wenn in A der reale Theil von A4 auftritt, und rein imaginér,
wenn nur der imagindre Theil von A4 in A enthalten ist. Alsdann wird die
Discriminante A von H (r) ausser fir ¢ = 0 erst fiir einen Werth von e ver-
schwinden, dessen absoluter Betrag eine gewisse Grenze g iiberschreitet.

Fiir diec Werthe von ¢ innerhalb dieses Bereiches sind aber der Radius
des Grenzkreises, sowic die zusammengehdrigen Stellen w, w auf seiner Peri-
pherie stetige Functionen von e. Demnach ist auch P(w,w,) fiir dasselbe
Werthenpaar w, w, eine stetige Function von ¢, so lange mods <y, bis e = 0
einschliesslich (wenn nicht auf dem zu IF(w) gehdrigen Grenzkreise F'(w) Null
oder Unendlich wird). Da nun diese algebraische Function P(w,w,) in dem
ganzen Bereich 0 <modes<g den Werth Eins hat, so muss auch fiir ¢ = 0
derselbe Werth erhalten werden.

Iv.
Die Gleichung (4.) voriger Nummer kann auch als das Resultat der Eli-
v e 91wyl .
mination von e’ , e’ aus den Gleichungen
(1) '1"(76('”: “”%i) =0, |.189
) wlhe™ e = o,
(3) Plre® re?) = Plre™ % re ") = 0

erhalten werden (siche No.1(), und es ist » = R, der Radius des Grenz-
kreises, die kleinste reale Wurzel der Gleichung (4.) voriger Nummer.

Die Gleichungen (1.), (2.), (3.) konnen auch erhalten werden, wenn wir
den realen und imagindren Theil von {(w,w,) und den imagindren Theil von
P(w,w,) gleich Null setzen. Unser in der Einleitung erwéhnter Satz besagt
daher:

Wenn r = R der kleinste reale Werth ist, fir welchen diese
drei Gleichungen reale Lésungen ¢ = 9", ¢ = ¢’ zulassen, so ist
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von selbst der reale Theil von
P(Re?", Rew)

bestimmt. Er erhdlt ndmlich den Werth Eins¥).

V.

Im 75. Bande dieses Journals, Abth. I, No. 5—10")) habe ich folgende
Anufgabe behandelt.

Es seien ¢, 2,,...,2,,, in der Ebene der complexen Variabeln z willkiir-

S0 Y
lich gegebene Punkte, e, e, ...,«,,, m+1 verschiedene ganzzahlige Wurzeln

der Einheit, welche durch eine Gleichung

(1.) w'—1 =10
bestimmt werden, wo n=>m+1. — FEs soll die rationale Function
(2.) Z = F(ll))

(von der Gestalt der Gleichung («.) in der Einleitung) so gewahlt werden,
dass w = o, werde fiir 2 =2,, und dass der Radius des zu F(w) gehtrigen
Grenzkreises grosser als Eins werde. —

Wir haben daselbst diese Bestimmung durchgefiihit unter der Voraus-
setzung, dass der kleinste Modul der Wurzeln der Gleichung F'(w) =0
190] den Radius des Gremzkreises liefert. Wir wollen hier dasselbe fiir den
Fall thun, dass dieser Radius vermittelst der Gleichungen

U(w, w,) = 0
und
F'(wyw+ F'(w)w, = 0
erhalten wird.
Sei wie in Bd. 75, S. 186%), Gleichung (2.)

*) Hierdurch 16st sich des Paradoxon des Herrn NEXRASSONF in No, 3 seiner Arbeit von selbst, da
seine Gleichvmg £(a) =0 eine Identitat darstellt. Aus dem Obigen erkennt mon auch unmittelbar, warum
in No. 4 seines Aufsatzes Herr NEkrassorr mit der blossen Gleichung %2—‘ = 0 nicht zu mejnen Re-
sultaten gelangen konnte.

1) Abh, X1V, 8. 370—878, Band I dieser Amsgabe. R. I,
2) Ehendn 8.371. B.F,
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®) o) = Sgrras i),
f(w) = ('ll/ _al) XXl (w - amﬂ)’
At = 1L
Wir setzen nunmehr
SO
_}v_n.:.l_____, == h(w)
w(dw"+ B)
und
(4) 2 = F(w) = g(w)+ah(w),

wo a, A, B noch verfigbare Constanten bedeuten, von denen jedoch 4, B
real sein mogen. Ist der Radius des zu g(w) gehorigen Grenzkreises grosser
als Eins, so sei a = 0.

Im entgegengesetzten Falle wollen wir beweisen, dass wir a
so wihlen konnen, dass fiir die Function F(w) in Gleichung (4.
diese Bedingung exrfiillt ist.

Die Gleichung

F(w,) = F(w)

geht fiir a = oo iiber in

(5.) h(w)—nhw) = 0;
hieraus folgt:

(6) w, _ wi—1 Aw"+B
' w ~ w'—1 Au?+ B

Befinden sich w und w, aof der Peripherie desselben uwm w =0 be-

schriebenen Kreises, ist also w = re®’, w, = re™, so folgt:
w
mod - = 1,
w
woraus sich ergiebt
(1) [emglz_l_e—ngolz_(encpz_}_e—ncpz)] (A-By = 0.
Sind 4, B von einander verschieden, so erfordert diese Gleichung, dass [191

8) ewp,i — ewpi

Fuchs, mathem. Werke. TIL 15
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oder
(8a.) P
Aus der Gleichung
F'w)w+ F'(w,)w, = 0
folgt fiir @ = oo

9 —Aw’"+[(n—i)B+(n+1)A]w"+B+—Awf"+[(n—1)B+(n+1)A]w,"+b' _
®.) w(dw'+ By w.(Aw'+ By =

0.

Im Falle (8.) wire fiir die gemeinschaftlichen Lisungen von (5.) und (9.)

w" = wy,
das heisst
(10.) —Aw"+[n—1)B+ (n+1)AJw"+ B =0
oder
(10a.) Aw"+B =0
oder
(10b.) 4=,

1

Wenn wir « als ungerade Zahl wihlen, so ist (10b.) auszuschliessen. —
Es sei

B w41
(1) 4T T w-17

so liefern (10.) und (10a.) nur Werthe von w, deren Modul grosser als Eins
ist. Die Gleichung (10.) stimmt {brigens mit der Gleichung
B(w) =0
iiberein.
Die Gleichung (9.) kann vermittelst (5.) auch in die Form

: gy —  —@=Duntl —=Duw"+n+1
(93») I((W 1201) == (wn_ 1)(('”/_1)10"-1-%-*- 1) 4 (w:’—l)((n-l)w:‘+n+ 1)

=0
gesetzt werden.
Sei a = a+ i, so folgt aus
wF'(w) + w F'(w,) = 0:

. Jwwtg(w)w,
(12') et pi = K(w", wln)
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Setzen wir voraus, dass von den Grossen «, § die eine unendlich gross
werde, wihrend die andere endlich bleibt, und nehmen wir an, dass die [192
Gleichung (8a.) statt habe. Alsdann miissten auf dem Grenzkreise von F(w)
fir diesen Werth von a zwei Werthe w, w, sich befinden, von der Beschaffen-
heit, dass
K", w}) =0

und dass ", w" conjugirte Werthe sind. Da K(w",w) reale Coefficienten
hat und in Bezug auf die Argumente w", w! symmetrisch ist, so wiirde der
conjugirte Werth von K(w",w?) fir dasselbe Werthenpaar verschwinden. Aus
Gleichung (12.) ergiebt sich demnach, dass auch

g1 (w") w' 4 gi(w}) w]
K(w™, w™) !

o—pfi =

wo g,(w) aus g(w) erhalten wird, wenn in letsterer Function die Coefficienten
durch ihre conjugirten Werthe ersetzt werden, fiir dasselbe Werthenpaar
unendlich wird. Es miissten demnach « und B fiir dasselbe Werthenpaar
gleichzeitig unendlich werden, gegen die Voraussetzung. Wenn demnach
a=a+fi so gewdhlt wird, dass der absolute Werth nur einer der beiden
Grossen « und § eine gewisse Grenze iiberschreitet, die andere aber einen
beliebig gewdhlten endlichen Werth hat, so kann der Fall (8a.) nicht ein-
treten. Der Radius des Grenzkreises von F(w) ist daher alsdann
grosser als Eins. Die néhere Bestimmung von e erfolgt auf analoge
Weise wie die der entsprechenden Grésse a in meiner Arbeit Bd. 75, Abth. I,
No. 6—101).

1) Abh, X1V, 8. 372378, Band I dieser Ausgabe. R.F.
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ANMERKUNGEN.

1) Der handschriftliche Nachlass meines Vaters lisst erkennen, dass ihn die hier gegebenen Ausfithrungen

3

N

itber das Abbildungsproblem noch nicht befriedigt haben, dass er vielmehr wiederholt auf dasselbe
zurickgekommen ist. 'Wie der Nachlass zeigt, hat er spiter darauf verzichtet, Methoden zur Bestimmung
des Radius des Grenzkreises anzugeben, und hat versucht das Abbildungsproblem ohne Kenntniss der
Grosse dieses Radius durchzufithren. Als Ergebniss dieser Untersuchungen ist dann schliesslich die
Arbeit »Uber eine besondere Gattung von rationalen Curven mit imaginiren Doppelpunkten« (Sitzungs-
berichte 1900, S. 74 ff,, Abh. LXXII dieses Bandes) anzusehen.

Zu dem 8. 111 gemachten Grenzitbergang = = 0 ist Folgendes zu bemerken: Im Nachlass meines Vaters
findet sich zu diesem Grenziibergang eine Anmerkung, die ich hier wirtlich zam Abdruck bringen mochte:

Bei dieser Gelegenheit muss ich ein Versehen berichtigen, welches
sich p. 188, Bd. 108 eingeschlichen hat. Dasselbe betrifft den dort ge-
machten Grenzitbergang ¢ = 0. Wenn namlich ¢ beliebig klein, aber von
Null verschieden angenommen wird, so ist es nicht nothwendig, dass
die Gleichung H (r) = 0 eine reale Wurzel besitze, welche einer ebenfalls
realen Wurzel der Gleichung H(r) = 0 hinldnglich nahe kommt. Aus
diesem Grunde ist der bezeichnete Grenziibergang nicht immer zuldssig.

Zu Gleichung (12.) 8. 114 ist zu bemerken, dass der im Nenner der rechten Seitc stehende Ausdruck
K (w"™, w}) nicht, wie in Gleichung (9a.) angegeben, lautet, sondern
wh—1 (n—1) w4 n41 (n—Dwi"+n+1 " .
(Aw*+B) ((w"=1)[— (r—Dw*4+n+1] * (wP—1)[—®—-1)wi+®m+1)]

R. F.

Kw* w}) = ”




LIX.

UBER LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN,
WELCHE VON PARAMETERN UNABHANGIGE SUBSTITUTIONS-
GRUPPEN BESITZEN.
(Sitzungsherichte der Konigl. preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin,
1892, XTI, 8. 157—176; vorgelegt am 23. Februar; ausgegeben am 3. Mérz 1892.)

Die folgende Notiz enthalt gewissermassen eine Fortsetzung der Unter- [1sy
suchungen iiber lineare Differentialgleichungen, welche ich in den Sitzungs-
berichten*) verdffentlicht habe. Den Ausgangspunkt bildet diejenige Klasse
von linearen homogenen Differentialgleichungen, welche ich in den Sitzungs-
berichten**) eingefithrt und angewendet habe, und welche sich dadurch
charakterisiren, dass die Substitutionen, welche ein geeignetes Fundamental-
system von Integralen derselben durch die Umldufe der unabhingigen Varia-
beln erleidet, von einem in den Coefficienten der Differentialgleichung auf-
tretenden Parameter unabhénglg sind. Es ergab sich daselbst, dass diese
Eigenschaft sich mit dem Vorhandensein gemeinschaftlicher Ldsungen eines
gewissen Systems partieller linearer Differentialgleichungen deckt.

In der gegenwartigen Notiz beschiftige ich mich damit, umgekehrt
solche Systeme linearer homogener partieller Differentialgleichungen
kennzeichnen, deren Untersuchung auf diejenige solcher gewdhnlicher

#) Jahrg, 1888, S. 1115 . und S. 1278 ft.; Jahrg. 1889, S. 713 ff.; Jahrg. 1890, 9. 211.1),
) Jahrg, 1888, 8. 1278 f.2),

1) Abh. L1V, 8. 1—63 dieses Bandes. R. F.
2) Ebenda 8.20ff. R.F.
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linearer homogener Differentialgleichungen zuriickgefiihit werden kann, deren
Substitutionen von einer Anzahl in den Coefficienten auftretenden Parametern
nnabhéngig sind. Diese partiellen Differentialgleichungen scheinen eine be-
sondere Aufmerksamkeit zu verdienecn. In dem Folgenden wird unter anderem
gezeigt, dass zu ihnen auch diejenigen beiden Arten partieller Differential-
gleichungen gehéren, auf welche nach einem von Herrn Prcarp¥) fiir be-
sondere Kille gegebenen Verfahren das Studium derjenigen eindeutigen Func-
tionen zweier Variabeln begriindet werden kann, welche Substitutionen der

Form:
158 (g . AE+4mt+ 4, BE+DBin+ B!)
TGk Gt G OB G G
beziehungsweise
[on, 25D, Lnel)
Tk d’ dq+d
zulassen.

Die ecrstere dieser beiden Arten partieller Differentialgleichungen hat
neuerdings Herr Jacos Horx#¥) fiir den Fall rationaler Coefficienten darauf-
hin untersucht, unter welchen Umsténden ihre Integrale sich in der Um-
gebung der singuliren Stellen reguldr verhalten, das heisst, in der von mir
gebrauchten Terminologie, ob sie daselbst nicht unbestimmt**¥) werden. In
dem Folgenden werden die hievzu erforderlichen Bedingungen, unter Benutzung
des schon erwéhnten Zusammenhanges der bezeichneten partiellen Differential-
gleichungen mit der besonderen Klasse gewdhnlicher Differentialgleichungen,
welche von Parametern unabhingige Substitutionsgruppen besitzen, aus der
Untersuchung des Verhaltens der Integrale einer gewdhnlichen linearen homo-
genen Differentialgleichung in der Umgebung der singuliren Punkte hergeleitet.

1.

Sind in der Differentialgleichung:

dmy dm"‘lj
1. G ST iy =
( ) dxm +7l dx'm-l + +7m?/ 0

#) Acta Mathematica, T. 5, 8. 176 ff.; LiouviLLr Journal, IV. sér. (1885), p. 112 £,
*) Acta Mathematica, T. 12, 8. 113 ff. und in seiner Freiburger Habilitationsschrift 1890.
*#%) Vergl. Sitzungsherichte, Jahrg. 1886, S. 281 und Sitzungsberichte, Jahrg, 1833, S. 1279, No, 129),

1) Abh. XLYIL, 8. 894, Band IT diesor Ausgabe und Abh. LIV, §. 22 dieses Bandos, R.F.
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die Coefficienten 7, rationale Functionen von z, und ist:
(2) w=Ady+dy+-+4,,4"",

. . . A .
wo A, A, ..., 4, rationale Functionen von z und y* = g—xy;, so haben wir
nach dem Vorgange von Riemaxn¥*) die Differentialgleichung, welcher w ge-
niigt, als mit (1.) zu derselben Klasse gehdrig bezeichnet.

m=1

Wir wollen diese Bezeichnungsweise auf den allgemeineren Fall aus-
dehnen, wo r, 7, ..., 7

m

eindeutige Functionen des Ortes (z,s) in der durch
die algebraische Gleichung:

(3.) F(z,5) =0
definirten Riemaxnschen Fliache bedeuten, und wollen von der linearen
homogenen Differentialgleichung, welcher w geniigt, sagen, dass sie mit [1s9
(1) zu derselben Klasse gehdre, wenn die Gréssen 4,4, ..., 4, _ eben-
falls eindeutige Functionen des Ortes (z,s) bedeuten.

Als Functionen des Ortes (z,s) lassen sich die Integrale der Differential-
gleichung (1.) als lineare homogene Functionen eines Fundamentalsystems
Yis Ypr -+ ¥, Wit von z unabhingigen Coefficienten darstellen. Ist G die
Gruppe derjenigen Substitutionen von y,,y,, ..., y,, welche den simmtlichen
geschlossenen Bahnen des Ortes (2, s) entsprechen, so ist G' zugleich die
Gruppe der denselben Bahnen entsprechenden Substitutionen fiir die Integrale
W,y W,, ..., w,, welche aus Gleichung (2.) fir y =y, 4, ..., 4, hervorgehen.

Ist umgekehrt w, w,, ..., w, ein System von Functionen des Ortes (z, s),
welche fiir alle geschlossenen Bahnen dieses Ortes in solche lineare homogene
Functionen von w,, w,, ..., w, mit von & unabhingigen Coefficienten sich ver-
wandeln, wie sie die Gruppe G liefert, und setzen wir:

(4) wy = A+ A, Yt o+ A Y0,
fir k=1,2,...,m, so folgt:
(5.) A, = —i—l, (A=0,1,...,m—1)

wo A die Hauptdeterminante von y,,4,, ..., ¥,, und 4, aus A dadurch hervor-
geht, dass die 2+1% Verticalrethe in A durch w,, w,, ..., w, ersetzt wird.

mn

#) Vergl. Sitamgsberichte 1838, 8. 1275 7).

1) AbL. L1V, §. 17 dieses Bandes. R.F.
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Ist einer der bezeichneten Bahnen entsprechend:

(6 U = G Y+ ¥yt + Gy Uy k=12...,m)
so ist auch, weil «, von x unabhingig,

-
™) (o) = e+ 4+

Der Voraussetzung nach ist auch:
(8) W, = 0 W, + e 0+ -+ + @, 10,
Demnach erhalten Zihler und Nenner in Gleichung (5.) durch denselben
Umlauf von (z,$) einen gemeinschaftlichen Factor, woraus sich ergiebt, dass
A, eine eindeutige Function des Ortes (z,s) ist. Die Differentialgleichung,
welcher w, w,, ..., w, geniigen, gehort demnach mit (1.) zu derselben Klasse.
Wenn 4,4, ..., y, sowie w,w, ..., w, tberall in der Riemanxschen
Fliche bestimmt sind (in dem Sinne wie dieses fiir die Integrale derjenigen
Klasse von Differentialgleichungen statt hat, welche in meiner Arbeit in
CreLies Journal, Bd. 66, No. 4, G1. (12.)% definirt worden), so sind die Coeffi-
cienten A, rationale Functignen des Ortes (z, s).

160] 2.

In derselben oben bezeichneten Arbeit*) haben wir eine besondere Gat-
tung linearer homogener Differentialgleichungen mit rationalen Coefficienten
eingefithrt, welche sich durch die Eigenschaft auszeichnet ein Fundamental-
system von Integralen von der Beschaffenheit zu besitzen, dass die den Um-
laufen der unabhéngigen Variabeln entsprechenden Substitutionen desselben
von einem in den Coefficienten der Differentialgleichung auf-
tretenden Parameter unabhéngig sind.

Es ist aber die Voraussetzung, dass die Coefficienten der Differential-
gleichung rationale Functionen der unabhéngigen Variabeln seien, eine un-
wesentliche. Sei wieder:

d’m dm—l,t
(1‘) %-’l%_-l-rl?xﬂb—-{.'l"” ‘|‘"m9 = O;

*) Sitzungsberichte 1888, S. 1278 f.2).

1) Abh, V1, 8. 180, Band I diosor Ausgabo. R.F.
2) Abh. LIV, 8. 20ff, #es' 3 Baudes. R.F.
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wo die Coefficienten eindeutige Functionen des Ortes (r,s) der Rizmann-
schen Fliche:

@) Fa,s) =0
bedeuten, die einen Parameter ¢ enthalten. Es werde vorausgesetzt, dass ein
Fundamentalsystem von Integralen #,y,,...,y, der Differentialgleichung, als

Functionen des Ortes (z,s) existit von der Beschaffenheit, dass in dem
ganzen Verlaufe von (z,s) die Gleichungen:

0y , "
(3-) _dv;’i = Aoyk+A1yk+"'+Am—1y;:L 1)9 k=12..,m
oy
@ =
erfilt werden, worin A, 4,..., 4, eindeutige Functionen von (z,s) be-
deuten. Nach voriger Nummer*) geniigen % einer Differentialgleichung

derselben Klasse mit (1.), und ist nach einem Umlaufe von (z,s):

(4') ?71: = aklyl+ah*zy2+"'+akmymi
so ist auch:
O\ Gy, oy, 3.,
®) () = s Gttt g

Es ergiebt sich dann auf dieselbe Weise, wie an der oben angefiihrten
Stelle*¥), dass die Coefficienten der Substitutionen von ¥,4,,...,4,, [16t
die irgend welchen Umlaufen von (z,s) entsprechen, von { un-
abhéngig sind.

Es sei umgekehrt vorausgesetzt, dass ein Fundamentalsystem
von Integralen y,y,...,y, der Gleichung (1.) angebbar sei, von
der Beschaffenheit, dass die Coefficienten der Substitutionen,
welche allen Umlédufen von (2,s) entsprechen, von einem in den
Coefficienten der Differentialgleichung auftretenden Parameter
t unabhingig sind. Alsdann geniigen in dem ganzen Verlaufe
von (z,s) die Functionen y,,...,4, einer Gleichung der Form

*) 8. auch Sitzungsberichte a. a. 0.
*) §,1279, GL (8. 1).

1) Abb. LIV, S. 21 dieses Bandes. R.F.
Fuachs, mathem. Werke. III. 16
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3.), deren Coefficienten A, eindeutige Functionen von (z. s
’ 1 8 )
sind¥).

Ist ndmlich fiir irgend einen Umlauf von (2, s):

(6) y/t = G Yyt G Yyt G Yy t=12,...,m)

so ist nach der Voraussetzung auch:

0./}. _ a./n 61" ym **)
(7') (6f) = Oy at + o o 6# + - +“I.m ot

M . . . . oy, 0 m .
Daher gehort die Differentialgleichung, welcher —ayf, ait’, ey % geniigen, zu

derselben Klasse mit (1.) (S. vorige Nummer), und es finden im ganzen Ver-
laufe von (z, s) die Gleichungen (3.) mit in (x, s) eindeutigen Coefficienten statt.
Wir wollen von den Differentialgleichungen (1.), welche ein Fundamental-
system von Integralen besitzen, das zugleich einer Gleichung der Form (3.)
geniigt, kurz sagen, ihre Substitutionen seien von ¢ unabhéngig.
Sind die Coefficienten der Gleichung (1.) rationale Functionen von (2, s),
und haben ihre Integrale keine Unbestimmtheitsstellen, so haben auch#x¥)
y" keine solche Stellen, und die Coefficienten

'AM All

m=1

sind rationale Functionen von (z,s).

3.
Durch Differentiation der Gleichung (1.) voriger Nummer nach ¢ folgt:

m am-lﬂJ m 6}")_ om= 1J o
(1‘) 27 er[ El ot axm—} =0 (ry=1)
162] Differentiiren wir Gleichung (3.) voriger Nummer wiederholt nach  und
reduciren auf den rechten Seiten die Ableitungen nach z vermittelst der
Gleichung (1.) derselben Nummer auf solche von der Ordnung 0,1, ...,m—1,

*) Vergl, Sitzungsberichte a. a. 0., No. 121),
%) Vergl. Sitzungsberichte a. a. 0., 8. 1280, Gl. (5.)2).
*4) Vergl. Sitzungsberichte a. a. 0., S. 12819).

1) Abh, LIV, S. 22 dieses Bandes, R.F.
2) Ebenda §.23. R.F.
) Ebenda 8,24, R.F.
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und substituiren die Resultate in dieselbe Gleichung (1.) voriger Nummer, so
ergiebt sich eine Gleichung von der Form:
67”4 l,l/

o™ %y
(2‘) ‘Rl 6 n—1 +R2 axm-f + -+ ‘Rm./ = O

deren Coefticienten eindeutige Functionen von (z,s) sein sollen. Ist Glei-
chung (1.) voriger Nummer irreductibel, so ergiebt sich hieraus:

(3) R,=0 B =0, ..., R =0

m

Dieses ist ein System linearer Differentialgleichungen fiir die Functionen
4,4,..., 4, _ mit Coefficienten, die von (,s) eindeutig abhingen, und es
ist zu entscheiden, ob dasselbe Particularintegrale besitze, welche eben-
falls eindeutige Functionen von (z,s) sind.

Wenn wir die beschrinkende Voraussetzung wieder aufnehmen, dass die
Coefficienten der Gleichung (1.) voriger Nummer rationale Functionen von
(#,9) sind, und dass die Integrale derselben nicht Stellen der Unbestimmtheit
besitzen, so gilt der Satz:

I. Die Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichungen
der Gleichung (1) voriger Nummer sind von ¢ unabhingig, wenn
diese Gleichung von ¢ unabhéngige Substitutionen besitzt.

Es sind némlich die Wurzeln einer determinirenden Fundamentalgleichung
das Ei—ifache des Logarithmus dexr Wurzeln der Fundamentalgleichung*), einex
Gleichung, deren Coefficienten der Voraussetzung nach von ¢ unabhéngig sind.

Ist unter derselben Voraussetzung 4,4, ..., %, €in Fundamentalsystem
der Gleichung (1.) voriger Nummer, dessen Substitutionen von ¢ unabhingig
sind, oder, was dasselbe besagt, ein solches Fundamentalsystem, welches auch
der Gleichung (3.) voriger Nummer geniigt, so wird hieraus das zu einer

singuléren Stelle # = a, s =10 gehorige Fundamentalsystem u,, «

2) %) um

durch die Gleichungen:
(4') e = xkly1+xksy2+"'+kaym (k:1)2v-~'7m)

hergeleitet, in welchen #,,z,, ..., %, durch die Gleichungen:

¥) Siehe CRELLEs Journal, Bd. 66, S. 182, Gl. (6.)1).

1) Abb, V1, 8. 171, Band I dieser Ausgabe. R, F,
16*
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xkl(“n_ “’I:) + Ty to Gy = 0,
¢ ) Ty Gy + x/m(“w_ ‘”k) ot Gy = 0,
Zpy + %y +oe xl:m(amm_ wk) =0
163] bestimmt sind, wenn mit «  die Umlaufscoefficienten von y,4,,...,4,

fir den singuliren Punkt (a,0) und mit w, eine der m Wurzeln der Funda-
mentalgleichung bezeichnet werden*).

Da ¢ und w, von { unabhiingig sind, so ergiebt sich fiir den Fall, dass
die Fundamentalgleichung ungleiche Wurzeln besitzt, dass die Verhiltnisse
der Grdssen 2, von ¢ unabhingig. Wir konnen demnach die unbestimmten
Factoren von u,,u, ...,u, so wihlen, dass die letsteren ebenfalls gemein-
schaftliche Losungen von (1.) und (3.) voriger Nummer werden.

Es ist aber**) zu ersehen, dass auch fiir den Fall, dass die Fundamental-
gleichung gleiche Wurzeln hat, durch solche lineare homogene Functionen
der Integrale y,, 4, ..., ¥, ein zu (a,b) gehdriges Fundamentalsystem ab-
geleitet werden kann, dessen Coefficienten nicht nur von 2 sondern auch von
t unabhéingig sind. Demnach konnen wir folgenden Satz aussprechen:

I. Man kann unter denselben Voraussetzungen, welche im
Satze I. gemacht sind, das zu irgend einem singuldren Punkte
der Gleichung (1.) voriger Nummer gehdrige Fundamentalsystem
U, U, ...,u, so wihlen, dass auch die letzteren Integrale gleich-
zeitig der Gleichung (3.) voriger Nummer geniigen.

Im Falle, dass die Voraussetzungen des Satzes I. erfiillt sind, ergiebt
sich aus demselben, dass, wenn in Gleichung (1.) voriger Nummer:

—% j ‘r,dx
y = v
gesetzt wird, die Differentialgleichung fiir v ebenfalls von ¢ unabhéngige Sub-
stitutionen hat, dass man demnach bei der Discussion der Gleichung (1.)
voriger Nummer da, wo es zweckmissig ist, », = 0 voraussetzen kamn.

*) Siehe CrELLES Journal, Bd. 66, S. 132, Gl (5.)Y).
**) Siehe ebenda 8. 134 f1. %),

1) Abh. VI, 8. 171, Band I dieser Ausgabe. R.F,
2) Ebenda 8.174ff. R.F.
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Beispielsweise lauten die Gleichungen (3.)

fir r, =0
m= 2
A(‘il + 2 A(!) —
(3&-) A:)Z) 27. A(l)_r;!)A + 6 0
m =3

or 16,
« w ( (2) (1) A ) s 4
.A.‘(;\)-I- ron”‘- 37'3A11 - 1'3”.14.1-—7’3 Az‘— 373‘).(4.;) 37’314. = O, [

(3. ‘ AP =2, AP =P A, + 3A*:’—3nA*:’—3(rs’+rs>A;"—(r;”+2r‘;>>Az+%rf =9,

AP 29, AP 20 4, + 34V + 34D = 0,
wo die oberen Accente Ableitungen nach z bedeuten.

Wir behalten uns vor, bei anderer Gelegenheit auf eine Discussion dieser
Differentialgleichungen fir 4, 4,,..., 4,_, zurlickzukommen.

.
4.

Indem wir nunmehr dazu {bergehen, Anwendungen der Theorie der
Differentialgleichungen mit von Parametern unabhingigen Substitutionen auf
eine gewisse Gattung von Systemen linearer partieller Differentialgleichungen
zu machen, wollen wir die Bezeichnungen in den Gleichungen (1.) und (3.)
No. 2 abindern. Es sei demnach:

amg 677!-[
'a_xrﬁ"l' 1axm-—1+ +r4_0

eine Differentialgleichung, deren Coefficienten r,r,,...,r, eindeutige Func-

mw

(A)

tionen der von einander unabhéngigen Variabeln z, 2,4, ..., 7, und einer

gewissen Anzahl von Grdssen y, 4, 9, ..y 9,_,, Welche von den @, 2, %, ..., 7,_,
algebraisch abhangen.

Machen wir die Voraussetzung, dass diejenigen Substitutionen der Glei-
chung (A.), welche solchen Umliufen von z entsprechen, fir die zugleich

Yy Yyy Yay +++y Yy, ihre Anfangswerthe wieder erhalten, von z,,,, .. SEANN

abhéngig seien, so folgt aus No. 2, dass ein Fundamentalsystem von Integralen
2,2, .. 4, der Gleichung (A.) existirt, welches zugleich ein System:

o 2 s
(B) = A105+A11%+"'+ Al.m—lw

o, (A=12..,e-1)
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befriedigt, wo A4, eine eindeutige Function von

x, &

1 By Tyy ooy By Yy Yy Yar oo vy Yo

bedeutet.

Aus den Gleichungen (A.) und (B.) folgt, dass die simmtlichen Ab-
leitungen jeder gemeinschaftlichen Losung derselben nach den Variabeln
&, &, T,y ...y &, als lineare homogene Functionen der m—1 ersten Ab-
165] leitungen dieser T.osung nach z darstellbar sind, deren Coefficienten ein-

deutige Functionen von
Zy Lyy Zyy weny Zogy Yy Yoo Yoy ooy Yoo
So ergiebt sich z. B.:

0"z ) w 02 @ i
(L) = Boz+ Byo—+ + B

m-:W' (f"=1)2:>-"m)

(39 a

Aus diesen Gleichungen erhalten wir durch Elimination von

0z 0z "z
eine Gleichung
amz a’m—l
! = 0,
) aap Tliggp T g

deren Coefficienten 7,7, ...,7" eindeutige Functionen von

Zy Byy Zoy vevy Bogy Yy Yir Yoy oo vy You
sind.

Es geniigt daher # auch als Function von 2, einer gewdhn-
lichen linearen homogenen Differentialgleichung mit Coeffi-
cienten von derselben Natur, wie r,7,,...,7,.

Selbstverstindlich kann das System (1.) auch so beschaffen sein, dass die
Ordnung der Differentialgleichung (A') niedriger als die m' wird. Dieses
wiirde geschehen, wenn die Determinante

iB,(f.’l (11: l,2,...,m—1)

p=12.,.,m-1
verschwindet.

Im Allgemeinen also wird die Ordnung der Gleichung (A') die m"

sein, und es wird das System de1 Gleichungen (1.) fir p =1,2,..., m—1 die

Auflgsung nach gz’ g;, “ g +=r gestatten, und namentlich:
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, 0z o'z
(B ) 6 0005 + (Jol ax + Ooz exn + *+ C'M_l-ail‘in__l

ergeben, wo C eine eindeutige Function von
x7 x” x27 teny x{l-” y? yl) y2) A :1/5—1

ist. Mit Hilfe von (B.) folgert man dann, dass allgemein:

. 0z . Oz "tz
(B ') W = 0 24 ‘-’;u 0% + <+ Cﬂ,m—l 6 = (” = 0’ L,2.., 9—1)
n
wo C, wiederum eine eindeutige Function von [66
x’ xl] x27 cr xg—l’ y’ yl) y'27 teY yﬁ-l

ist.

Im Allgemeinen geniesst also das Fundamentalsystem 2,2, ..., 2,
die Eigenschaft, dass die Gruppe der Substitutionen desselben
VOR %, %, 4, ..., %, , unabhingig ist, welche der Variabeln 2,2, ...,2,_,
auch als allein verédnderlich aufgefasst wird.

Zur Kategorie der Differentialgleichungen (A.) gehdren z. B. diejenigen
Differentialgleichungen, welchen die Periodicititsmoduln der Aserschen In-
tegrale als Functionen der Klassenmoduln geniigen¥).

Wir werden bald noch andere Beispiele kennen lernen.

9.

Es sei jetst umgekehrt ein System linearer homogener partieller Diffe-
rentialgleichungen mit der abhéngigen Variabeln # und den unabhingigen
Variabeln #, 2, #,, ..., ,, vorgelegt, deren Coefficienten eindeutige Functio-
nen von &, %, ..., %, und den von diesen algebraisch abhangenden Grdssen
Yy Yuy oo Yy, Seien; und es werde die Voraussetzung gemacht, dass dieselben
durch eine Function z befriedigt werden, deren Zweige (d. h. die durch
solche Umldufe der Variabeln #, 2, ,, ..., %, erzeugten Functionswerthe, fiir
welche auch ¥,y,9,,...,y,, ihre Anfangswerthe wieder annehmen) sich
saimmtlich durch m derselben 2,2, ...,2, linear homogen und mit
VOR 7,2, 2,y ..y 8,

_, unabhingigen Coefficienten darstellen lassen.

*) Vergl. CRELLEs Journal, Bd. 71, S.1281f.; Bd. 73, S. 324 1f.; Sitzungsherichte 1883, S. 1285 ff.1).

1) Abh, IX, 8, 283 ff,, Band I und Abh, XIII, 8,843, Band I dicsor Ausgabe; Abh, LIV, S. 29 ff. dieses Bandes. R.F.



128 UBER LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN.

Zunichst ergiebt sich:

I In Bezug auf jede der einzelnen Variabeln geniigt 2 einer
linearen homogenen Differentialgleichung héchstens m'* Ord-
nung:

oy @ am-x-— @ _
(a') 643;. + l 6 m—1 + +’mz O

deren Coefficienten eindeutige Functionen der Grossen

By By By ooy Tyegy Yy Yos Yoy oo s Yoo
sind.

Ist némlich:

® v = | (i)

: 12y

167] die Hauptdeterminante von 2,2, ...,2, in Besug auf die Variable g,
und A? diejenige Determinante, welche aus A” hervorgeht, wenn die k* Verti-
calreihe durch axi‘, (;fo, ,%;lf—;'i ersetzt wird, so ist:

) R

Wegen der vorausgesetzten Eigenschaft der Function z wird fir einen Um-
lauf von #,, bei welchem y,4,y,..., Y, Unverdndert bleiben, Zihler und
Nenner in der rechten Seite der Gleichung (2.) mit demselben Factor multi-
plicirt, also #; ungeéindert bleiben.

Aus der iiber die Zweige der Function # gemachten Voraussetzung ergiebt
sich ferner:

II. Lassen wir #, solche Umldufe machen, welche auch
Yy Yy Yoy oy Yp, 10 ihre Anfangswerthe zuriickfihren, so sind die
diesen Umliufen entsprechenden Substitutionen der Integrale
der Gleichung («) von 2,4, 4, ..., %, unabhingig.

Wir sind hiernach auf die in No. 2 hervorgehobenen Differential-
gleichungen wieder zuriickgefithrt worden.

6.
Wir betrachten wieder ein System (S) linearer homogener partieller

Differentialgleichungen mit der abhingigen Variabeln 2 und den unabhéngigen

Variabeln 2, 2,2, ..., 2

.. deren Coefficienten eindeutige Functionen der
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letateren Variabeln und der von denselben algebraisch abhangenden Gréssen
Yy Yyy Ypr ++oy Yy, SEIED.

Das System (S) soll jetzt der folgenden Bedingung geniigen: Dasselbe
soll identisch befriedigt werden, wenn die simmtlichen Ableitungen nach
den Variabeln , 4, &,, ..., %,., durch bestimmte lineare homogene Ausdriicke
eines festen Systems von m Ableitungen ersetzt werden, deren Coefficienten
eindeutige Functionen von z, 2,2, ..., Ty Uy Yyr Yoy s Yoy sind. Dieses feste
System von Ableitungen ldsst sich dann allemal so wihlen, dass zwischen
denselben eine lineare homogene Gleichung mit in

Z,

Ly Tyy Ly oo -1 Yy Yoo Yoy ooy Y

]

eindeutigen Coefficienten nicht stattfindet.

Fiir ein so charakterisirtes System (S) ergiebt sich zunichst:

I. Jede Losung z desselben geniigt in Bezug auf jede einzelne
der Variabeln #, einer Differentialgleichung:

a’ll + (l) 671-'1

(L) o} "t Fa otz =0,

deren Coefficienten r{’ eindeutige Functionen von [x68

x; xl’ xﬁ} crcy x@—l’ y’ yl, y?’ ey ?/5-1
sind, und deren Ordnung
n=m1,
Gleichzeitig ist:

(2.) 6672 — A(u)+A(u> 9z '|' +A

=1
(w a

n-1 ax)’ﬂ-l )

wo die Grossen A" eindeutige Functionen von
Ty By Byy ooy Bpegy Y Yoy Yoy oo ey Yo
sind.
Nach den Auseinandersetzungen von No. 4 geniigt es im Allgemeinen,
um die Existenz gemeinschaftlicher Losungen des Systems (S) nachzuweisen,
die Gleichung (1.) fiir eine der Variabeln, z. B. #, aufzustellen

oy ol
(A%) WJ”‘@H"' e =0,

Fuchs, mathem, Werke. IIL 17
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und festzustellen, ob dieselbe mit den Gleichungen

0z dz (i
(B%) e AV 4 A‘,“EE+ e AP s G=12oe-])

gemeinschaftliche Losungen besitzt.

Nach No. 2 lasst sich dieses so ausdriicken:

IO. ITm Allgemeinen ist die nothwendige und hinreichende
Bedingung dafiir, dass das System (S) gemeinschaftliche Losungen
besitzt, die, dass die Substitutionen eines geeigneten Funda-
mentalsystems von Integralen der Gleichung (A") von z,2,, ..., T,
unabhéingig werden, wenn « solche Umléufe vollzieht, die auch
Yy Yy Yoy -+ Yo, 10 ihre Anfangswerthe zurickfiihren,

Die Coefficienten r, der Differentialgleichung (A”) und die Coefficienten
A? in (B") miissen hiersu o—1 in No. 3 Gleichung (3.) charakterisirten
Systemen von Gleichungen geniigen, welche fiix die einzelnen Parameter
@,y @y, .y 8., aufzustellen sind.

Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich auch:

III. Die Entscheidung dariiber, ob die Losungen des Systems
partieller Differentialgleichungen (8) Unbestimmtheitsstellen zu-
lassen, kann von der Untersuchung der gewdhnlichen Differential-
gleichung (A") abhéngig gemacht werden.

Diesen Satz werden wir bald durch ein Beispiel zu erliutern Gelegen-

heit haben.

169] 7.

Fin besonders interessantes Beispiel zu den Systemen partieller Diffe-
rentialgleichungen (S) der vorigen Nummer bietet sich in den folgenden in
neuerer Zeit vielfach behandelten simultanen partiellen Differentialgleichungen

dar:
1 ___622 - — z ai E’i
(1) Fr +a'6x+a26y’
0%z 0z 0z
(2') 6%'6;!/ - b03+bla+bza—y’
0%z 0z 0z
(3‘) _W' - cﬂ*’ﬁ%"‘%@;
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wo @, b, ¢, eindeutige Functionen von #,y und einer von «,y algebraisch
abhangenden Grosse £ sind.

Auf einen besonderen Fall derselben, wo die Coefficienten a,, b,, ¢, ratio-
nale Functionen von «,y sind, wurden die Herren ArPELL*) und Picarp*¥)
bei der Verallgemeinerung der Gaussschen Reihe gefithrt. Auch lidsst sich
nach einem von Herrn Prcarp**¥) in besonderen Féllen angewendeten Ver-
fahren zeigen, dass die eindeutigen Functionen x,y zweier Variabeln u, v,
welche Substitutionen der Form:

( Au+ A0+ A, Bu+B,v+B2)
" Cu+ Cw+ G, Cu+ Cw+C,

zulassen, und fir ein gegebenes Werthsystem z,y nur eine endliche Anzahl
incongruenter Werthe u, v liefern, auf die Umkehrung von Quotienten dreier
Loésungen 2, z,, 2, des Systems (1.), (2.), (3.)

By

2
=, 2=
zl

®
-

zurlickgefihrt werden konnen, wenn a, b, ¢, rationale Functionen von
%, 4, ¢ bedeuten.
Aus den Gleichungen (1.) und (2.) ergiebt sich:

&’z Ju, 0z , a, 0z
4. _67_[?’.;.a,+b,,]w—[a,+ao—a,z—a,bﬁa,b,]%—

2

’

- [a{,+ a,bo—ao% —aobz]z =0,
3

wo die oberen Accente Ableitungen nach  bedeuten.

Die Gleichung (1.) schreiben wir in der Form: [170
9z a a, 0z 1 0%z

5, = T

©) oy a, # a, 0% + a, 0

und erkennen durch Vergleichung der Gleichungen (4.) und (5.) mit den
Gleichungen (A%), (B%), dass die Differentialgleichungen (1.), (2.), (3.) ein
System (S) bilden.

*) Comptes Rendus de FAcad. de Paris, 1880, lier Sem, und LIOUVILLE Journ, 1882,
#) Amnales de YEcole Norm. Sup. 1881
*#) Acta Mathem, T. 5, 8. 176 ff.

17%
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Nach voriger Nummer Satz II. ist die nothwendige und hinreichende Be-
dingung dafiir, dass das System (1.) bis (3.) gemeinschaftliche Ldsungen hat,
die, dass die Substitutionen, welche die Integrale der Gleichung (4.) erleiden,
von y unabhéngig sind, wenn @ solche Umldufe vollzieht, fiir welche auch &
seinen anfinglichen Werth wiedererhalt.

Die Gleichung (3.) ist eine Folge der Gleichungen (1.) und (2.) oder (4.)
und (5.). Differentiiven wir in der That die Gleichung (5.) nach y und
Gleichung (2.) nach  und beriicksichtigen (1.) und (2.), so ergiebt sich:

3 _(?ji = ¢ [ EZ_ ¢ _gi
(EL.) 6?/2— oz+ 1ax+ 26‘7/’
WO:
17db, da,
S 6 = ";[a;)"-‘aj'*‘bobz+aobl—a1bo]1
2
0b, da,
o |

Aus der Differentiation von (3a.) nach y und nachheriger Elimination von
% und -2 mit Hilfe der Gleichungen (2) und (3a.) folgt:
2 Oz Oy

&z [6logc

0’z [9e, dloge,

0z
aJ dy + 0 2 a +Cb cﬁbljl;.’y

oc dloge,
—[-éyl+a,b‘,—co—6yg~—cobl]z =
Schreiben wir Gleichung (3a.) in der Form:
dz ¢ ¢, 02 1 0%

) A TR T

so sind die Gleichungen (4a.) und (5a.) mit den Gleichungen (4.) und (5.)
aequivalent. Das Vorhandensein gemeinschaftlicher Integrale der beiden er-
steren ist mit der Unabhingigkeit von x derjenigen Substitutionen iiberein-
1] stimmend, welche ein geeignetes Fundamentalsystem von Integralen der
Gleichung (4a.) erleidet, wenn y solche Umldufe vollzieht, die auch § in
seinen Anfangswerth zurfickfihren. Ubrigens fallt (in Ubereinstimmung mit
No. 6) dieses Fundamentalsystem mit dem oben erwihnten Fundamentalsystem
von Integralen der Gleichung (4.) zusammen.
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Die Grossen a, @, a,; b, b, b, haben demnach den sechs Differential-
gleichungen Geniige zu leisten, welche wir erhalten, wenn wir einerseits in
den Gleichungen (3.) No. 3 an die Stelle von #, 7, die Coefficienten der
Gleichung (4.) und

setzen, und andererseits in denselben Gleichungen r, r,,», durch die Coeffi-
cienten der Gleichung (4a.) und 4, 4,, 4, beziiglich durch
G£ _& 1
¢’ ¢
ersetzen.,
8.

In verschiedenen Schriften*) hat Herr Hory die Frage behandelt, unter
welchen Umsténden das System der linearunabhéngigen gemeinsamen Integrale
2,, 2,, 2, der Gleichungen (1.), (2.), (3.) (seine Existenz vorausgesetst) sich iiber-
all reguldr verhalte, oder, wie wir im Anschluss an unsere in den Sitzungs-
berichten (1886, S. 281)**) angewendete Bezeichnungsweise lieber sagen wollen,
keine Unbestimmtheitsstellen besitze***). Herr Horn setzt iiberdies voraus,
dass a, a,a; b,b,0b, folglich auch [nach No. 7 Gleichung (6.)] ¢, ¢
rationale Functionen von z, ¢ sind.

1) 02

Wir wollen zeigen, wie diese Frage mit Hiilfe der vorhergehenden FEr-
wigungen darauf zuriickgefihrt werden kann, zu entscheiden, ob die Diffe-
rentialgleichung (4.) voriger Nummer mit der einen unabhéngigen Variabeln
2 keine Unbestimmtheitsstellen besitze. Selbstverstédndlich kann ebenso die
Gleichung (4a.) derselben Nummer mit der einen unabhingigen Variabeln y
hierzu dienen.

Offenbar zieht die Voraussetzung, dass 2,, 2,, 2, als Functionen der unab-

1) “)
hingigen Variabeln #, y an gewissen Stellen keine Unbestimmtheiten dar-

#) Acta Mathematica, T. 12, 8. 113 ff. Habilitationsschrift 1890.

#) Wir bemerken Dei dieser Gelegenheit, dass in den Sitzungsberichten 1888, S.1279, wo dieselbe
Stelle citirt worden, in Folge eines Druckfehlers statt des Jahres 1886 das Jahr 1866 irrthiimlich angegeben
worden ist?).

%) 8, auch oben No. 1.

1) Abh. XLVIL, 8. 394, Band IT dieser Ausgabe und Abh, LIV, S. 22 Fussnote diesos Bandes, wo der angegebene Druckfehler bo-
richtigt ist. R.F.
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bieten, die nach sich, dass dieselben Grossen ¢, #,, 2, auch keine Unbestimmt-
heiten zulassen diirfen, wenn wir « allein verindern, wihrend » unverindert
bleibt.

172] Sei §(2,y) ein in den Nennern von a,a,a; b, b, b, auftretender irre-
ductibler Factor, so ldsst sich die Gleichung (4.) voriger Nummer in die
Form setzen:
0 0°2 0%z 0z
1) 4’(%1y) W"'-RW'I'RA%'I'PBZZ(%

sodass P, P,, P, fiir ein ¢ annullirendes Werthsystem nicht unendlich werden.

Sei y = b ein willkiirlicher aber so beschaffener Werth, dass fiir ihn
¢ = 0 weder mit -g-:i =0 oder g—dﬂ = 0 noch mit ¢, = 0 eine Wurzel gemein-
schaftlich habe, wenn ¢, irgend ein von ¢ verschiedener irveductibler Factor
der Nenner von a,a,a,; b,b,b, ist.

Wir konnen alsdann um y = b ein Gebiet I' abgrenzen, von der Axt,
dass, wenn wir die Verdnderlichkeit von y auf I' beschrinken, iberhaupt
=0 weder mit z—i= 0 oder %’— =0 noch mit ¢, = 0 gemeinschaftliche
Losungen besitzen kann.

Sei # = a eine Losung der Gleichung:

(2) $@,y) = 0;
wenn die Variabilitit von y auf I' beschrénkt wird, so muss in der Umgebung
von z = a, wenn daselbst Unbestimmtheit nicht stattfinden soll*):

Po_ 4
S W z—a’
Pz — __Q2
(3') :PT = (x__a)z)
l L&
)

sein, wo @, Q,, @, fir 2 = a nicht mehr unendlich werden.
Die zu # = a gehorige determinirende Fundamentalgleichung der Glei-
chung (1.) ist:

(4) rr—1)(r-2)+4@rr—1)+ Q@)+ &) = 0.

*) Siehe Crurrrs Journal, Bd. 66, 8. 146, Gl. (12.)%).

1) Abb. VI, 8. 186, Band I diesor Ausgabe. B.F.
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Da nach No. 7 die Substitutionen eines geeigneten Fundamentalsystems
von Integralen der Gleichung (1.) von y unabhingig sind, so folgt aus Satz I.
No. 3, dass die Wurzeln der Gleichung (4) von y unabhéngig
sind.

Nun ist Q,(e) eine rationale Function des Ortes in der Rremany- [173
schen Fliche (2.) und hat einen von y unabhéngigen Werth ¢

(5.) () = 3.

Da aber ¢(z,y) irreductibel ist, so folgt, dass die determinirende
Fundamentalgleichung (4.) dieselbe bleibt, welche Wurzel 2 der
Gleichung (2.) auch fir @ gewdhlt wird.

Sind daher 7, r,, r, die Wwrzeln der Gleichung (2.), so folgt:

Es giebt ein Fundamentalsystem von Integralen der Gleichung
(1), ¢, €, ¢, von der Beschaffenheit, dass

Lo y) " Lol ), Goy)

ganze rationale Functionen von logd(z,y) darstellen, deren Co-
efficienten eindeutig, endlich und stetig sind, solange y dem
Gebiete I' angehdrt und z einem entsprechenden Gebiete G,
welches sich aus Gleichung (2.) ergiebt®)

Dieses stimmt mit einem Satze des Herrn Horn**) iiberein, welchen der-
selbe aus anderen Principien und an den Differentialgleichungen (1.), (2.), (3.)
No. 7 selbst herleitet.

Die Einschriinkung, dass 4 in dem oben bezeichneten Gebiete I' sich be-
wege, ist erforderlich, weil entweder die Integrale der Gleichung (1.) in der
Umgebung von z = a fiir solche Werthe von y, fiir welche

., 00 a4 .
d; — P S, —t = v —
b = 0 mit % = 0 oder 3 = 0, oder mit ¢, = 0
gemeinschaftliche Losungen besitzt, unbestimmt werden konnen, oder die de-

terminirende Fundamentalgleichung (4.) ihren Charakter dndern kann.

*) Siehe CRELLEs Journal, Bd. 66, S. 148 ff. 1),
*¥) Acta Mathematica, T. 12, S. 152.

1) Abh, VI, S, 188ff,, Band I dieser Ausgabe, R.F.
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Nach Satz II. No. 3 ldsst sich das Fundamentalsystem ¢, ¢, ¢, so wiihlen,
dass dadurch auch Gleichung (5.) voriger Nummer, d. h. also das System
(1.), (2.), (3.) derselben Nummer befriedigt wird.

Ist demnach ¢(z,y) weder von z noch von y unabhingig, so
genfigt es, um festzustellen, ob das System (1), (2.), (3.) voriger
Nummer fiir =0 Unbestimmtheiten zuldsst, die Bedingungen
(3.) zu entwickeln.

Diese Entwickelung ergiebt folgendes Resultat:

Sei:
4,
ai = k'(hﬂ,
(6. B (=123
bs = q’n;m

174] wo h so gewihlt ist, dass 4, B, fir ¢ = 0 nicht mehr unendlich werden.
Alsdann muss sein:

(7.) 4,+ B, = 0, mod. ¢*,
(8. [% +4,— 4, a—l(ﬁi] U+ 4, B — A, B, = 0, mod. {*,
9.) [agi *— A, G—I%_Al](wq A4,B,— A, B, =0, mod. ™,

Um diese Bedingungen mit den von Herrn Horn*) aufgestellten zu ver-
gleichen, ist zweierlei zu beachten:

Frstlich brauchen wir nach den obigen Entwickelungen die Grdssen
¢,y €, ¢, nicht in unsere Bedingungsgleichung aufzunehmen.

Zweitens sind in unserer Darstellung die Bedingungen fiir die Existenz
des den Gleichungen (1.), (2.), (3.) voriger Nummer gemeinsamen Fundamental-

systems 2, z

., 2, nach den Vorschriften am Schlusse der vorigen Nummer ge-

trennt zu behandeln, wihrend von Herrn Horx in seine Regularititshedingungen
theilweise jene Existenzbedingungen mit aufgenommen worden sind.

Ist (#,y) von 2 unabhéngig, so ist das Verhalten von ¢ in der Um-
gebung von ¢ = 0 von den Coefficienten der Gleichung (4a.) No. 7 fest-

*) A. a. 0. Habilitationsschrift,
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zustellen, wihrend fiir solche ¢(z,y), die von y unabhiéngig sind, dieses Ver-
halten nach den Coefficienten der Gleichung (4.) zu beurtheilen ist.

9.
Zu den Systemen (S) gehéren auch die partiellen Differentialgleichungen:

7 o'z 0z 0z

(1) ol 0x61+b6 +0537+dz.
] 0’z 0z dz
(2') W - a‘6x6y+b‘ 6x+6151—+d15

Denn durch Differentiation von (1.) nach « ergiebt sich:

] 9*z 2 0z 0z
(3) @ = ey T gy T e tagy The
Differentiiren wir (1.) nach y, so folgt:
0z 0°z 'z 0z 0z
) ooy ‘dwoy a’6x6y+b“@+c“@+d“z'
Differentiiren wir endlich (2.) nach z, so ergiebt sich: [7s
0%z 0z ] o] 0z
5) 4o ay + owoy a*6x69+b*—(??+c‘7y—+d‘z'

Die Gréssen ay, b, ¢, d, in den Gleichungen (3.) bis (5.) setzen sich aus
den Coefficienten der Glelchungen (1.) und (2.) und ihren Ableitungen rational
Zusammen.

Aus (4.) und (5.) folgern wir:

0z ] 0z
) [t-aa] oy % 0xdy Thgy P 61 +d %
0%z 0’z 0z 0z
1. - _—— = —_— .
(7) [1-aa] 3oy g=ae oy +by=— 0z +6 e +dg2

Substituiren wir (6.) in (3.), so folgt:

0z &2 0z 0z
8. _— =
®) o = Yooyt b7ax+c’aj+“
Differentiiren wir (8.) nach # und setzen den Werth von 5%%—

Fuchs, muthom, Werke, III. 18

aus (6.) ein,
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so folgt:
d*z 0%z 0z
©) ot = "oy T

d
+cs£+dsz.
e s e . . 0° .
Eliminiren wir zwischen (1.), (8.) und (9.) %a% und g—;, so erhalten wir
fir # die Differentialgleichung vierter Ordnung nach der Variabeln z:

0z &z 0z

(u‘) o i ey or° +P 5 o +p3 6.7) pz=0.

Eliminiren wir aiaj zwischen (1.) und (8.), so folgt
0z 0z 6 z

(8) @= Aoz'l'Ax‘a‘E JF +A‘a 012

Die Coefficienten der Gleichungen («.) und (f.) setzen sich aus den Co-
efficienten der Gleichungen (1.) und (2.) und aus ihren Ableitungen rational
Zusammen.

Demnach fallen die Gleichungen (1.) und (2.) in die Kategorie der in
No. 6 discutirten Systeme (S). Die Gleichungen («.) und (B.) sind besondere
Fille der Gleichungen (A”) und (B").

Von den Ausnahmefillen heben wir hier nur den Fall hervor, dass:

(10.) 1—ga, = 0,
176] welcher entweder auf das System (1.), (2.), (3.) No. 7 zuriickfiihrt oder,

wenn wir:
%z 0%z 0z 6z

W eyt =D
&z 9z 0z 0z
W‘-a’lw_bla—x_cx—gy—_dlz =¢

setzen, erforderlich macht, dass identisch fir jede Function z von z,y

oP 09
—_— =0
oy T
sel.
Nach einem von Herrn Picarp#*) in besonderen Fillen angegebenen Ver-

fahren ldsst sich zeigen, dass die eindeutigen Functionen # und y zweier

*) LIouvILLE, Journal, sér. IV, T. 1 (1883), p. 112—113.
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Variabeln #, v, welche Substitutionen der Form
( o auth a’u+b’)
Y utd Cutd
zulassen und fiberdies so beschaffen sind, dass einem Werthenpaare (z,%) nur
eine endliche Anzahl von incongruenten Werthen (u,v) entspricht, durch
die Umkehrung von Quotienten der Losungen eines Systems von partiellen

Difierentialgleichungen der Form (1.) und (2.) mit algebraischen Coefficienten
erhalten werden kénnen.




ANMERKUNGEN.

1) Anderungen gegen das Original.
Es wurde gesetzt:
. gniz ™z
S. 123, Gleichung (B.) R statt Frod
» 185, Zeile 8 v, u. wurde »mit« vor ¢, hinzugefiigt,
s 2 v. u, wurde »gemeinschaftliche Losungen besitzt« hinzugefiigt,
» 186, , 13 wurde »sein« hinzugefiigt,
s 189, , 4 v. u sentsprichtc statt »entsprechenc.

2) Zu Gleichung (B.) 8. 125 sei bemerkt: Dass 4, eindeutige Functionen von # sind, folgt aus No. 2.
Die Thatsache aber, dass diese Grossen auch cindeutige Functionen von @y, @, ..., 2, sind, bedarf
noch des Beweises. Man vergleiche dazu:

L. ScHLESINGER, Sitzungsberichte der Konigl. preuss. Akad. der Wiss, 1902, S.288; Journal f. d. r.
u. a. Mathematik, Bd. 124, 8, 311, 812.

R. Fucss, Beilage zum Programm des Bismarck- Gymnasiums Dt. Wilmersdorf, Ostern 1902, No. V,
S. 13 ff.

L. ScHLESINGER, Journal f. d. r. u. a. Mathematik, Bd, 129, §. 294, No. II, GL. (6.). R F.




LX.

UBER DIE RELATIONEN, WELCHE DIE ZWISCHEN JE ZWEI SINGU-
LAREN PUNKTEN ERSTRECKTEN INTEGRALE DER LOSUNGEN
LINEARER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN MIT DEN COEFFICIENTEN
DER FUNDAMENTALSUBSTITUTIONEN DER GRUPPE DERSELBEN
VERBINDEN.

(Sitzungsberichte der Konigl. preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1892,
LIV, 8.1113—1128; vorgelegt am 22. December 1892; ausgegeben am 12, Januar 1893.)

Die folgende Notiz nimmt auf meine Arbeit im 76. Bande des CrELLE- [1113
schen Jowrnals S. 177ff. Bezug, welche den Titel fithrt: »Uber Relationen,
welche fiir die zwischen je zwei singuliren Punkten erstreckten Integrale der
Losungen linearer Differentialgleichungen stattfinden<’). In dieser Notiz soll
auf die Rolle hingewiesen werden, welche die Coefficienten der Fundamental-
substitutionen der Losungen der Differentialgleichung in jenen Relationen
spielen. Zu diesem Ende ist nur eine etwas verdnderte Schreibweise der
rechten Seite der in der citirten Arbeit mit (S.) bezeichneten Gleichung
erforderlich. Durch diese Schreibweise tritt der Umstand besonders hervor,
dass die rechte Seite der Gleichung (S.) lediglich von den Coefficienten der
Fundamentalsubstitutionen der Gruppe der Differentialgleichung abhingt.
Dieser Umstand aber bringt es mit sich, dass die Relationen (S.) und (T.)
einen invarianten Charakter haben, in dem Sinne, dass sie fiir die gesammte
Klasse von Differentialgleichungen, zu welcher eine vorgelegte Differential-
gleichung gehort, die gleiche Form beibehalten. Diese Invarianz macht es
moglich, gewisse beschrinkende Voraussetzungen, welche in der oben citirten
Arbeit iiber die Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichungen ge-

1) Abh, XVI, 8. 415, Band T dieser Ausgabe. R, F.
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macht worden sind, aufzuheben. Indem wir dieses in gegenwirtiger Notiz
nachweisen, haben wir, um Complicationen in der Darstellung zu vermeiden,
hier noch vorausgesetzt, dass die Differenzen zweier jener Wurzeln, wenn sie
nicht simmtlich ganzzahlig sind, aber zum Auftreten von Logarithmen keine
Veranlassung geben, nicht zum Theil ganzzahlig sein sollen, und behalten
4] uns vor, an anderer Stelle diesen Punkt einer besonderen Krérterung zu
unterwerfen. FEbenso haben wir die Anwendungen, welcher die Relationen
(S.) und (T.) fahig sind, fiir eine andere Gelegenheit aufsparen miissen.

1.

Wir behalten hier, mit einigen unwesentlichen Abanderungen, die Be-
zeichnungen der Abhandlung in Bd. 76 des CreLLEschen Journals, S.177—2137),
die wir im Folgenden mit dem Zeichen Abh. citiren wollen, bei.

Es sei hiernach

Fl@) = (v-0,) 5—0,).... 0= a) @=b) @=b,) ... (=)

(B') [f‘/ (f) = ZO:aF(n—a)(:—n(x) F(x)ny(n) = 0,
wo F (v) eine ganze rationale Function x™ Grades von z bedeutet, und wo
(1) t=gto

gesetzt ist.

Wir haben mit a,, a,, ..., a, diejenigen singuliren Punkte bezeichnet, in
welchen sich die Integrale so verzweigen, dass nicht ihre Quotienten simmt-
lich ungeéndert bleiben, mit b,b,, ..., b, diejenigen, bei deren Umkreisung
simmtliche Integral-Quotienten ungeindert bleiben.

Die zu Gleichung (B.) adjungirte Differentialgleichung:

©) B = B0 e Foacaienn@ P02 = 0

bringen wir ebenfalls in die Form:
(2) [6]® = gqu_m_n(@ F@)s® =0,

G,(«) eine ganze rationale Function »* Grades von z.

Wir setzen vorliufig noch wie in Abh. voraus, dass die Wurzeln der
2w a,, a,, ..., a, gehorigen determinirenden Fundamentalgleichungen in ihren
realen Theilen negativ und grosser als die negative Einheit sind. Dann

1) Abh. XVI, 8, 415—455, Band I dioser Ausgabe. R. F.
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1) T2t
horigen determinirenden Fundamentalgleichungen die gleiche Eigenschaft.

haben*) auch bei der Gleichung (C.) die Warzeln der m a0, ..., 0, ge-

Setzen wir [x115
4, = Fm—‘/.)(r—l)(w) F (w)-/.’

und bezeichnen mit ¥ diejenige Function von «, welche aus A durch Ver-

s

tauschung von z mit « hervorgeht, sowie mit P, den Ausdruck ——-~*, so

hat der in Abh. S. 178%) eingefithrte Werth U die Form

G_P,__ P, o P, **)_
oz ozt ox"

(3) U= -P+

Es sei 7,1, ..., 1, das zu & = oo gehdrige Fundamentalsystem von In-
tegralen der Gleichung (B.), C,C,...,( das entsprechende Fundamental-
system von Integralen der Gleichung (C.), und zwar derart, dass ,, €, ad-
jungirte Integrale darstellen.

Ferner bedeute v, 4,y ---; 7, das zum singuléren Punkte 4 ,, gehdrige
Fundamentalsystem von Integralen der Gleichung (B.),

K—qn cuyi ) Cn‘u
das zu demselben singuliren Punkte gehorige Fundamentalsystem von In-

tegralen der Gleichung (C.), derart, dass wieder 7,,,¢, adjungirte Elemente
sind. Wir setzen, wie in Abh. 8. 190%):

n
la = gcbncnc,ur

(4.) "
& = chnccc.u:

so ergiebt sich#¥*):

(5') Eibatcbi =0, (@sh)
1
(6. Z‘},-bm 6 = 1,

%) Siehe Abh. §. 1801),
) ADh, §.1799),
#%) (f. Abh. §. 194—195%).

1) 8. 419, Band I dieser Ausgabe. R.F.
2) Ebonda S, 417, R.F.

3) Ebunda 8. 417. R. F.

4) Ebenda 8. 430. R.F.

5) Ebenda S, 434—435. R, F.
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wenn iiber die willkiirlichen Factoren in v, ¢, sowie in %, ¢ , auf dieselbe
Weise wie in Abh. S. 193") Gleichung (8.) und . 195%) Gleﬁ:hung (3.) dis-
ponirt wird.

Sind 7,7, ...,7, die Wurzeln der zu a,, gehérigen determinirenden
Fundamentalgleichung fiir Gleichung (B.), so fanden wir in Abh. S. 206%):

i au_f_ ‘raz
(S) f (xf deUn, 3 = (- 1y TZa 20 ln sin 77,
a“ a?l-l-l
Gyt Tty
6] (T) f dxf dalln,g = 0 =12 m; 1= 1,2,...n)
@ a,

(a,y a,,, von jeder der Grissen @, a,,, verschieden).

In diesen Ausdriicken bedeutet 3 diejenige Function von «, welche aus §
durch Vertauschung von # mit « hervorgeht.
Bezeichnen wir die Substitution

bll) A bm
L N mit B,
bmv ) b'rm
die Substitution
1) H H 0
0
(8.) ey ] mit L
0) 0, ’ J’n
1= 2711

und endlich die Substitution, welche das Fundamentalsystem

Ny Ny vo oy i

durch einen Umlauf um a , erleidet, mit §,, so ist:

9. 8, = BLB™.
‘Wir wollen
Ju? LB .gm
(10.) ,S:u = ( ....... )
gm} ety gnn

1) §. 432, Band I dieser Ausgabe, R.T,
2) Ebenda S. 435, R.F.,
) Ebenda S. 447, R.F.
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setzen, und nunmehr um Complicationen zu vermeiden, zu den oben iiber die
Wurzeln der zu a,, ..., @, gehorigen determinirenden Fundamentalgleichungen
gemachten Voraussetzungen noch die hinzufiigen, dass nicht die Differenz
zweier einer ganzen Zahl gleich ist.

Alsdann ergiebt sich¥), dass die Verhiltnisse der Coefficienten der Sub-
stitution B, folglich auch die Verhéltnisse der Coefficienten b, sich rational
durch die Gréssen g, und 4,4, ..., 4 vollstindig bestimmen lassen.

Aus den Gleichungen (5.) und (6.) folgt

(1) Cy = A”i
wo A die Determinante
bll! c) bm
(12.) A B
bmf “ b’/m
und [1117
dA
(13') B, = —(‘Wll
Wir setzen (11.) in Gleichung (S.) ein und erhalten
. R AP =12.
) J [ty = e, (20000
n G
wo
. b,.B
(14') A(a"b — XA .,
Die Grossen A*" sind nur von den Verhaltnissen der Grossen b, b,,, ..., b,

abhingig. Es ergiebt sich also:
Die Gréssen 4™ sind wohlbestimmte rationale Functionen
der Gréssen 4,4, ...,4 und g,, sie sind daher lediglich durch die

auf g, beziigliche Fundamentalsubstitution bestimmt.
Die Gleichungen (S') reprisentiren hiernach #* Gleichungen
fiir die »* Coefficienten g, der zu a4, gehdrigen Fundamental-

substitution des Fundamentalsystemes

7‘1) ‘nﬂ tety T"n'

*) Siehe meine Arbeit in CRELLEs Journal, Bd. 66, S, 133, woselbst g, mit e und die Horizontal-
reihen von (B)™ typisch mit 2, &,, ..., &, bezeichnet sind?).

1) Abh. VI, 8. 172—178, Band I dieser Ausgabe. R.F.
Fuchs, mathem, Werke. III 19
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2.

Betrachten wir nunmehr eine lineare Differentialgleichung
(1') Aoy+-A‘yl+"'+A"y(m = 0,

deren Coefficienten ganze rationale Functionen von z, und deren Integrale
iiberall bestimmte Werthe haben. Wir wollen fiir dieselbe die einschrinkenden
Voraussetzungen, welche wir in Abh. S. 183—1847) iiber die Wwzeln der
determinirenden Fundamentalgleichungen gemacht haben, fallen lassen, und
vorlaufig, um Complicationen zu vermeiden, nur Folgendes festsetzen: Die
singuldren Punkte b, d,, ..., b, seien so beschaffen, dass die simmtlichen
Differenzen der Wurzeln der ihnen zugehdrigen determinirenden Fundamental-
gleichungen ganze Zahlen sind, ohne dass sie zum Auftreten von Logarithmen
in ihrer Umgebung Veranlassung geben. Dagegen seien a, a,, ..., a, singulire
Punkte, in welchen sich simmtliche Integrale verzweigen, und fiir welche
nicht die Differenzen zweier Wuwzeln einer determinirenden Fundamental-
gleichung ganze Zahlen sind.
Ist nun

(2) u=Py+Py++P y7",

ms] wo P, P,..., P, rationale Functionen von z bedcuten, so geniigt «
einer linearen Differentialgleichung #** Ordnung

(3. Cout C'+ -+ Cu™ = 0
derselben Klasse mit (1.), welche ebenfalls die singuldren Punkte

Uy ooey @y Dy ooey by

o
besitzt, und deren Integrale denselben lFundamentalsubstitutionen
rugehoren, welchen die Integrale von (1.) uuterworfen sind.

Wir wollen jetzt zeigen, dass wir die rationalen Functionen
P,P,...,P _ so wihlen konnen, dass die Gleichung (3.) iber-
haupt dieselben singuldren Punkte wic (1.) besitzt, und dass die
rcalen Theile der Wurzeln der aunf a, a, e 0, beziiglichen de-
terminirenden Fundamentalgleichungen zwischen Null und der

negativen Einheit enthalten sind.

1) B, 422, Band I dieser Ausgabe. R.F.
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‘Wir konnen zunichst durch eine Substitution der Form

(4) y= (x—a,) a‘(x—a,)—“’... (x—ag)—“i'w,
wo die Grissen «, «,, ..., @, Null oder positive ganze Zahlen sind, aus (1.)
eine Differentialgleichung in w herstellen von der Beschaffenheit, dass die
Wuzeln der su a,, a,, ..., a, gehdrigen determinirenden Fundamentalgleichungen
in ihren realen l‘hellen positiv sind. 'Wir setzen demnach voraus, dass schon
die Gleichung (1.) diese Eigenschaft habe.

Sei nunmehr m —1 die hochste ganze Zahl, welche in den realen Theilen
der Wwrzeln der zu «, gehorigen determinirenden Fundamentalgleichungen

enthalten ist, alsdann werde

(. M) = @—a)" (@—a)" ... (g—a)"
gesetzt.
Sei ferner
) v) = @-a)(@—a,)... (2—a)
und
@) P(a) = % (=01, n-1)
wo ¢,(2), 9,(#), ..., 9,_,(#) noch niher zu bestimmende ganze rationale Func-

tionen bedeuten.

Wir wollen alsdann in Gleichung (2.) fir P, (z) die durch die Gleichung
(7.) bestimmten rationalen Functionen setzen.

Bezeichnen wir mit 7, 7,, ..., 7, die Wurzeln der zu einem Punkte o ge-
hérigen determinirenden Fundamcntalglcmhunv wo a aus der Rethe a,4a,,...,a,
entnommen ist, und mit y,y,, ..., Yy, das beziiglich zugehdrige Fundamental:
system von Integralen der Gleichung (1.). Sei ferner  diejenige der [ro
Grossen r,7,,...,7,, deren realer Theil die hochste ganze Zahl m—1 (die
oben dem Punkte @ zugeordnet worden) enthalt. Wird ¢ (a) von Null ver-
schieden angenommen, so gehdrt #, welches aus (2.) durch die Substitution
y =y, erhalten wird, zu einem Exponenten, dessen realer Theil zwischen
Null und der negativen Einheit gelegen ist. Moge der reale Theil von 7,
die grosste ganze Zahl m—1—p  enthalten (p_eine positive ganze Zahl oder
Null) und sei

®) bo = efe—a)*+0—a)" 4,

19*
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so wollen wir ¢, ¢, ..., ¢, , so einrichten, dass

4

<

Dt gy ) =) gy D ) £

1
+1,(r=1). (= + 2)mnl (aon-lw*)]

1

F 6] D gy (ry 1) D) + (1o + ),
@—1) a1

P D (o 07) + -

-

(l+1)

+(ra+1)ra...(rﬂ~—n+3)(

g e e

+6[00) + 0+ D Do)+ (o4 D0t =15 i) +

F gt )t A=1) o (r+ 2~ n+2) ])YD”-'( n-.tl»”‘]=

[s=28m 1=01,2 s Dg(f:x:-)=[d'f§f)] )
dx x=q

Wenn in diesen Gleichungen successive a = 2, 3,...,n gesetzt wird, so erhalten
wir fir 4 =0 n—1 Gleichungen fiir die Unbekannten ¢ (a), ¢ (a), ..., o,_(a).
Ebenso ecrhalten wir fir 4 =1 n—1 Gleichungen fiir die Unbekannten
9(a); 9,(a); -+ 9,,(0); 9,(a), 9,(a), .-y ¢, (), ebenso fir 4 =2 n—1 Glei-
chungen fiir die Unbekannten ¢ (a), ¢,(a), ..., ¢,_,(2); .(a), (), ..., o._(a);
0, 420 oy 9 (0) 1. .
Denken wir uns die Grossen »,,7,, ..., 7, so geordnet, dass

2) ')

pzzpaz"'zpm

so liefern die Gleichungen (9.) demnach fiir die Unbekannten
(1)(a) 9)( ) ') ?g)—l ((L) (l' = 01 l: --',pz_l)

im Ganzen p,(n—1) Gleichungen. Da die Anzahl der Unbekannten gleich
p,n ist, so sind die Gleichungen immer erfiillbar.

Dieselbe Schlussweise bleibt fiir jeden der singuliren Punkte a, giiltig.
1120] Sei

5L +1 L+1 b+1
(10.) o) = @—a)" T @0, L) S,
wOo
o li+1 0&)

2 =2 2

T o -(-;_ aa)‘ !
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worin C, willkiirliche Grdssen, I positive ganze Zahlen bedeuten. Nach
dem Zusammenhange, welcher aus der Theorie der Zerlegung einer rationalen
Function in Partialbriiche zwischen den Grossen Cj; und den Werthen o (a))
sich ergiebt, folgt daher, dass auch ¢f’(a) fiir 4 = 0,1,...,%; b= 0,1,...,0—1;
8=1,2...,¢ willkiirlich vorgeschrieben werden dirfen. Ist daher 4 =17
mindestens so gross als der hochste Index 4 der im Gleichungssystem (9.) fiir
a = a, auftretenden Grissen ¢’ (a,), so ergiebt sich demnach, dass wir stets
n ganze rationale Functionen o¢(z), 9,(z), ..., ¢,,(¢) von der Be-
schaffenheit angeben kénnen, dass ¢ (a,) den (Put Pyt tp,)0—1)

a,.

Gleichungen geniigt, die sich aus (9.) fir a =a,a, ...,a ergeben,
wenn p,, fiir den singuldren Punkt a dieselbe Bedeutun‘g hat wie
oben allgemein p, fiir den singulidren Punkt a.

Da die Wurzeln der zu a, gehorigen determinirenden Fundamental-
gleichungen sich nicht um ganze Zahlen unterscheiden, und da dic héheren Ab-
leitungen o{’(«,), die noch nicht im Gleichungssystem (9.) (fix @ = a,,a,,..., a,)
auftreten, ebenfalls willkiirlich wihlbar bleiben, so ergiebt sich, dass daher
o,(#), ¢,(@), ..., ¢, (x) noch so gewiihlt werden konnen, dass in w,, (dem Re-
sultat der Substitution von y, fiir ¥ in (2.)) nicht hohere Potenzen von
#—a,_ verschwinden, als es die Gleichungen (9.) erfordern, so dass die realen
Theile der Wurzeln der simmtlichen zu @, a,, ..., a  gehorigen determinirenden
Fundamentalgleichungen bei der Gleichung (3.) zwischen Null und der nega-
tiven Kinheit liegen.

Hiermit ist das am Eingange dieser Nummer ausgesprochene Theorem
bewiesen.

Fiir den Fall, dass bei Gleichung (1.) unter den Wurzeln der zu a, ge-
horigen determinirenden Fundamentalgleichung eine solche sich befindet, deren
realer Theil ganzzahlig, also unter den Wurzeln der entsprechenden Funda-
mentalgleichung bei (3.) eine solche, deren realer Theil Null, wenden wir
auf Gleichung (3.) die Substitution

(11.) 4= (v—a) (v—a,)... (x—ae)eqw

an, wo ¢, eine reale positive zwischen Null und Eins gelegene Grosse be-

deutet, von der Beschaffenheit, dass », —e ,7,,—¢, ..., 7, —¢, noch immer [11z

zwischen Null und der negativen Einheit gelegene reale Theile haben, wihrend

a) T2
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¢, die Null ist, falls sich unter den Wurzeln der zu a _ gehorigen determi-
nirenden Fundamentalgleichung bei (3.) nicht eine solche befindet, deren
realer Theil Null*).

Sei wiederum die Fundamentalsubstitution der Integrale der Gleichung
(1.), welche dem Umlaufe um @, entspricht

{111 R gl’n
So={+ovren ,
g’nl’ M gnn

so ist dieses auch die Fundamentalsubstitution der Integrale der Gleichung
(3.), welche demselben Umlauf entspricht, wéhrend die Integrale der Gleichung
in w (die aus (3.) durch die Substitution (11.) hervorgeht) fiir denselben Um-
lauf der Substitution

j.gu) MRS ) jgm

TGty =+ vy JYun

. . — 244y T8
unterliegen, wo j =¢ "7,

Es sind aber auf Gleichung (3.) oder die Differentialgleichung
fiir w die Relationen (8., (S.) und (T.) unmittelbar anwendbar, aus
welchen sich alsdann die Beziehungen fiir die Substitutionscoeffi-
cienten g, bei Gleichung (1.) ergeben.

3.
Die Gleichungen (S.) und ('I.) reprisentiren Relationen zwischen den
Coefficienten der Fundamentalsubstitutionen der Integrale 7,7, ...,n, und
den bestimmten Integralen der Form

a

(1') J%) = f‘Hx“"lzdx’
G
a,

@) HY = f "t da.
&

*) Siehe Abh. 8. 2081Y).

1) 8, 449, Bund I dieser Ansgabe, R. F.
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Man erkennt, dass diese Ausdriicke den Gleichungen

(3') Jgt: + Ju(zgu) ot J)(:Qn) = M, 2’““”7.11:
1 .
(4.) .H-?; + Hz.) + vee H?n) - ﬂ_ 21?@1/.‘“
%

geniigen, wo M, den Factor bedeutet, mit welchem v, bei einem nur um die
Punkte a,,a,,...,a, vollzogenen Umlauf multiplicirt wird, und die Grdssen [1122
U0 ¥, ganze Zahlen oder Null bezeichnen. Die Ausdriicke J), HY bedeuten
in den Gleichungen (3.) und (4.) bez. die Integrale
o, 0y

f z* v, dz, f z°C, dx

(tQ a(,
exstreckt lings des von a, iiber a,,a,, ..., ¢, fihrenden Schnittes, und zwar
auf demjenigen Ufer desselben, welches dem Ufer gegeniiberliegt, lings dessen
die Integrale J

w HY fiir p=1,2,...,0—1 vollzogen sind.

Setzen wir in Gleichung (B.) y = v,, multipliciren dieselbe mit #°, und
integriren zwischen den Grenzen a,,a,,,, so erhalten wir mit Riicksicht darauf,
dass die realen Theile der Wwizeln der zu a,, 4, ..., a, gehbrigen determi-
nirenden Fundamentalgleichungen zwischen Null und der negativen Einheit
gelegen sind, durch wiederholte Anwendung der theilweisen Integration

a[l-H
6) [ ks =

&4

Ebenso ergiebt die Integration von (C.), nachdem wir z = ¢, gesetzt und mit
#° multiplicirt haben,

Q41
() [ Etde =0

@
Die Grdssen [2°], und [2°], sind, wie aus No. 1 hervorgeht, ganze rationale
Functionen von # vom Grade n(t—1)+a.
Wird successive a = 0,1, 2,... in (5.) und (6.) gesetzt, so ergiebt
sich das Resultat: Simmtliche Grossen J lassen sich durch
) ({
J%y J'/.'(;)r e JQL:ZB(T-!)—U
und sémmtliche Grossen H¥ durch
) W (Y
HL‘(‘)? H&’:’ te H/.’.‘;I(T"J)"l

linear und homogen darstellen.
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4.

Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich, dass die Coefficienten der Funda-
mentalsubstitutionen der Integrale v,,7,,...,v, vermittelst der Gleichungen
(8') mit den Grossen J¥, HY fiir a =0,1,2,...,2(1=1)—1 und den Para-
metern der Differentialgleichung (B.) algebraisch verbunden sind. Zwischen
den Grossen J, H” bestehen iiberdies die Gleichungen (3.) und (4.) voriger
Nummer, deren Anzahl gleich 22'(t—1) (n#mlich fir a=10,1,2,...,n(t—1)—1,
x=1,2,...,n), und die im Allgemeinen 2’ (p - 3) Gleichungen repriisentirende
Gleichung (T.).

1123] Indem wir uns vorbehalten, auf diese Relationen, ihre Reduction und
ihre Anwendungen bei anderer Gelegenheit naher einzugehen, beschrinken

wir uns hier darauf, noch die Rechnungen fir # =1 und » = 2 auszufithren.

Es sei
L aw=1
(1) [vh = F(@)y'+ Feul@)y = 0,
(2) leh = [ Feu(®) + F'(@))2 + F(2) &' = 0.
Sei
Feo® _ & b B, Bs
(3) Fo — x—a,+ +x—aq+m—b,+m+x——b5’
wo die realen Theile von «, ..., @, positiv und kleiner als Eins, und 8, ..., §,

ganze Zahlen bedeuten. Dann ist
@) 1= —e) " ema) % @=b) P @)
. = @—a) e @ma) w0 b

Bezeichnen wir mit v, G, das zu @, gehorige Integral bez. der Gleichungen
(1.) und (2.), so ist

(6') N = Ny (= C’u,

. . . — 20, T
und es wird nach einem Umlaufe von # um a,,,, v und ¢ bez. in ye “**

und G2 n™ iibergehen. Auf der rechten Seite der Gleichung (S.) haben
b und ¢ den Werth Eins.

Es wird ferner

(7') U= - FT—l(x)_F‘E—l(a) d [F(x)—F(‘X)]’

+
r—0

z—a dz
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und (S')-und (T") nehmen die Form an

[ 2 —“°‘y,+1":
®) f” dxfa’” daligy = — 25—,

Sln e,
Gy pq L

®) f ' f daliny = 0,

wo 3 aus { durch Vertauschung von # mit « hervorgeht.
Betrachten wir den besonderen Fall, dass die Gleichung (1.) mit ihrer
adjungirten ibereinstimmt. Hierzu ist nothwendig und hinreichend, dass

(10-) F‘t—l(x) = %F’(&C).
Es fallen alsdann die Punkte b, ..., b, weg, und es wird [1124
al=a2="'=a =%~

i
Y

Die Gleichungen (1.) und (2.) werden:

(12, F@)y+1F@y =0,
(%.) F(o)s + 1 F'(@)e =
Ferner ist
(43") n= \/ﬁ )
(5a.) (= 1
_ F)- F(d)

(7a) - [ T—a ] dx[ T—a ]'

1 o U .
(8a.) f dx - MW = =i,
(9a.) f s f“ et \/_

v

'!:

Die Gleichungen (8a.), (9a.) sind unter Beriicksichtigung der abweichenden Be-
zeichnungsweise vollkommen iibereinstimmend mit den von Herrn WEIERsTRASS *)

*) Programm des Braunsherger Gymnasiums, August 1849, No, 1, Glgn. (4.) und (3.)?).

1) Mathematische Werke von Karl Weierstrass, Bd. I (1304), S. 114 und 117, R.F.
Tuchs, mathem, Werke, I, 20
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fir die Periodicititsmoduln der hyperelliptischen Integrale aufgestellten Re-
lationen, wie ich schon in Abh. S. 177) angemerkt habe.

IL. n = 2.
In diesem Falle ist
(L) [y, = F@'y®+ Fo (@) F(2) Y + Fyey(2) = O,
Fm-n( ) — Fz(v—-t)(“) d Fr—l(x) F(x) —-F, (“) F(“)
(12) U=—[ xx-—a ]+7x—[ Z—u ]
__di[F("’”)”—F(“_)”]
| r—o

in Bezug auf jede der Variablen z und « vom (2t—3)* Grade.
nz5] Aus No. 1 Gleichung (14.) folgt

ap = ue g = Dl
R L
| AP = AP, A=A
(14.) A = by, by—by,b,.
Daher ist
(15) 4P = -y = =l
A = -y = P

Bei dieser Rechnung ist zu beriicksichtigen, dass 4, 4, der Gleichung
(16‘) l’—(g"-l-gn)l-l—lll, =0
geniigen, und dass

(17') Iufe—12dn = X lz*)‘

*) Vergl. meine Arbeit in CRELLES Journal, Bd. 66, S. 133%).

1) 8. 415 und 416, Band I dieser Ausgabe. R.F,
2) Abh, V1, §, 172, Band I dieser Ausgabe., R.F,
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Die Gleichungen (S) werden daher, wenn wir

1 Quga
(18) f"?ﬁ dxf " dalr, 3 = Py
G By
setzen:
2w
Po= a1
— 2w
" Pu = (l,—l)(lz—l) ()
(19, P = — 2w
a le—l) Gauy
)
Fo = gya=p =1
Sei z. B. [1126
(20.) (4], = a(1-2)y? + [y —(e+ f+1) 2]y — fay = 0.
Wir setzen
(21) l—y =9, v—a—f=0, e=f=0
also

@2) r=1-q, «= j(l-g—0te), f=3(1-0—0—0)
Substituiren wir
(23.) Yy = x“l"'g")(l—-x)%(l“‘)u,
so geht (20.) fiber in
(20a.) Fayu®+ 2F(x) F'(x)w' + Ayu = 0,

*) Bei dieser Gelegenheit moge ein Rechenfehler angemerkt werden, der sich in dem Beispiele Abh.
S. 211) eingeschlichen hat. Aus den dortigen Gleichungen (15.) ergeben sich nicht die Gleichungen (16.)
bis (16a.), da bei der dortigen Bestimmung von ¢, &, (8. 210) und {y;, &y (S. 211)

[w,uh cm] == ["{uly C,ul]
(wa, &1 = ~{w, 4]

(cf. Abh, 8. 192—194%) sein muss, und demgeméss aus der ftir dieses Beispiel hiernach abzuindernden
Gl (J.) sich nur by, by — by by = 1 ergiebt?®).

und

1) 8, 463, Band I dieser Ausgabe. R.F.
2) Ebenda 8. 431—434, R.F,
9) Vgl. die Anmerkung 2), §. 466, Band I dieser Ausgabe. R. F.

20*
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wenn wir
(24) F@@) = s(@—1),
(25') Ao (1 90) z— 1>,+' 1 Qx)x +y [7+@o+@1 QZ]F()

Setzen.
Die Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichung bei (20a.) sind

fir 2 =0 : Yoo = —%(90*‘1): To = ; (90—1)7
r =1": ¥, = _';’(@l'l'l); Ty, = %(gl—l),
B'=00: 7, = §F+10, Tw = 1— y0

Setzen wir voraus, dass g, o, o, positive Grossen sind, kleiner als Eins,
so liegen r 7, T, Zwischen 0 und —1, dagegen r_,r_ zwischen 1 und 2.

o1) oz’ u’ 12 ')

In unserem Beispiele ist

(122, U= {[1T-o+e—0a]-i(l-0)@+a)
uz7] Die zu (202.) adjungirte Differentialgleichung lautet

(26.) FaPuw®+ 2F () F'{)w' + A,w = 0,
dieselbe ist also mit (20a.) identisch.

Es ist demnach

(27.) =1 L=1p

wo 1,7, bez. {,(, das zu = co zugehdrige Fundamentalsystem von In-
tegralen der Gleichung (20.) bez. (26.) bedeuten, und es ist

H(“) — J(U)
<28') (D) 2:1)’
Hm = Jm .

Die Gleichung (5.) No. 3 lautet in unserem Beispiele:
G t1

(29) f [a(@—1)@—1)'+ 2 (@—1)(2o—1)a + 4,]a*n, do = 0.

%,

Demnach ist in unserem Falle J folglich nach Gl (28.) auch

HY linear durch J*, J* ausdriickbar, wie es nach No. 3 erforderlich ist.

Bezeichnen wir mit
(0) )
5 = (gl‘i 9‘,‘;)

(0) (0)

g?l gﬂ?
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und mit

1) (1)

5 = (49
Y

bez. die zu # = 0 und » = 1 gehdrige Fundamentalsubstitution von 7, 1,, so
ergeben die Gleichungen (19.), wenn wir

0 1
(30) f . f daln,y = PO,
[+ 0
a1 [vs)
(31) Io f deln,y = PO
) 1
und
! T -
2 0 - o
32) 5 2 gin N
( | ' T — —u
- — T %
\ 2 sin? @‘
setzen: [1128
P = a,(g9-1),
Pg) == ogﬁ))
(3) )
Py = o,(g0-1),
Py = a,(g5-1),
64 P = a4,
' PP = a,g,

PY = o,(y0-1)

In den Ausdriicken (30.) und (31.) bedeuten y,, 1y, Functionen von «, die aus
1,y N, durch Vertauschung von z mit « hervorgehen.

Nach dem Obigen sind die linken Seiten der Gleichungen (33.) und (34.)
homogene Functionen zweiten Grades der Grossen:

0 0
fmdx fxmdx fngdx,fxvhdx,

@®

f’qldx fqudx,fnzdx fxqedx
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Man wiirde, wie wir nebenbei bemerken, wenn man in die Gleichungen
(33.), (34.) die bekannten Ausdriicke von 7, v, vermittelst bestimmter In-
tegrale substituirt, aus diesen Gleichungen die Fundamentalsubstitutionen in
der bekannten Form durch Euinrrsche Integrale (Gammafunctionen) darstellen
kénnen.

ANMERKUNGEN.

1) Anderungen gegen das Original,
Es wurde gesetzt:
8. 142, Gleichung (B.) F(x)° statt I'(2),
Zeile 4 v. u, wurde hinter ganze rationale Function »xten Grades« eingeschoben,
» 181, , 10 v. u. ist shaben« hinzugefiigt,
» 185, 10 »Wir setzenc statt »Setzen wire,
in den Gleichungen der Fussnote w statt w,

2) Zu dem 8. 146, Zeile 6 v. u. ff. angegebenen Satze ist zu bemerken, dass die Gleichung (3.) bei dem hier
angegebenen Verfahren nicht in den Stellen by, ..., by mit der Gleichung (1) tibereinzustimmen braucht,
dass vielmehr durch die ganzen rationalen Functionen ¢,(x) andere derartige Stellen hinzutreten
konnen, R. T
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NOTE ZU DER IM BANDE 83, P. 13 sqq. DIESES JOURNALS
ENTHALTENEN ARBEIT: SUR QUELQUES PROPRIETES ETC.;
EXTRAIT D'UNE LETTRE ADRESSEE A M. HERMITE"Y).

(Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 112, 1893, S. 156—164.)

Die folgende Notiz enthilt einige Ausfithrungen der in meinem an [156
Herrn Hermite gerichteten Briefe (d. J., Bd. 83, p. 13sqq.") skizzirten Grund-
lage der Modulfunction, wie ich sie in meinen Vorlesungen zu geben pflege.
Zur Mittheilung derselben werde ich nicht nur durch das allgemeine Interesse,
welches gegenwirtig die Theorie der Modulfunctionen gefunden, veranlasst,
sondern auch weil das von mir angewendete Verfahren einer Verallgemeinerung
fahig ist zur Entscheidung der Frage, wann die durch Umkehrung von Quo-
tienten von Integralen linearer Differentialgleichungen entstehenden Functionen
eindeutig werden.

Die oben citirte Arbeit aus dem 83. Bande dieses Journals werde ich
der Kiirze halber mit dem Zeichen B. citiren.

1.
Wie in B. sei

- ‘__dy__ n = “_—d!/___
(1) A fo Vil=pu—y) fl Vyly=1)w—y)’
und es werde

2) H=2

1) Abh, XXIV, 8. 85 ., Band II dieser Ausgabe. R.F.
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gesetzt. 'Wir zerschneiden die Ebene T' der complexen Variablen # durch
einen langs der realen Axe von # = 0 tiber # =1 ins Unendliche gefithrten
Schnitt, und bezeichnen die so erhaltene «-Ebene mit 1", sowie mit 4", %,
die in T" giiltigen Zweige der Functionen v, 17,, wie sie in B. vermittelst
157] der Differentialgleichung
@y n 1 _
(3) 2u(u-1)d—u?+ 2(21;—1)%+§7, = 0,

welcher 1, 7, geniigen, daselbst durch die Relationen (B.), (C.), (E.) definirt

worden sind. Ferner sel

(0)

T

(2a.) H = G
It

Die Begrenzung I' der 7"-Ebene besteht aus den beiden Ufern des Schnittes

(0,1, 00) und aus einem um % = 0 beschriebenen unendlich grossen Kreise &.
(Siehe Fig. t.)

Figur 1. I"-Ebene.
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Wir wollen diese Begrenzung mit Hiilfe der Gleichung (2a.) auf die
H-Ebene abbilden. (Siehe Fig. 2.)
In dem Theile (o, ,1) von I' gilt fiir H, die Gleichung

(&) H, = —4,
wenn wir [1s8
(4a.) 4= —[H () + Iog th—]

setzen. (Siehe B. p. 24, GL (3.)%.)

Von den mehrdeutigen Aus- Figw2,  H-Ebene,

driicken log-:;, log(w—1) und o

logw in den Gleichungen (1., g
(2.), (3.) von B. p. 247) konnen ~7° j

wir einen, z. B. iog%, willkiir- - ¢ A
lich fixiren, wihrend die beiden - 31 %

anderen alsdann durch stetige -9l ]
Fortsetzung von H, in T sich g
von selbst bestimmen. v
Es sei daher log% l&ngs ‘/\ G,
(o0, e, 1) real gewdhlt, so sind
A4 und H fiir dieses Intervall -4~ '
cbenfalls veal, weil (s. B. p. 16 %) g
v’ , folglich auch H_(») fir reale Werthe von # real ist. Aus der Gleichung
d4 dfe 1
) e —W[wﬂ] = v’ u(u—l)
(s. B. p. 18 GL {C.) und p. 20%) ergiebt sich, dass % lings (oo, «, 1) stets
positiv ist, weil nach B. p. 16 GL (3.)%) v’  dieselbe Eigenschaft hat.
Wihrend also # die Bahn (o0, ¢, 1) durchwandert, nimmt H, fortwéhrend ab.
Fir « = oo ist H, ein positiver unendlich grosser Werth, wihrend H, fiix
u =1 verschwindet (s. B. p. 23 Gleichung (8.)%).

1) §.97, Band IT dieser Ausgabe. R.F.
2) Ebenda 8.83. L. T.

3) Ebeuda 8. 90 und S. 93 GL. (D.). R.F.
4) Ebenda § 96, R, F.

Fuchs, mathem. Werke, IIL 21
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Es entsprechen sich also die Punkte der Bahnen (o0, e, 1) von
% und (c0,0) (g in Fig. 2) im positiven Theile der realen H-Axe
gegenseitig eindeutig.

Fiir den Theil (2, ¢, 1) der realen w-Axe gilt neben der Gleichung (4.)
auch die Gleichung

6) H
(s. B. p. 24 GL (2.)7).
159] Da o, folglich auch H,(x) fir reale Werthe von % real ist (s. B. p. 16%),
und da H,, wie oben gezeigt, in dem genannten Intervalle real ist, so ergiebt
die Gleichung (6.), dass wir lings (2,e,1) den Ausdruck log(x—1) real
annehmen miissen. Setzen wir log(#—1) lings eines Halbkreises um w =1
von der Strecke (2, «, 1) nach der Strecke (1, §, 0) fort, so wird in letzterer

» = TH{u)—log(u—1)’

Strecke
(6a.) log (u—1) = (log (1—u)) — =,
wo (log{1—u)) real zu nehmen ist.
Sei
(") B = —[H,(u) + (log (1 —u)],
so ist langs (1, 6, 0)
s
(®) Ho= 5o
Nach B. p. 28 GL (8.)%) ist fiir 4 = 0, B =0, und fiir u =1, B = co.
Nun ist
dB d[v,] _ o
(52, W "%[T] T u(l-u)d,
(s. B. p. 17 GL (B), p. 20 GL (D)4). FEs wird also 2 zwischen 1 wnd 0

positiv bleiben und daher B ununterbrochen von co bis 0 abnehmen,
wahrend # die Bahn (1, 8, 0) beschreibt.

Aus der Gleichung (8.) ergiebt sich daher, dass H, in der H-Ebene einen
nach der positiven Seite gelegenen Halbkreis € mit dem Radius ; um den
Punkt (0, —%) beschreibt, wihrend « die Bahn (1, 8, 0) durchléuft.

1) S. 97, Band II dieser Ausgabe. R.F.
?) Ebenda .83, R.F.

3) Ebenda §.96. R.F.

4) Ebenda 5. 89 und 8. 93. R.F.
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Die Punkte der Bahnen (1,4,0) und @ entsprechen sich gegen-
seitig eindeutig.
Fiir die Bahn (1, g, 0) gilt neben (8.) noch die Gleichung

H,(u)—log u

(9) = ) —Toga]’
(s. B. p. 24 GL (1.)7).
Sei
(10.) H,(u)=logu = =C,
so wird aus der Gleichung (9.):
¢
(%) N~ 1

Da im reciproken Werthe von H, nach Gleichung (8.) der Coefficient von ¢
constant sein muss, so ist erforderlich, dass logu lédngs (1,8, 0) rcal [
gewahlt werde. Den Werth von logu lings der Strecke (0, y,1) erhalten
wir, indem wir diese Function lings eines um » = 0 fithrenden Kreises von
der Seite (1,8,0) nach der Seite (0,y,1) fortsetzen, also (logu)--2wi, wo
(logw) real ist. Demnach ist fiir die Babn (0, y, 1)

O+
(1) h= T
Nun ist
ac 1 d (9,\ _ 1
(5. T w %(a) T oart u(—1)’

(s. B. p. 20 GL (10.)%).

Da logw auf der Bahn (1,8, 0) real ist, so ist C' ebenso wie v, auf
derselben Strecke real, und es ist 3—3 zwischen 0 und 1 fortwahrend negativ.
Nach B. p. 23 GL ()% ist fir H =0 » =1, also nach Gleichung (9a.)
C =0. Ebenso folgt daraus, dass fiir w =0 H, = —¢, fir denselben Werth
von % C =co. Es nimmt daher C ununterbrochen von oo bis 0 ab,
wahrend # die Strecke (0,7, 1) durchliuft. Die Gleichung (11.) lehrt daher,
dass H, in der H-Ebene einen nach der positiven Seite der realen Axe ge-
legenen Halbkreis M mit dem Radius  um den Punkt (0, —%) beschreibt,

1) 8, 97, Band IT dieser Ausgabe. R.F.
2) Bbenda 8. 93. R.F.
3) Ebenda S.96. B.F.

21*
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wihrend # die Bahn (0,7,1) durchlduft. Die Punkte der Bahnen (0,7,1)
und M entsprechen einander gegenseitig eindeutig. Wenn » die
Strecke (1, 8, co) zurlicklegt, so gilt fir H, wieder die Gleichung

(b.) H= -1 [Hm(u) +log .H

Wihrend lings (oo, e, 1), log-l— real war, liefert die Fortsetzung von log -

u U
lings eines wm % = oo fithrenden Kreises von der Seite (oo, «,1) nach der
Seite (1,4, 00) fiir diese Function lings (1,4d,00) zu dem Werthe (log %)+ 2mi,
wo wiederum  (log %) real ist. Die Gleichung (4b.) wird dsher nach Glei-
chung (4a.)

1 .
(4(3) HO = "EA—21

Da nach dem Obigen A4 real ist und fortwiahrend wachsend von 0 bis
co sich bewegt, wihrend » die Bahn (1, 8, co) beschreibt, so wird demnach
H, dic im Abstande —2 zur realen H-Axe parallele und nach der positiven
161] Seite derselben bis ins Unendliche verlaufende geradlinige Bahn g’ durch-
wandern, wihrend » den Weg (1, §, o) beschreibt.

Die Punkte dieser Bahnen entsprechen sich wiederum gegen-
seitig eindeutig.

Beschreibt endlich v den Kreis & mit dem unendlich grossen Radius R,
so durchlauft H, nach Gleichung (4c.) eine Bahn, welche durch die Gleichung

(12) H, = —~{—4log 2 + 2mi—log R — i

. s
dargestellt wird, wenn 4 = Re®"
Wenn o von 0 bis 2w geht, so beschreibt H in unendlich grossem posi-

tiven Abstande von dem Nullpunkte der H-Ebene, ndmlich Hog2+1og R oine

Parallele » zur lateralen H-Axe, von g' beginnend und in g endig;nd.

2.

Wir wollen das von den Linien g, €, M, ¢, & abgegrenzte Gebiet der
H-Ebene mit G, bezeichnen.

Den Werthen u der T'-Ebene, deren Modul sehr gross, entsprechen nach
den Gleichungen (4b.) und (12.) Werthe H, innerhalb G, in kleinem Ab-
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stande von h, s. B. p. 24%), und es findet zwischen diesen Werthen die
Gleichung

()

statt, wo @(g) einc nach positiven ganzen Potenzen von ¢ fortschreitende
Reihe bedeutet (s. B. p 25 GL (2.)%).
Setzen wir die durch die Gleichung (1.) definirte Function # von H in

1

= 16e_ﬂH"
U

+ole™)

der nach der positiven Seite der realen Axe gelegenen Halbebene der Variablen

H geméss der Gleichung
dw — ww—1)7
®) W=
fort, so konnen wir fiir einen endlichen, ausserhalb der lateralen Axe ge-
legenen Werth von H nicht zu einem der Werthe w = 0,1, co gelangen, da

gemiss der Gleichung
(3.) H= ﬂz__,

T
welche sich mit der functionalen Beziehung (2.) deckt, fir =0, v =1 [x62
der Punkt H auf die laterale Axe entfdllt, und fiir = oo der Punkt H ent-
weder ebenfalls auf die laterale H-Axe entfsllt oder nach der positiven Seite
der realen Axe ins Unendliche riickt (s. B. p. 23%).

Wir kénnen aber bei der Fortsetzung nach Gleichung (2.) fiir einen end-
lichen ausserhalb der lateralen Axe gelegenen Werth von H auch nicht zu
einem von # = 0, 1, oo verschicdencn Werth # = o gelangen, fiir den 7, = 0.
Denn da fir # = « bekanntlich nicht zugleich 7, = 0 sein konnte, so miisste
fir 4 = &, H unendlich werden.

Dem Fundamentaltheorem der Theorie der Differentialgleichungen zu
Folge wird daher # eine eindeutige Function von H in dem ganzen
Gebiete der letzteren Variablen sein, welches nach der positiven
Seite der realen Axe gelegen ist (s. B. p. 26%).

Das Gebiet der Variablen u, welches durch die so definirte
Function » von H als Abbildung des Gebietes G| hergeleitet wird,
bedeckt die ganze T'-Ebene.

1) 8. 97, Band IT dieser Ausgube. R.F.
2) Ebenda §,99. R.T.

$) Ebenda S. 96 und 97. B.F.

4) Ebenda $.100. R.F.
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Denn wire ein Theil U der T'-Ebene von dieser Abbildung ausgeschlossen,
so konnte seine Begrenzung I' nicht Punkten des Inneren von G, entsprechen,
weil in der Umgebung jeder Stelle H im Inneren von G, die Function
eindeutig, endlich und stetig ist, also der Umgebung von H = H, die volle
Umgebung des entsprechenden Punktes « = »’ entsprechen wiirde.

Wegen der Eindeutigkeit der Function # von H in G, kann aber # fiir
eine Stelle H auf ¢, ¢, M, g’ nur zu dem einen Werthe » resp. der Theile
(00, @, 1), (1, B,0), (0,7, 1), (1,8, 00) der realen Axe gelangen, welcher bei der
obigen Construction des Gebietes G, den Werth H] lieferte. Fiir Punkte H,
auf 1 miisste aber # uncndlich gross sein. Demnach miisste die Begrenzung
I' von U, so weit sie sich im Endlichen befindet, aus Theilen der realen
u-Axe bestehen. Da aber die Coefficienten der Reihen H (v), H (u), H (v)
veal sind, so crgeben die Gleichungen (4.) und (4c.) voriger Nummer, dass
in der Nahe des Theiles (1, c0) der realen #-Axe zu beiden Seiten die
zugehdrigen Werthe H im Inneren von G, und zwar resp. von ¢ und g°
gelegen sind. Ebenso ergeben die Gleichungen (8.) und (11.) voriger Nummer,
dass in der Nihe des Theiles (0,1) der realen w-Axe zu beiden Seiten
die zugehorigen Werthe von H, im Inneren von G, resp. an &, It gelegen
sind.

163] Demnach kann es kein Gebiet U der Variablen « geben, welches bei
der Abbildung von G, vermittelst der eindeutigen Function » von H aus-
geschlossen ist.

Die Abbildung des Gebietes G, vermittelst der Function u
von H auf die u-Ebene bedeckt dieselbe nur einfach.

Dieses folgt daraus, dass nach den Grundsitzen der Theorie der linearen
Differentialgleichungen die Integrale der Gleichung (3.) No. 1, folglich auch
H, in der 7-Ebene eindeutige Functionen von « sind.

Die Ebene T" und das Gebiet G, sind demnach conforme Ab-
bildungen von einander.

3.
Irgend ein Zweig H hat die Form

v+ oH,
1, =
(1) H= i,
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WO A, u, v, @ reale ganze Zahlen sind, welche der Bedingung
@) ho+py =1

geniigen, und wo iiberdies 4, ¢ ungeradc Zahlen, u, » gerade Zahlen bedeuten.
(B. p. 221)

Da nach voriger Nummer allen Werthen # in T' nur Werthe H, mit
positivem realen Theile entsprechen, so ergiebt sich nach dem Satze (B. p. 247),
dass alle Werthe H nach der positiven Seite der realen H-Axe ge-
legen sind.

Da, wie schon oben bemerkt, die Gleichungen (2.) und (3.) voriger
Nummer dieselbe functionale Beziehung ausdriicken, so ist eine Fort-
setzung der fiir die Werthe H mit positivem realen Theile defi-
nirten Function » vermittelst der Differentialgleichung (2.) voriger
Nummer iber die laterale H-Axe hinaus nicht méglich.

Seien Hund H zwei verschiedene Zweige, und sei H durch die Gleichung
(1.) gegeben, withrend H' durch

, . vitgH,

(1 ') H - l’-l-y/'iHo

definirt wird, wo wiederum &,y v, ¢' ganze Zahlen, welche der Gleichung
(2I.) ll@l+ M”/' — 1

gentigen, und wovon 4, ¢’ ungerade Zahlen, , »' gerade Zahlen sind.

Fitr zwei verschiedene Werthe » = w, und » = », kann wegen der [164
Eindeutigkeit der Function » von H nicht H'(s) = H(s,) sein. Es kann aber
auch nicht

(3) H'(u,) = H(x,)

sein. Denn aus (1.) und (1') wiirde alsdann folgen

@) H, 11, )+ "‘—{;tf"- )= = 0,
wo N . .
) (i8) =Gt (i)

1) 8. 95 und 96, Band IT dieser Ausgabe. R. F.
2) Ebenda 8. 97 und 98. R, F.
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Aus (4.) ergiebt sich wegen

(6‘) ad+ By =1,
I R
(7.) H0= Tﬁ—@i‘ﬁv‘i—(a‘l‘d).
Nach B. p. 22") sind «,d ungerade Zahlen, 8,y gerade Zahlen. Es kann
nicht «+0 = 0 sein, weil sonst nach (6.)

8. fr—2 = (e—1)(a+1),

was nicht moglich ist, da die rechte Seite durch 4 theilbar wire, die linke
Seite aber nicht. Es hat also (¢+0)" mindestens den Werth 4, daher liefert
die Gleichung (7.) einen Werth H, auf der lateralen Axe.

Die simmtlichen Zweigwerthe H erfilllen daher in der H- Ebene Flichen-
gebiete, welche nirgendwo ausserhalb der lateralen Axe Punkte
gemeinschaftlich haben.

Da wir aber bewiesen haben, dass jedem Punkte H in der die positive
Seite der realen Axe enthaltenden Halbebene Werthe » entsprechen, so er-
fullt die Gesammtheit der Zweige diese Halbebene liickenlos.

Es miissen daher an der lateralen H-Axe fiber alle Grenzen abnehmende
Flichentheile sich anhdufen, welche Zweigwerthe von H darstellen.

1) 8. 95, Band 1I dieser Aumsgabe. R. 1\

ANMERKUNG.

Anderung gegen das Original.

Es warde gesetzt:
1 — .
8. 168, Gleichung (7.) rechter Hand 55 V4 — (4 0)? statt V4 — (e +0)E. R T




LXTI.

UBER LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN,
WELCHE VON PARAMETERN UNABHANGIGE SUBSTITUTIONS-
GRUPPEN BESITZEN.
(L. Theil, Einleitung und No. 1—4, Sitzungsberichte der Konigl. preussischen Akademie
der Wissenschaften zu Berlin, 1893, XLV, S. 975—988; vorgetragen am 16. November;

ausgegeben am 23. November 1893. II. Theil, No. 5—8, Sitzungsberichte, 1894, XLIT,
S. 1117—1127; vorgetragen am 1, November; ausgegeben am 8. November 1894.)

Die folgende Notiz schliesst sich der Reihe von Arbeiten iiber lineare [o75
Differentialgleichungen an, welche ich in den Sitzungsberichten verdffentlicht
habe, insbesondere an die Notizen vom Jahre 1888, S. 1273%); 1892, S. 1577
und 11137, worin ich eine Kategorie von linearen Differentialgleichungen in
die Untersuchung eingefiihrt habe, deren Integrale sich bei beliebigen Um-
ldufen der unabhiingigen Variabeln unabhiingig von gewissen in den Coeffi-
cienten der Differentialgleichungen auftretenden Parametern &ndern, und deren
Zusammenhang mit einer Klasse simultaner partieller Differentialgleichungen
ich insbesondere in der Notiz von 1892, S. 157%) untersucht habe. Die gegen-
wirtige Note dient zur Vorbereitung fiir weitere an die bezeichnete Kategorie
von Differentialgleichungen sich anschliessende functionentheoretische Folge-
rungen.

In der Notiz von 1892, S.1118—1120%) habe ich nachgewiesen, wie man
jeder linearen Differentialgleichung, fiir welche die Wurzeln der determi-
nirenden Fundamentalgleichung nicht um ganze Zahlen verschieden sind, eine

1) Abh, LIV, 8. 15 ff. dieses Bandes. R.F.
2) Abh. LIX, 8. 117 ff. dieses Bandes, R.F.
9) Abh. LX, 8. 141ff. dieses Bandes, R.F.
4) Ebenda S. 146~149, R.T.

Fucls, mathem, Werke, III. 22



170 UBER LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN.

Differentialgleichung derselben Klasse zuordnen kann, bei welcher der reale
Theil dieser Wurzeln seinem absoluten Werthe nach die Einheit nicht ber-
schreitet. Die gegenwirtige Note enthalt eine Erginzung zu diesem Satze,
fir den Fall, dass jene Wurzeln auch um ganze Zahlen verschieden sind.
Ich habe dieselbe hier aufgenommen, weil sich davon bei der Untersuchung
der Anzahl der singuliren Stellen einer Differentialgleichung der in der Uber-
schrift bezeichneten Kategorie mit Vortheil Gebrauch machen ldsst.

1.

Zunichst wollen wir einige Sitze aufstellen, welche auf allgemeine lineare
Differentialgleichungen Bezug haben.
Es seien die Coefficienten der Differentialgleichung:

a ary
6] (1) A DT Y = 0
in der Umgebung eines singuldren Punktes a von der Gestalt:
—_ 7 *
(2.) L P )

wo P, eine nach positiven ganzen Potenzen von z—a fortschreitende Reihe
bedeutet, und » = ¢ eine y-fache Wurzel der determinirenden Fundamental-

gleichung:
B) r(r=D(-2)...0—n+1)+ P(a)r(r—1)...00 —n+2) + - + P,(a) = 0,
ferner 7, 7,, ..., 7, die entsprechenden Elemente eines zu a gehorigen Funda-

mentalsystems, so dass
(4) M = (@—0 [G+ Pt 4 + Pt ],
wo ¢" die hochste Potenz des in v, auftretenden Logarithmus, ¢, nach posi-

tiven ganzen Potenzen fortschreitende Reihen bedeuten, welche nicht simmt-
lich fiir # = & verschwinden, und:

(5. t = log (x—a)

gesetzt worden ist**).

*) CRELLEs Journal, Bd. 68, S. 360, Gl (3.)).
*) Ebenda 8. 3642).

1) Abh, VII, 8. 212, Band I djeser Ausgabe, R.,F.
2) Ebenda 8,216 R, F.
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Es seien nunmehr Q (), Q,(2), ..., Q,_,(¢) noch zu bestimmende ganze
rationale Functionen von z, und sei:

©) U= Q@+ QO Y 1t Q) T
Setzen wir:

(%) St Gt ot ot = (t),
50 ist:

(8. = (@—aff(t),

und es ergiebt sich:

0) L0 = [1O+ 4,87 FO+ 4,60 o+ BPO) =P Hh() o™

Hierin bedeutet f“(f) die o' Ableitug von f(¢) nach ¢ und f;(f) eine ganze
rationale Function von ¢, deren Coefficienten nach ganzen positiven Potenzen
von z—a fortschreitende Reihen sind.

Setzen wir in (6.) y = 7, und bezeichnen den zugehdrigen Werth von #
mit u, so wird demgemass:

(10) = @—af[Flo, a1t + T8+ 0 po . [
+ I o] 4 o),
wo:
F(@) x) = Qo(x) + Q1(x) o+ Qz(x) 92 ot Q‘n—x(x) 9"_11
11, @ ,
] reen = e

und g(t) eine wie £;(¢) beschaffene Function ist.
Es seien nunmehr die Coefficienten von Q (2), Q,(#), ..., Q,_,(%) so be-
stimmt, dass die ganze rationale Function von #:

(12') F(?‘, a) = Qo(a) + QI (a)r + Qz(a) Pt Qn—l(a') e

den Linearfaktor r—¢ genau (m+1)-fach enthilt, dagegen aber fir keine
andere Wurzel der Gleichung (8) verschwindet. Dann ist f™*(t), ..., 7" (t)
identisch Null, wéhrend

(13, Flo,0) =0, ..., F™(g,0) = 0.
22%



172 UBER LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN.

Es ist
(14) m<n-—1

Wir konnen die noch unbestimmten Coefficienten von

Q@) €@+ ey Qo)

stets so wihlen, dass g¢+1 auch genau der Exponent ist, zu welchem
Uyy Uyy +., %, gehiren.

Ist r = ¢ eine von g verschiedene Wurzel der Gleichung (3.) und { ein
entsprechendes Element des zu a gehorigen Fundamentalsystems, so ist unserer
Voraussetzung nach nicht gleichzeitig

F(z,0) =0, F'(5,0) =0, ..., I*"o0,0) =0

Bezeichnen wir demnach mit » das Resultat der Substitution y = in Glei-
chung (6.), so gehort v noch immer zum Exponenten a.

Es seien diejenigen Wurzeln der Gleichung (3.), welche von einer be-
stimmten Wurzel r, derselben um ganze Zahlen verschieden sind, derart in
Gruppen vertheilt, dass in jeder Gruppe gleiche Wurzeln sich befinden. Die
Gruppe R, enthalte die Wurzel r, p -fach, die Gruppe R, dic Wurzel » —g,
w-fach w. s. w., die Gruppe R, die Wurzel r,—g, u -fach, wo die Grissen g
positive ganze Zahlen bedeuten, welche simmtlich von Null verschieden sind
und mit dem Index anwachsen. Dann giebt es ein der Gruppe R, ent-
sprechendes System von Integralen:

(“‘) yll’ ?/12, by y“"l,

o78] welche zum Exponenten r —g, gehoren und so beschaffen sind, dass nicht
durch eine lineare Combination derselben mit Integralen hoherer Exponenten
ein anderes zu r,—g, gehoriges System mit einer geringeren Anzahl von Ele-
menten erhalten werden kann, wéhrend jedes andere Integral, welches zum
Exponenten r,—g, gehért, sich durch das System («.) und Integrale héherer
Exponenten linear ausdriicken ldsst¥).

Wenn umgekehrt:

(8) Wy Wy +ovy W,

*) CRELLES Journal, Bd. 68, S. 355).

1) Abh. VII, 8, 206—207, Band I dieser Ausgabe, R.F.
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ein System von Integralen ist, welche zu einer Wurzel r —g, der Gleichung
(3.) als Exponenten gehoren, und wenn das System (B.) nicht durch eine
lineare Combination seiner Elemente mit Integralen hoherer Exponenten auf
ein anderes ebenfalls zu r —g, gehdriges System mit einer geringeren Anzahl
von Elementen zuriickgefiihrt werden kann, wahrend jedes andere Integral,
welches zum Exponenten r,—g, gehort, sich durch das System (.) und In-
tegrale hoherer Exponenten linear ausdriicken lasst, so ist r —g, eine p-fache
Wurzel der Gleichung (3.). Denn wire » —g, eine ¢-fache Wurzel und ¢ < p,
so miisste nach dem eben citirten Satze das System (B.) sich durch eine ge-
ringere Anzahl von Elementen ausdriicken lassen.
Es mége nunmehr « aus Gleichung (6.) der Differentialgleichung:

., a*u d"u
(15.) ‘@7+€llw+"'+%“ =0

geniigen. Wir setzen in (6.) an dic Stelle von y successive die Elemente des
Systems (z.) und bezeichnen die Resultate mit:

(r) Uyyy Uggr oor)y Uyt
Moge die oben mit ¢ bezeichnete Wurzel der Gleichung (3.) jetzt:
(16.) e ="r—Y
sein, und Q, Q,, ..., @,_, so bestimmt werden, dass I'(r,a) [Gleichung (12.)]

den Linearfactor r—(r,—g,) genan y -fach enthdlt. Alsdann gehdren die In-
tegrale des Systems:

(@) Uy gy oo g,

zum Exponenten # —g,+1, wihrend fir 2 =1 das System (y.) zum Exponenten
r—g, gehort.

Die Elemente eines Systems (7.) fiir 2 == 0 stehen aber weder unter ein-
ander noch mit den Integralen eines anderen Systems in linearer Beziehung,
wenn die Gleichung (1.) irreductibel ist. Dasselbe gilt fir 4 =0,
wenn g, > 1.

Die zu 2 =a gehdrige determinirende Fundamentalgleichung
fir die Gleichung (15.) besitzt also die Wurzeln:

() Py H—gt 1, =gy ooy 1= 0, [979
Tesp. g, i, b, ...y p,-fach, wenn g >1.
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Ist g —1>1, so sei:

du A"ty
(6a.) Y= ROM+RI—OF+---+R,,_1‘(%—"T:
wo R, R, ..., R _, ganze rationale Functionen sind, welche so bestimmt
werden, dass:
(12a.) F,(rya) = R () + B,(a)y + -+ + B, ()"

den Linearfactor r—(r,—g,+1) genau g -mal enthilt. Alsdann ergiebt sich,
wie oben, dass die Wurzeln der zu a gehdrigen determinirenden Fundamental-
gleichung fir die Differentialgleichung:

d*v e
(15&.) %7+Slw+“'+sﬂ’v = O,

welcher v aus (6a.) geniigt:
(5") Ty 1= 2, 1=y ooy Ty —9n

und zwar genau TYesp. @, ft, i, ..., s, -fach sind.

Wiederholen wir den Process (6.), (6a.), ..., so ergiebt sich:

Wir kénnen eine mit (1.) zu derselben Klasse gehdrige Diffe-
rentialgleichung aufstellen, bei welcher die von #, um ganze
Zahlen verschiedenen Wurzeln der zu a gehdrigen determiniren-
den Fundamentalgleichung:

) Ty =1, 1=y eosy Fy— 0,
sind und resp. g, g, 8, ..., p,-fach auftreten.

Wiederholen wir denselben Process an den Gruppen, deren Reprisen-
tanten 7 -g,,7,—9¢,, ..., r,—g, sind, so gelangen wir zu einer mit (1.) zu der-
selben Klasse gehorigen Differentialgleichung, deren zu @ gehdrige determi-
nirende Fundamentalgleichung die Wurzeln:

(71‘) Y] /rl—l} 7.1—2) veey Ny

TeSP. 8, by W,y .+, &,-fach hat, wihrend die iibrigen Wurzeln dieser Gleichung
mit denjenigen Wurzeln der Gleichung (3.) tibereinstimmen, die nicht von 7,
um ganze Zahlen verschieden sind.

Der Process, durch welchen von einer Differentialgleichung zu einer
anderen derselben Klasse itbergegangen wird, ist so beschaffen, dass die In-
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tegrale der letzteren nicht an einer endlichen Stelle, welche von den singu-
liren Punkten der ersteren verschieden ist, unendlich werden konnen. Da die
Integrale der letzteren sich aber auch nicht an einer von den singuliren
Punkten der ersteren abweichenden Stelle verzweigen konnen, so kénnen in
der letzteren Differentialgleichung nur ausserwesentlich singulire Stellen [980
hinzutreten (ausserwesentlich in dem Sinne, dass die Integrale in ihnen weder
unendlich werden, noch sich verzweigen*)).

Die Functionsreihen @, Q, ..., Q,; B, R, .., R

n~11

w. 8. w., die wir
bei den auf den singuliren Punkt ¢ beziiglichen Transformationen anwenden,
konnen wir nun so wahlen, dass die zu allen von @ verschiedenen wesentlich
singuléren Stellen der transformirten Differentialgleichung gehorigen determi-
nirenden Fundamentalgleichungen dieselben bleiben, wie die zu denselben
Stellen gehorigen determinirenden Fundamentalgleichungen fiir die Glei-
chung (3.).
Indem wir nun fir alle wesentlich singuliren Stellen den Transformations-
process ausfithren, gelangen wir zu folgendern Resultat:
Es giebt stets eine mit (1.) zu derselben Klasse gehorige Diffe-
rentialgleichung von folgender Beschaffenheit:
Es sei a irgend ein im Endlichen gelegener wesentlich
singuldrer Punkt, »,7,...,7, diejenigen Wurzeln der zu-
gehorigen determinirenden Fundamentalgleichung, die
(A.) sich nicht um ganze Zahlen von einander unterscheiden.
Der Complex der von 7, um ganze Zahlen (Null) ver-
schiedenen Wurzeln derselben Gleichung hat dann die
Gestalt:

oy =1, =2, ..., rn—v,
worin » hochstens den Werth n—1 erhalten kann.

Dieser Satz bildet eine Erginzung zu einem Satze, welchen ich bei
fritherer Gelegenheit aufgestellt habe *¥).

*) Siehe CrELLEs Journal, Bd. 68, S. 3781).
) Siehe Sitzungsberichte 1892, S, 1118—11202),

1) Abh. VII, S. 232, Band I dieser Ausgabs R. F.
2) Abh. LX, 8, 146—149 diesos Bandes, R.F.
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Sei die Differentialgleichung, welcher diese Figenschaft zukommt:

d"w d""w ar=?
(17') W'I' 61(.')2) dxn-l ( ) dz"* + +en(x)w = 0

und @ einer der singuliren Punkte derselben, und setzen wir:

(18.) r—a = %,
wodurch die Gleichung (17.) in
(17) T 0 G+ @

iibergeht. Wir konnen nach dem obigen Theorem durch die Transformation:

(19) W= Q4+ EOD s, G,

o81] wo t =logé: H,H,...,H _ ganze rationale Functionen von £, eine mit

n

(17a.) zu derselben Klasse gehorige Differentialgleichung:

W W
dgn + Gl(x) dgn—l

(20, +oet GEOW =0

von der At herstellen, dass die zu sammtlichen wesentlich singuliren Stellen
gehorigen determinirenden Fundamentalgleichungen die im Satze (A.) ange-
gebene Eigenschaft besitzen.

Wird in der Differentialgleichung (20.) wiederum die Substitution (18.)
angewendet, so verwandelt sie sich in:

arw W
e+ B @) o 4+ B@W = 0,

(17b.)

Diese Gleichung gehdrt mit (17a) also auch mit (17.) zu der-
selben Klasse und besitzt die im Theorem (A)) angegebene Eigen-
schaft fiir simmtliche wesentlich singuldre Punkte den unendlich
fernen Punkt eingeschlossen.

Es habe:

(1) @y Ty

dxn +pl dxﬂ—l

+ +pn?/ - 0

die Figenschaft, dass die Fundamentalsubstitutionen ihrer Integrale von einem
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in den Coefficienten p,, p,, ..., p, auftretenden Parameter ¢ unabhéangig sind*).
Alsdann giebt es ein Fundamentalsystem von Integralen y,y,, ..., y, der-
selben, welches der Gleichung:

0
(2') -6% = Aoy + 'Al y’_l. v A”_l y(n-l)

geniigt, wo A4, A4, ..., A _ rationale Functionen von # und ¢* = %’,{- be-
deuten *¥),

Ist ¢ einer der singuldren Punkte von (1.) und geht nach einem Umlaufe
um ¢ g, iiber in:

3) Y = 0¥+ ¥yt WY (k=12...,m)

so sind unserer Voraussetzung gemiss die Grossen e, von # unabhingig,
daher auch die Wurzeln der Fundamentalgleichung#¥¥)

Op=w Oy ... Oy [982
[/ Oy, —W ... «,
(4.) U 22 m — 0
am Oy vos Opp—0

von ¢ unabhéngig.
Sei 1,4, ...,, das zu a gehorige Fundamentalsystem, so ist:

(5) N = Yt ot t Gl (k=12,...,m)

Die Coefficienten c kénnen von ¢ unabhéngig gewdhlt werdent).
Wir wollen nunmehr voraussetzen, dass die Integrale der Gleichung (1.)
iiberall bestimmte Werthe haben, dass also:

Fro-0(®)
(6.) n = 't,(—g(xjh_7

*) Siehe Sitzungsberichte 1888, S. 1278ff, wnd Sitzungsberichte 1892, S. 1581 1).
) Sitzungsberichte 1888, S. 1278%).
*4¥) CRELLES Journal, Bd. 66, S. 132, Gl (6.)%).

1) Siehe Sitzungsberichte 1892, S. 163¢).

1) Abh. LIV, 8. 20 ff. und Abh. LIX, 8.1181f, dieses Bandes. R.F.
2) Abh, LIV, 8. 20 dieses Bandes, R.F.

3) Abh, VI, 8. 171, Band I dieser Ausgabe. R.F.

4) Abh, LIX, 8. 124 dieses Bandes. R.F.

Fuchs, mathem, Werke. IIL 23
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Wwo
4(@) = (z—0)(@~0a,)...@-q,)
und F,,_,(z) eine ganze rationale Function k(p—1)"" Grades¥).

Alsdann sind LW&I die Wurzeln der Gleichung (4.) w, w,, ..., » von ¢
unabhingig, aber da 5— 10gw nur bis auf eine additive ganze / ahl bestimmt
ist, so ist das System der Exponenten, zu welchen die durch die Gleichung
(5.) bestimmten Integrale gehdoren, nicht nothwendig mit dem Systeme

der Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichung*¥):
9~(r—1)(r—2)...(r—n+1)+F(,_l(a)r(r-l)(r—f%)...(r——n-}-2)+...+Fn(9_,,(a) =0
iibereinstimmend. Ist 7, eine Wurzel der Gleichung (7.), welche sich nicht
von einer anderen Wurzel um eine ganze Zahl unterscheidet, so ist unter
den Integralen (5.) eines vorhanden, welches r, zum Exponenten hat. Wenn
aber 7, von einer anderen Wurzel der Gleichung (7.) um eine von Null ver-
schiedene ganze Zahl abweicht, so ist es nicht erforderlich, dass », einen Ex-
ponenten fiir ein Element von (5.) darstellt.
Wir wollen daher unter 4,7, ..., 7

In

stets das Fundamentalsystem ver-
stehen, dessen Exponenten sich mit den Wurzeln der Gleichung (7.) decken
(wie wir dasselbe***) beschrieben haben).
983] Setzen wir nun:

®) Yo = Gt Gt o+ Gy (k=12..,n)

so sind ¢, im Allgemeinen Functionen von #.

3.
Wir heben nunmehr aus den Differentialgleichungen
d”‘/ dﬂ-lJ
(1') dz® vl M A"t Footpy =0,

deren Integrale von einem Parameter { unabhéngige Substitutionscofficienten
besitzen, folgende Kategorie hervor:

¥ CreLLES Journal, Bd. 66, S, 146, Gl (12.)%).
+¥) Ebenda S. 147, Gl. (15.)2).
#+%) Ebenda BA. 68, 8. 3559),

1) Abh. VI, S. 186, Bond I diesor Ausgabo, R.F,
2) Ebenda 8, 188. R.F.
8) Abh. VII, 8. 206—207, Band I dieser Ansgabe. R.F.
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(a) Es sollen die Integrale derselben iberall bestimmte Werthe erhalten,
die Coefficienten p, demnach die in Gleichung (6.) voriger Nummer angefithrte
Form haben. Hierbei sollen @,,a,,...,,_, von ¢ unabhingig sein, dagegen
@, =t werden.

(b) Sei a ein beliebiger singularer Punkt, y ein Element des zugehéorigen
Fundamentalsystems von Integralen,  die entsprechende Wurzel der determi-

nirenden Fundamentalgleichung, so dass:
y = (@—a) [+ 9,log (x—a) + ¢,(log (x—a))" + -+ + ¢, (log (z — 0))"].

Es sollen ©, ¢, ..., 9, in der Umgebung eines willkiirlichen Werthes ¢

von ¢ nach ganzen positiven Potenzen von z—a und ¢—¢ entwickelbar sein.
Dass es Differentialgleichungen giebt, welche den Forderungen (a) und

(b) Gentige leisten, dafiir bieten diejenigen Differentialgleichungen Beispiele

dar, denen die Periodicititsmoduln der ABruschen Integrale Geniige leisten*).
Sei fiir ein Integral der Gleichung (1.):

@) y = @-a e+ log(#—a)+ ¢(log@—a)f + - + ¢, (log (s—a))"],

wo a einer der Punkte a,a,,...,6_ und ¢, 9, ..., ¢, nicht simmtlich Null
und nicht unendlich fir einen willkiulichen Werth von ¢, so ist nach der
Voraussetzung (b):

(3) %% = (x_a)r [q’o + q)l IOg (x__ a’) + qu(log (x'— a))z +oe '?m(log (x_a))m]’

wo ¢, b, ..., ¢, fir =« und einen willkirlichen Werth von ¢ nicht un-
endlich werden.
4. [984
Wenn die Differentialgleichung (1.) No. 2 die Eigenschaft hat, dass die
Fundamentalsubstitutionen ihrer Integrale von einem in ihren Coefficienten
auftretenden Parameter unabhéngig sind, so hat jede Differentialgleichung
derselben Klasse die gleiche Tigenschaft. Hat die Differentialgleichung (1.)
No. 2 iiberdies die Eigenschaft (b) No. 3, so behilt die Differentialgleichung

*) Vergl. CRELLES Journal, Bd. 71, 8. 118 und Bd. 75, S. 829; Sitzungsberichte 1888, S.1286; 1839,
$.713; 1890, S.217).

1) Abh, VIIT, 8, 270 uod Abh. XIII, 8. 349, Band I disser Ausgabe; Abh. LIV, S. 80, 35 und 49 dieses Bandes. R.TF.
25 %
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fir u, welche durch eine Transformation der Form (6.) No. 1 erhalten wird,
dieselbe Eigenschaft (b) No. 3.

Wir konnen daher voraussetzen, dass die Differentialgleichung (1.) No. 2:

dﬂ dﬂ l dﬂ°ﬂy -

(1') d +pl d A= +pa ax =2 + +pn./ 0
sowohl in Bezug auf die im Endlichen gelegenen wirklich singuliren Punkte,
als auch in Bezug auf 2 = oo die im Theorem (A.) No. 1 angegebene Eigen-
schaft besitzt.

Seien v, 1,, ..., 7, die Elemente des zu einem wirklich singuliren Punkte

« gehorigen Fundamentalsystems, » .., 7, die entsprechenden Wurzeln der

1? 21
determinirenden Fundamentalgleichung, und sei y,,4,, ..., 4, ein System von

Fundamentalintegralen von (1.), welches der Gleichung (2.) No. 2:

(2.) %;J— = Ayy+ A,y + + 4,y
geniigt. Setzen wir:

@) Yo = Mt bt oo+ CrnThy (F=1,2...,n)
in (2.) ein und bezeichnen mit e, die Ableitung von e, nach ¢, sowie mit A
die Hauptdeterminante von 4,1, ...,1,, so erhalten wir aus (2.):

&) AA,_,

=|é vt 6_ 6 -2 (n—z) .
= eyttt 175¢ Foote, = 0# YL N L P M couy Gy Myt E s

wenn wir eine Determinante:
Oy Oy oo Oy
@y Ogy o oo Oyy

kurz durch ihre erste Zeile:

darstellen.
98s] Aus (4.) ergiebt sich:
(5') AAn-l = [8;1 N+ 6;nﬂm eu’l‘xn-m Fereet em’l(r:l_ vey Oyt 9".’!1.]

0 -
+d 61;1"4(1 Py w"u]’



UBER LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. 181

wo
(6') 0= [emem "-9em]'
Nun aber ist:

' ' o) n-2
(1) lewm+ -+ €nliay Cully et Ol g eeey OMyF et ”mﬂn]
n—2) ., (#—8)

= Z[elula e”” s eun]m‘?‘l’ Ty v Ty
W0 A, A, ..., 4, die Werthe der Zahlenreihe 1, 2,3, ..., n annehmen. Es sind
jedoch 4, ..., 4 von einander verschieden anzunehmen, wihrend 4, mit einer
dieser Zahlen zusammenfallen kann. Bezeichnen wir daher mit ¢ die Summe
der Wurzeln der zu « gehorigen determinirenden Fundamentalgleichung, so
gehort das Product:

=2 ,.(n=3)

M, T, M

n

zum Exponenten:

(8.) 21. - (n - 2)2(n - 1) ,
oder
—2)(n—-1
(9. Zrdn —n - (=20 )2(71——),
je nachdem A4 von den Zahlen der Reihe 4,4,...,4, verschieden ist oder

mit einer derselben zusammenfillt. Andrerseits gehort A zum Exponenten:

sy 10D

2
Demnach gehort:

n=2)  (n~8)
(10) P N
' Wy b

zum Exponenten n—1 oder zum Exponenten r) —7; +n~1, je nachdem , von
(12

A,y A, ..., 4 verschieden ist oder mit einer dieser Zahlen zusammenfillt.

Da wegen der Voraussetzung (b.) No. 3 %—} fir einen von ¢ unabhéngigen
singulédren Punkt ¢ mindestens zum Exponenten r, gehort, so gehort der Aus-
druck:

O, D

ot PRERTR
11, =
(1) E .

*) Siehe CRELLES Journal, Bd. 66, S. 1451),

1) Abh, VI, 8. 1€5, Band I diosor Ausgabe, R. F,
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986] mindestens zum Exponenten z—1 und ist in der Umgebung von
z =g eindeutig.
Aus der Gleichung (5.) oder:

(ba.) 4, = ZPM’M ln[e'll,’ TR enn] +dE,

und aus der Erwigung, dass A4 _ eine rationale Function von z, also in der

n=-1
Umgebung von z = @ eindeutig sein soll, ergiebt sich, dass diejenigen
Coefficienten [¢};, ey, ..,¢; | verschwinden milssen, fiir welche
r,—T, keine ganze Zahl ist.

In den iibrig bleibenden Gliedern sind die Differenzen r; —7, ihrem ab-
soluten Werthe nach nicht giGsser als n—1, weil unsere Gleichung (1.) die
im Theoreme (A.) vorausgesetzte Beschaffenheit hat. Daher gehéren in den
zuriickbleibenden Gliedern dic Py, , im Allgemeinen zu positiven ganz-

zahligen Exponenten. Ausgenommen ist ein Glied, fir welches:

(12) ¥ = —(n-1).

a'l - lr}“a

Dieser Fall kann nur eintreten, wenn die determinirende Fundamentalgleichung
die Wurzeln r, r —1,7,—2,...,r,—(n—1) hat, und fiir die Combination:

(13.) =1, 4, =n

[

Setzen wir in (1.):
(14) y = @—a)"" "y,

so wiirde die Differentialgleichung fiir « beim singuldren Punkte ¢ die Zahlen
n—1,n—2,...,1,0 als Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichung
besitzen. Die Hauptdeterminante der Differentialgleichung fir # wiirde dem-
nach fir # = @ weder Null noch unendlich. Die Coefficienten der Differential-
gleichung fiir » wirden daher ebenfalls fir # =« endlich bleiben, und es
wiirde ¢ {iberhaupt nicht mehr singulérer Punkt sein, wenn nicht die Integrale
in ihrer Entwickelung um z = ¢ Logarithmen enthielten.

Denken wir uns also aus (1.) solche Punkte, welche durch die Substitution
der Form (14.) beseitigt werden konnen, entfernt — wodurch die Natur der
Gleichung (1.) nicht gefindert wird — so schliessen wir, dass der Fall (12.)
nur eintreten kann, wemn P, , , logarithmische Glieder enthilt. Da aber



UBER LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. 183

4, in der Umgebung von a eindeutig sein muss, so folgt, dass der Complex
der beziiglichen Glieder in Gleichung (5a.) verschwinden muss.
Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich das Theorem:
Die rationale Function 4,  von z wird fiir die nicht von
(B.) t abhéngigen singuldren Punkte Null mindestens erster

Ordnung.

I
at . . ve.

nenten 7,—1, daher E mindestens zum Exponenten n—2, es ist folglich, fiir

n>2, A _ auch Null fix #=1¢, und fir » =2 jedenfalls nicht unendlich.
Fiir # = oo setzen wir:

Fir den singuliren Punkt ¢ =1¢ gehort mindestens zum Expo- [987

(15 x = —;-

Alsdann ergiebt dieselbe Rechnung wie die obige, dass A4,_&"™ fir
£ = 0 nicht unendlich wird.

Es ist daher 4 _ fiir # =oco hdchstens von der 2(r—1)"* Ord-
nung unendlich.

Anlangend die ausserwesentlich singularen Punkte, so kann die Trans-
formation (6.) No. 1 so gewdhlt werden, dass die Hauptdeterminante der In-
tegrale der transformirten Gleichung in den durch die Transformation ent-
standenen ausserwesentlich singularen Punkten § nur einfach verschwindet.
Die auf einen solchen Punkt beziigliche determinirende Fundamentalgleichung
hat dann die Wurzeln 0,1, 2,...,2—2,% Bei der Transformation (6a.) No. !
bleiben die singuliren Punkte § und die zugehorigen determinirenden Funda-
mentalgleichungen erhalten, wihrend neue ausserwesentlich singulire Punkte
y eintreten, deren zugehodrige determinirende Fundamentalgleichungen eben-
falls die Wurzeln 0,1, 2,...,2—2, 7 sind. So weiter schliessend folgern wir,
dass wir bei unserer Gleichung (1.) voraussetzen dirfen, dass zu allen ausser-
wesentlich singuléiren Punkten derselben determinirende Fundamentalgleichungen
mit den Wwzeln 0,1, 2, ..., n—2, n gehoren.

Setzen wir in Gleichung (2.) fiir y successive y,4,,...,%,, so exgiebt
sich aus dem entstehenden Gleichungssystem :

(16.) A4, = I, (k=1,2...,n-1)

worin Z, eine ganze Function von y,,4,,...,y, und ihren Ableitungen nach
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ot ) ot A
ist. Da A fir einen ausserwesentlich singuliren Punkt nur erster Ordnung

2 und von und wo A die Hauptdeterminante von y,, ,, ..., ¥,
verschwindet, und da g, ¥,, ..., %, und ihre Ableitungen nach z, sowie, wegen
der Voraussetzung (b) No. 3, %, %’, oy %"’ti nicht unendlich werden, so er-
giebt sich, dass
AO’ Al? ‘Y A’l—-l

fiir einen ausserwesentlich singuliren Punkt héchstens erster Ordnung unend-
lich werden.
988] Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich, dass:

Z
w1 T )
wo der Zihler Z jedenfalls fiir die von ¢ unabhingigen Werthe «, a,, .

(17) 4

-
mindestens erster Ordnung verschwindet, wihrend der Nenner N nur fiir deie
ausserwesentlich singuldren Punkte und zwar nicht héherer als erster Ordnung
verschwinden kann. Da andererseits A4 _ fiw © = co hochstens 2(n—1)** Ord-
nung unendlich ist, so ergiebt sich:

Ist die Anzahl der ausserwesentlich singulédren Punkte der
Gleichung (1.) =m, so ist:

(18) e=2n+m—1.

Wenn die aus (6.), (6a.),... No. 1 resultirende Transformation so einge-
richtet werden konnte, dass keine ausserwesentlich singulire Stelle eingefithrt
wiirde, alsdann trite an die Stelle der Ungleichung (18.) eine Ungleichung
der Form:

(18a.) e=2n—1,

Wiirden die Grossen e, [Gleichung (3.)] von ¢ unabhingig werden, so
wiirde in Gleichung (5.) auf der rechten Seite nur das mit ¢ multiplicirte
Glied verbleiben, und daher A,  fir die ¢—1 von { unabhéngigen singuliren
Punkte n—1" Ordnung verschwinden, und es miisste dann, da in diesem
Falle die Transformationen (6.), (6a.) u.s. w. No. 1 iiberfliissig werden, und
demnach m = 0 wire, sein:

d h.: (n=1)(e-1)=2n-1

In—2
18b. < _“.
(18b.) 0=
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5, [m7
Aus den Entwickelungen der vorigen Nummer ergiebt sich der folgende Satz:
Es seien in
d*y "
(1) Ply) = ~—+ 7 im SRy =0

die Coefficienten p,, p,, ..., p, so beschaffene rationale Functionen von z, dass
die Integrale der Differentialgleichung iiberall bestimmte Werthe haben. Es
werde iiberdies vorausgesetzt, dass es ein Fundamentalsystem von Integralen
derselben gebe, fiir welches zugleich die Gleichung

(2) %—A0+AII+ Ay
befriedigt werde, wo ¢ ein in p,p,, ..., p, auftretender Pa1anrlleter und
A, A, .., A _ rationale Functionen von # sind, wnd wo y” gf{— gesetut

ist. Sind alsdann die Differenzen der eine Gruppe bildenden Wurzeln einer
zu einem singularen Punkte a gehdrigen determinirenden Fundamentalgleichung
nicht grdsser als n—2, so verschwindet A, fiir # = ¢ mindestens erster Ord-
nung. Hierbei ist es fiir n> 2 gleichgiltig, ob @ von ¢ abhdngig oder un-
abhingig ist. Fir » = 2 wird ¢ von ¢ unabhéngig vorausgesetst.

Wir wollen von diesem Satze einen neuen Beweis geben, welcher zu
gleicher Zeit erkennen lasst, dass fiir sein Bestehen die Voraussetzung
(b) in Nummmer (3.) iberfliissig ist.

Ist y irgend ein Integral der Gleichung (1.), so ist [r118
AR -2 B, _
(3. P(at) =Y + 6t Yt S5y =0

Ist 9,4, ...,9, ein Fundamentalsystem von Integralen der Gleichung (1.),
welches zugleich die Gleichung (2.) befriedigt, und

(4') Y=0Y+CY+ -+ CY,
also
Oy _ 9 oc, oc, 0y, 0y, 0y,
O I R A A Y AL

so erhalten wir

6 P(Y) =220 = 2[Zadw) = PUw),

Fuchs, mathem. Werke, IIIL 24
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wo

(") A@Y) = Ay + Ayt -+ 4,y
gesetzt ist.

Wir erhalten demnach fir ein willkiirliches Integral der Gleichung
(1.) die Beziehung

(=1 a 2 (=2 n
(8) PA() + L 3 Ly é'; Y p ;=0

Seien nunmehr 7, v,, ..., 7, die Elemente eines zum singuldren Punkte a

gehorigen Fundamentalsystems, »,r,,...,r, die entsprechenden Wurzeln der
zu ¢ gehorigen determinirenden Fundamentalgleichung, so ist

ﬁp. qon . 2 or, =
(. PAm) + ™+ = (k=1,2,...,n)
Bezeichnen wir mit ¢, (,,...,C, ein Fundamentalsystem von Integralen

der zu (1.) adjungirten Differentialgleichung und zwar so, dass

(10.) = (— 1M D (g, Mgy ooy Micss Moy o 9"In)’
D(nyymys ey M)

wo D(u,u,,...,u) die Hauptdeterminante der Functionen ,u,, ..., u, nach

der Variablen # bedeuten soll, alsdann gehdren C,C,...,( zu den Expo-
nenten —7 +n—1,—r,+0—1,..., =1 +n—1%)

Ist p irgend eine Function von z, so ist bekanntlich das allgemeine
Integral der Gleichung

9] in der Form
(12) w = =3 [ptdo+ B

enthalten, wo », von « unabhéingige Grossen sind**).
Setzen wir demnach

(13) Zﬂu P Gde = Py,

*) Vergl. meine Arbeit, CRELLEs Journal, Bd. 76, S. 180Y).
*+) Siehe meine Arbeit, Annali di Matematica, Ser.II,’ Bd. 4, p. 37, Mai 1870%), und FroBENIUS,
CreLLEs Journal, Bd. 77, 8. 256.

1) Abh. XVI, 8. 419, Band T dieser Ausgabe, R, F.
2) Abh. X, 8. 296, Band I dioser Ausgabe. R, F.
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so ergiebt die Gleichung (9.)
n n
(14~) A(“lk) = —§sz1+§)ackana, (k=12...,m)

Wwo ¢, . von 2 unabhingig.
Multipliciren wir die Gleichungen (14.) bez. mit ¢, C,, ..., ¢, und addiren
dieselben, so ergiebt sich aus den Bezichungen

"
Pt =0, fir A<n-1,
1

(15.) .
Zl:knk "G = 1%,
n n n ”
(16.) 4, = "Zl:k 21:1 Py +.E" Za Ch N e

Ehe wir aus dieser Gleichung unsere Folgerungen ziehen, schieben wir
hier die folgende Bemerkung ein.
Substituiren wir in (1.) und (2.)

17) y = (#—a)u,

wo @ einen der singuldren Punkte, o eine beliebige von ¢ unabhiéngige Grosse
bedeutet, so erhalten wir

(18) % = Bu+ B+ -+ B,_,u" "+ 4,_ u"",
worin B,, B, ..., B,_, im allgemeinen von 4, 4, ..., 4,_, verschiedene ratio-
nale Functionen von z sind.

Die Gruppe der durch die Substitution (17.) aus (1.) erhaltenen Diffe-
rentialgleichung ist also ebenfalls von ¢ unabhéngig, und die Coefficienten
der hochsten Ableitungen nach z in den Gleichungen (2.) und (18.) sind
iibereinstimmend.

Bilden die Wurzeln der zu a gehorigen determinirenden Fundamental- [11zo
gleichung fiir die Integrale y, einc Gruppe »,7, ..., 7, so bilden die ent-
sprechenden Wurzeln der zu @ gehorigen determinirenden Fundamental-
gleichung fiir die Integrale u, ebenfalls eine Gruppe s,s,..., s, und um-
gekehrt.

#) Siehe FrOBENIUS, CRELLES Journal, Bd. 77, S, 248,
24 %
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Die Differenzen entsprechender Wurzeln dieser Gruppen haben gleiche
Werthe.

Wir konnen demnach voraussetzen, dass die Wurzeln der simmtlichen
determinirenden Fundamentalgleichungen fir unsere Gleichung (1.) keine
ganzen Zahlen sind.

Weil die Integrale der Gleichung (1.) iberall bestimmt sein sollen, ist

o o o
19. — 24 (o 3 R
(19 n= G Ft e Tt g T B

wo R, eine rationale Function von z ist, die fiir # = ¢ nicht mchr unend-
lich wird.

Weil andererseits die Wurzeln simmtlicher determinirender Fundamental-
gleichungen von # unabhéngig sein sollen®), so ist «, von ¢ unabhingig.
Daher ist fiir einen von ¢ unabhéngigen singuliren Punkt o

Oa,1- 0oty
op, o 3 oR,
20. —t = fateid'}
(20, o (x—a)™ LS T

und fiir einen von ¢ abhingigen singuliren Punkt
Oa 00y, e,

da 3
oy o S B R
&) & = (w—ay (x—af (&—a)™ v—a

Demnach gehort %p;—n;"""cl mindestens entweder zum Exponenten »,—7,
oder r,—7,—2, je nachdem ¢ von ¢{ unabhingig oder abhéngig ist, und P,
mindestens zum Exponenten 7,+1 im ersten und zu 7,—1 im zweiten Falle**),
Endlich gehort P,C, mindestens zum Exponenten n im ersten und zum Ex-
ponenten #—2 im zweiten Falle.

i21] Es ist demnach, wenn @ von ¢ unabhingig ist, der Ausdruck

n 112

%3Pl
1

fir z = @ gleich Null. Ist ¢ von ¢ abhéngig, so verschwindet fiir »> 2 der-
selbe Ausdruck noch immer fiir z = a.

*) Vergl. Sitzungsberichte, 25. Februar 1892, S, 1621),
*¥) Vergl. CRELLES Journal, Bd. 66, S. 1552).

1) Abh. LIX, 8. 123 dieses Bandes. R.F.
2) AbL, VI, 8,197, Band I dieser Ausgabe, R.F.
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Da A, eine rationale Function von # sein soll, so kénnen in (16.) von
den Gliedern ¢, x &, nur solche verbleiben, welche zu einem ganzzahligen
Exponenten gehéren, d. h. wo r —r, ganze Zahlen bedeuten.

Da nun der Ausdruck 7 ( zum Exponenten r,—r+n—1 gehdrt, so folgt
demnach aus Gleichung (16.): A4, , verschwindet stets fir # = a, wenn & von
¢t unabhéngig und keine Differenz der eine Gruppe bildenden Wurzeln der
zu ¢ gehorigen determinirenden Fundamentalgleichung ithrem absoluten Werthe
nach die Grosse n—2 iberschreitet. Fiir # > 2 verschwindet unter denselben
Umsténden A4 fiir z = a, auch wenn @ von ¢ abhéngig ist.

Hiermit ist der Kingangs dieser Nummer erwéhnte Satz bewiesen.

Wir erkennen zugleich, dass 4 _ fiir © =« auch dann verschwinden
muss, wenn auch die Differenzen r —7, absolut genommen den
Werth n—2 fiberschreiten, sobald die Glieder ¢, (, in Gleichung
(16.), welche zu einem verschwindenden oder negativen Exponen-
ten gehdren, in dieser Gleichung sich wegheben.

Dieses tritt aber immer ein, wenn v, mit log (z—a) behaftet ist, weil

A, eine rationale Function von z sein soll.

Wenn die Differentialgleichung

(1) P(y) = y"+p,9" "+ +py =0

wieder die Eigenschaft hat, dass die Substitutionsgruppe derselben von einem
in den Coefficienten p, auftretenden Parameter ¢ unabhéngig ist, d. h. wenn
ein Fundamentalsystem von Integralen derselben zugleich die Gleichung

0
(2') ——% = A0y+A1y,+"'+An—|ym_“
befriedigt, wo 4, 4,, ..., 4,_, rationalc Functionen von x sind, so geniigen*)
A, 4, ..., A_ cinem Systeme linearer Differentialglcichungen, deren [rrz2

Herleitung a. a. O. angedeutet worden ist. Wir wollen hier eine independente
Darstellung dieser Differentialgleichungen entwickeln.

*) Siehe Sitzungsherichte, 25. Februar 1892, S. 1621).

1) Abh, LIX, 8. 128 dieses Bandes. R.F.
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Wir bilden zu dem Ende P(uv), wo u,v beliebige Functionen von 2
bedeuten, und erhalten

n-~1
B) P0) = S lns® (1= Dyoapy0™ + (1= Dy 5" 4o 4 (0B 1y,

wenn wir mit den oberen Accenten die Ableitungen nach z und mit k, den
p'® Binomialcoefficienten von % bezeichnen.
Setzen wir in (3.) v =y, u = 4,, so ergiebt sich

4) P(4; y(lr)) = % Ag=b [ 4% + (n—1), 0, yei-n
+(n—2)_,p, y(k+i.—2) +ot (=) y(k)]‘

It 4,9,...,9, ein beliebiges Fundamentalsystem von Integralen der
Gleichung (1.), 2
die Gleichung

1 %y ooy 4, das adjungirte Functionssystem, welches durch

e D (Ysy Yar o1 Yiory Yiwrs ooor Y)
5. 2, = (-1 7k 19 Jar ety 1) Jh+1) 001
) = D (Y, Yor -+ Yn)

(s. vorige Nummer, Gleichung (10.)) definirt ist, so sind die Ausdriicke
(6) SN O IR P

ganze rationale Functionen der Grossen p,p,, ..., p, und ihrer
Ableitungen.

Insbesondere ist s, =0, wenn «+f<n-—1, und S, = (—1)’, wenn
wtf =n—1%),

Substituiren wir nunmehr in (4.) successive y,,, ..., %, fir y, multi-

(]

pliciren die erhaltenen Gleichungen bez. mit 2, 2, ..., 2 und addiren die-

selben, so folgt

(7) 2‘ 3(“) 'P(AI. Y, k)) = 22 ‘Am—h ("l sl+1 u + (17/ )).—-1 v Sk+l—1.,u

(n 2)1—zpzsk+).—n u+ +(n l }.Sku) - Q,u(Ak)'
Aus (1.) folgt

9 6131 nn Pu, _

*) Vergl. FROBENIUS, CRELLES Journal, Bd. 77, S. 248249,
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Nach voriger Nummer Gleichung (8.) ist also:

n=-1 a
©) Els P (Ak./(b)'l' A A
Setzen wir in Gleichung (9.) fiir y successive y,,¥,, ..., %,, multi- [1z3
pliciren die entstehenden Gleichungen bez. mit 2,2, ..., 2" und addiren

die Resultate, so erhalten wir

0p, 0P,
(10') Q,u(Ao)+QxL( )+ +Qu(An-l)+ 6t n-xu"' pt n—au"' <+ é: ou= 0.

Fiir p=0,1,2,...,,n—1 reprasentirt die Gleichung (10.) die indepen-
dente Gestalt des Systems von linearen Differentialgleichungen, welchen
A,A,..., 4 _ als Functionen von z geniigen miissen.

n

7.

Um in eine Discussion dieser Differentialgleichungen einzutreten, be-
ginmen wir mit dem Falle » = 2. Wir konnen ohne die Allgemeinheit zu
beeintrichtigen, wie a.a. O.*) hervorgehoben worden ist, den Coefficienten
der ersten Ableitung p, gleich Null voraussetzen, und haben daher, wenn p,
mit —p bezeichnet wird, die Differentialgleichung

1) 7 44
zu betrachten.

Das System von Differentialgleichungen fiix A, 4, lautet in unserem
Falle*¥)

04, 04,
(2') 6 Iy + ax - 0’

0* 4, 6A . 6p
(3) o 4 = =0

wo p'= g—ﬁ gesetzt ist.
Fs sei o einer der singuldren Punkte von (1.), so ist in unserem Falle
(,=-", G =1, und es liefert die Gleichung (16.) (No. 5)

*#) Sitaungsberichte, 25. Februar 1892, S. 163 1),
*¥) Ebenda §. 1632),

1) Abb. LIX, S.124 dieses Bandes, . F.
7) Ehenda S. 125, B.F.
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(4') Al = —7121./‘ T;dx 615 mdx+ mnz/ ot ﬂxmdﬂ?
+ (czz'_ 11)“'_41712_ Cy2"Ms 2 Cy Tli-

Differentiiren wir die Gleichung (2.) nach z und subtrahiren von dem
Resultate die mit 2 multiplicirte Gleichung (3.), so folgt

0° 4, 04, . ap
1124] (5.) —é—a:a——4p—a———2 ' 4, +2—- Frl =0

Wir schliessen hieran die folgende Bemerkung:
Der Gleichung

RY) ow

6. o oy =
(6) w7 W e =0

geniigt das Fundamentalsystem %+, 3+, —7,7, Sie ist sich selbst adjungirt
und zwar so, dass gemass den Gleichungen (10.) (No. 5) 34, —n,7,, + 7, und
bez. 17, =%, 37, einander zugeordnet sind.

Wir wiirden also aus der Gleichung (5.), nach dem in Gleichung (12.)
(No. 5) enthaltenen Satze, den Ausdruck (4.) fiir 4, unmittelbar erhalten
konnen.

Wir behandeln nunmehr den folgenden Fall:

Von den singuliren Punkten a,, ¢, ..., 4, der Gleichung (1.) seien
@, @, ..., a,_, von i unabhingig, dagegen a,=1. Ferner sel vorausgesetzt,
dass 4, fiir  =a,a,...,a_ verschwinde und fir # =1¢ nicht unendlich

werde. Letzteres tritt allemal ein, wenn die Wurzeln der zu diesen singu-
laren Punkten gehorigen determinirenden Fundamentalgleichungen nicht um
ganze Zahlen differiren. Aber auch, wenn fiir einen dieser Punkte ¢ die
Wurzeln r, », sich um ganze Zahlen unterscheiden, aber das zugehorige
Fundamentalsystem nicht von log(z—a) frei ist, muss A fir z=a ver-
schwinden, wenn @ von ¢ unabhangig ist. Denn ist

(1) r—T, = 0,
Wo ¢ eine positive ganze Zahl, so folgt aus dieser Gleichung und aus der fiir
jeden endlichen singuidren Punkt der Gleichung (1.) bestehenden Beziehung
(8) r 7, =1,

2r, = 1
(9.) 271 _ 1+g?
, = 14
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Ist nun
N = (x_' a)ﬂ s‘Bx(x_a)y

(10) ,
N = (x—a) ’sBz(x__a) +yn lOg ('x_a’)’

wo B,, B, nach positiven ganzen Potenzen von z—a fortschreitende Reihen
sind, die fir # = a nicht verschwinden, und y von Null verschieden, so
miissen in Gleichung (4.} die Glieder mit v,%, und mit »; sich wegheben, da
sie mit log(x—a) behaftet sind. Das Glied mit 4. aber verschwindet fiir
T =a
Aus Gleichung (4.) ergiebt sich, dass A4, fiir einen nicht singuldren [z
Punkt der Differentialgleichung (1.) nicht unendlich wird. Es ist daher 4,
eine ganze rationale Function, welche fiir T=a,d,...,4, Ver-
schwindet.
Ist n ,n, das zu 2 = oo gehorige Fundamentalsystem und ist
7, = o™ ‘Bl(%),
(11)
= xs’582(1)+ y1,log =,
z z

wo B, und B, nach ganzen positiven Potenzen von % fortschreitende Reihen
bedeuten, welche fiir # = oo nicht verschwinden, so ist

(12.) s,+s =1

In Gleichung (4.) werden die mit Integralen behafteten Bestandtheile fiir
@ = oo nicht unendlich, und die iibrigen Glieder heben sich nur dann nicht
heraus, wenn 2s, 2s, ganze Zahlen sind. Findet dieses nicht statt, so ist 4
fir £ = co iberhaupt nicht unendlich. Sind aber 2s und 2s, ganze Zahlen,
S0 muss
2s, = 14y,
25, = 1—g¢

sein, wo g eine positive ganze Zahl.
Ist  in Gleichung (11.) nicht Null, so heben sich die Glieder mit 7,7,
und mit v, heraus, und das Glied mit 7, wird fir # = ¢ nicht unendlich.
Nur wemn p = 0, kann in Gleichung (4.) ein Glied vorkommen, welches

fiir = oo von der (g+1)*" Ordnung unendlich wird. In diesem Falle ist 4
Fuchs, mathem. Werke. III. 25
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eine ganze rationale Function vom Grade g+1. Da sie fir s =4a,a,...,a

01
verschwinden muss, so ist
e-1=g+1
oder
0=g+2
8.

Sei z. B. g =1, so ist ¢ <3.
Wir wollen untersuchen, ob die Gleichung (5.) voriger Nummer durch
eine ganze rationale Function

1) 4, = m@—a,)(@—a,) = me (),

wo m von % unabhingig, befriedigt werden kann.
126] In diesem Falle ist

o B, o, B, o« B
it z—a, (x—a,)’+ z—a, + (x—t) + z—t

@) p=q

z—a,)
Substituiren wir den Werth von A auns Gleichung (1.) in die Gleichung

&4,

04,
(3) ~

or

2p'4, + 2 % _ 0

—4p ot

und erwigen, dass «,«,, o' von { unabhingig sein miissen, da nach Voraus-
setzung die Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichungen von ¢ un-
abhéngig sind, so ergeben sich die folgenden Bedingungsgleichungen:

ml2e,+ B,0—a)]~ B = o,

m[2a,+ ﬁl(aﬂ—al)] _aTﬁ; =0,

) ¢ [m(t—a,)(t—a,) +1] = 0,
ﬂ,[m(t—al)(t_a‘a)'l'l] =0,

6 !
m[2e' + ' (2t —a,—a,)] — 6—6 =0,

Bi+B,+8 =0

Da nicht gleichzeitig «' und p' verschwinden, so ergiebt sich aus den
fiinf ersten Gleichungen:
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m —_—l—
@

661 ( az)ﬁz 2“1 —
T Tee T

662 (2 )ﬁ? 2“2 —_—
Wty T «‘5*"

%_’_ (2t_a1 2)
T =

Durch Integration der drei letzten dieser Gleichungen erhalten wir:

()

— 71(t—"a2)
g b= t—a, t—a,’
A al)
(6') ) ﬁz_ t—a,” _t——
QN AL
T O ETOK

w0 ¥,,7,, ¢ von ¢ unabhingige Grossen bedeuten.
Aus den Gleichungen (6.) und der letzten der Gleichungen (4.) folgt: [rr27
(a,—a,)p, = —o,— o3+ ¢,
, (@,—a)y, = —¢ + o+,
Y = (¢,—a,)(@,—0a,) + & (@,+ a,).

(7)

Wir konnen a, = 0, a, =1 voraussetzen, dann wird
= —“’+“1+a21
Yo = —7n
Y =a—~a+d.
Es sind demnach
/ ﬁ _ (“1"'“2_“')“—'1)'*'2“1
\ 1 = i )
o' —a,—a,)t+ 26
©) ALY
o, — o, + o'~ 20t

A S

die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, dass die Substitutions-
gruppe der Differentialgleichung

dy _fe B w B ¢
(9') i z+'_"* ( )a+ -t 2+E—-_ Y

von ¢ unabhingig ist.

25%
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ANMERKUNGEN.

Die Anderungen gegen das Original sind ausgefihrt entsprechend den von meinem Vater als Anhang
zu der Arbeit in den Sitzungsberichten 1894, S.1127 angegebenen »Errata in der Mittheilung vom
16. Nov. 1893 der Sitzungsberichtec. Im Anschluss an die letste der dort gemachten Angaben ist dann
noch gesetzt:
S. 184, Zeile 14 2 (n—1)ter statt 2umter,
» 184, Gleichung (18) 2n4m—1 statt 2n+m+1,
Zeile 3 v. n. 2n—1 statt 2n+1,

Gleichung (18b) "2 statt 2"

n—1 n—1

.

Ferner wurde hinzugeftigt:
8. 172, Zeile 8 v. w. und 8. 178, Zeile 6 »und Integrale héherer Exponentenc,
Zu der am Schlusse der No. 4, S. 184 gegebenen Andeutung zur Aufstellung einer Ungleichung fiir die
Anzahl der wesentlichen und ausserwesentlichen singuliren Stellen sei bemerkt, dass die Betrachtung
von A,_, allein zu einer genauen Formulierung derselben nicht fithren kann, Will man auf dem hier
angegebenen Wege zu dieser Ungleichung, wie sie von anderen Gesichtspunkten aus (R1emany, Werke,
0. Auflage, S. 389, 390; PoINCARE, Acta Mathematica, Bd. IV, 8. 217—219; L. SCHLESINGER, CRELLES
Journal, Bd. 123, S.168 und Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichungen II,, 8. 383)
aufgestellt worden ist, gelangen, so muss man noch 4,, 4,,..., 4,_; heranziehen. Im Allgemeinen
verschwindet A, _; fur eine von ¢ verschiedene wesentlich singulire Stelle von der Ordnung # —¢, fiir
& =1t aber von der Ordnung #—¢—1. Nimmt man nun, was durch eine einfache Transformation stets
zu errveichen ist, an, dass & = oo eine wesentlich singulire Stelle ist, so kann 4,,_; fir 2 = co hich-
stens von (n—1)ter Ordnung unendlich werden. Bedeutet also sm,_; die Anzahl der einfachen Unendlich-
keitsstellen von A4,_;, so ist
— My i+ (—8) e— 1)+ n—i—~1Zn—1,
also
My—i> (n—1) (e—1)— 1.

Es werden also im Allgemeinen fiir alle 4; zusammen mindestens

m =:§—Zf(n—i)(e—l)—l} = (o—1) ”(”2“3—@—1)

Unendlichkeitsstellen, d. h, ausserwesentliche singulire Stellen erforderlich sein. Die genaue Form der
Ungleichung ist also
n(n—1)(e—1) = 2m + 2n —2.
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3) Zu dem in No.7 und 8 hehandelten Falle sei Folgendes bemerkt Ist & ein Integral der Gleichung

0 _ , 0
'—a?' - Al‘a‘;)
80 ist
1
y= '—(Tgf(g):
3

_ [0&\? ¢
p=(5)@+1(})
wenn [ und ¢ willkirliche Functionen jhres Arguments sind und

3 (0%E\2 1 0°% 0F
i) T
o

0x?
(5:)
Oz
die ScEwARzsche Derivirte von £ nach 2 bedeutet.

Wenn nun
4, = me(x) = m(@—a;)(@—0)... (B—0gy),
s0 ist
me= L.
e (t)
Wird dann
1 = _4 ERE fo
ez 2-a — tyy

gesetat, so ist

g = @{(’3_—_“'_)8’ 2=ty )e’... (""“@*’ )E*’"g
t—a,) \t—a, t—ay, ’
wo O eine willkiirliche Function ihres Arguments ist, das allgemeine Integral der Differentialgleichung
fir & In dem Falle der No, 8 ist
2—a,)(t—a,)
= offezei-a))
: (x—a,) (t—ay)
In der That geht, wenn
_ (x—a,) (t—a,)

T (o) (-a) wd g =

e 7(u)

kr3
gesetzt wird, die Differentialgleichung fir y (Gl (9], No. 8) itber in

gi"l_ _ U oy ) Uty .
dur u? (u—1)°
4) Bemerkenswerth ist 8. 180, Zeile 5 und 8 die Bezeichnung »wirklich singulérer Punkt« fiir eine singulire
Stelle, die sonst von meinem Vater immer, wie z. B. auch in Satz (A.) der No. 1 »wesentlich singulirer

Punkt« genannt wird. R. F
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REMARQUES SUR UNE NOTE DE M. PAUL VERNIER.
(Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, t, 114, 1895, p. 231—232.)

Dans le Bulletin de la Société Mathématique de France t. XXII, [231
n° 8, p. 133, M. Pav. VERMER vient de publier une note intitulée: »sur les
formes binaires dont les variables sont des intégrales fondamentales d’une
équation différentielle linéaire du second ordrec.

M. VEernier veut indiquer une démonstration du théoréme suivant:

(¢) Si une forme binaire dont les deux variables sont deux intégrales
fondamentales de 1'équation % = Py est égale & une racine d'une fonction
rationnelle de 2, elle renferme, & une méme puissance, tous les facteurs linéaires
qui forment un systeme réduit de racines pour 'équation irréductible vérifide
par l'un de ses facteurs linéaires.

Dans mon mémoire t. 81 de ce Journal p. 114—115%) on peut lire les
deux théoremes suivants:

II. Inversement, F(y,,v,) étant la racine d'une fonction rationnelle et
n=A4,y+4,y, 'umn des facteurs de la forme, et ,7,17,...,7,, formant
un systeme réduit de racines de I'équation irréductible vérifiée par v, alors
7, a la forme n, = 4,y +4,y,, et la forme F(y,y,) renferme aussi les fac-
tewrs .,y N,y ooy Mooy

VI Si une forme f(y,,y,) est la racine d’une fonction rationnelle, elle
renferme tous les facteurs qui forment ensemble le systeme réduit d'une

équation irréductible, & une méme puissance.

1) Mém. XX, p. 29-31, t. XI de cette édition, R.F.
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L'on voit donc que le théoreme («) n'est qu'une composition des théo-
rémes I et VL

Mais cette composition étant presque littérale et renfermant, en par-
ticulier, la terminologie que j'ai introduite dans mon mémoire cité, je ne
peux pas supposer que M. VErNER ait eu l'intention de faire croire que le
232] théoreéme (¢) était un théoreme nouveau, je suppose plutdt que M. Ver-
NER 2 oublié d'indiquer l'origine de ce théoreme.

Mais aussi dans la démonstration du théoreme («) contenue p. 135 du
Bulletin, M. VernEr a simplement reproduit la démonstration des théoremes
I et VL. que jai donnée p. 114—115") de mon mémoire cité.

Jajoute les remarques suivantes:

M. VerniEr développe p. 133—134 du Bulletin un lemme, dont il tire
la conséquence que f étant racine d'une fonction rationnelle, H(f), le hessien
de la forme f, est aussi racine d'une fonction rationnelle. Mais pour tirer
cette conséquence, il ne faut pas partir d'une expression explicite du hessien,
car le hessien étant un covariant de f, ce théoréme n’est qu'un cas spécial
du théortme p. 106, th. III%) de mon mémoire cité dont voici la teneur:

Zx?zj =P, .7/)1
tous les covariants d’'une forme qui est égale & la racine d’une fonction ration-

Soit y,, y, un systeme fondamental d'intégrales de 'équation (B.) (

nelle, sont aussi des racines de fonctions rationnelles.

Mais enfin on ne saurait du tout comprendre, pourquoi M. VerNiEr fait
intervenir ledit lemme. Il aurait pu omettre tout le contenu des pages 133
et 134 du Bulletin qui suit les mots: »j’indiquerai ici une démonstration tres
simple de ce théoréme«, comme il n'en fait aucun usage dans la démonstration
du théoréme (x) p. 135 du Bulletin, qu'il a empruntée completement aux
pages 114—115") de mon mémoire cité.

Mais je voudrais bien savoir, quel est le but de la note de M. VERNIER,
puisqu'il emprunte 3 mon mémoire un théoreme, de méme que sa démon-
stration, sans indiquer la source dans laquelle il les a puisés?

Berlin, novembre 1894.

1) Mém. XX, p. 2931, £. II de cotto édition. R.F.
2) Ibid. p. 2. R.F.



LXIV.

UBER DIE ABHANGIGKEIT DER LOSUNGEN EINER LINEAREN
DIFFERENTIALGLEICHUNG VON DEN IN DEN COEFFICIENTEN
AUFTRETENDEN PARAMETERN.

(Sitzungsberichte der Konigl. preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin,
1895, XXXVIII, S.905—920; vorgelegt am 25. Juli; ausgegeben am 1. August 1895.)

Die folgende Notiz bezieht sich auf die Frage der Abhingigkeit der [gos
Loésungen einer linearen homogenen Differentialgleichung von einem in den
Coefficienten derselben auftretenden Parameter, welche ich bereits in einer
Reihe fritherer Aufsitze in den Sitzungsberichten ins Auge gefasst habe.
Wenn die Coefficienten der zur Differentialgleichung gehdrigen Substitutions-
gruppe vom Parameter unabhéngig sind, so geniigen die Integrale der Diffe-
rentialgleichung, aufgefasst als Functionen des Parameters, ebenfalls einer
linearen homogenen Differentialgleichung hochstens derselben Ordnung, wie
die vorgelegte®). Es bietet sich naturgemdss die Aufgabe dar, festzustellen,
was umgekehrt fir eine vorgelegte Differentialgleichung, deren Coefficienten
rationale Functionen der unabhingigen Variablen und des Parameters sind,
gefolgert werden kann, wenn es feststeht, dass ein Fundamentalsystem von
Integralen derselben, aufgefasst als Functionen des Parameters, ebenfalls einer
linearen homogenen Differentialgleichung Geniige leistet, deren Coefficienten
rationale Functionen des Parameters und der unabhéngigen Variablen der
vorgelegten Differentialgleichung sind.

*) Siehe Sitzungsberichte vom 25, Februar 1892, S, 1651).

1) Abh. LIX, §. 126 dicses Bandes, R.F.
Fuchs, mathem, Werke, III, 26
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So geniigt das hyperelliptische oder elliptische Integral # als Function
der Variablen z einer linearen homogenen Differentialgleichung zweiter Ord-
nung, deren Coefficienten rationale Functionen der Variablen # und eines der
Verzweigungswerthe w. Dasselbe Integral 2, aufgefasst als Function des Ver-
zweigungswerthes #, geniigt einer linearen homogenen Differentialgleichung

der Form
00 (¢
006 +4, 289 — o,
Pty 0"z
Q(,e‘) = ﬁu—xé&ﬁ"’ﬁn—a“ﬁ_:z—'{""‘l'ﬁozf

906] Wo ¢,, ¢, rationale Functionen von z und , 8,8, ..., 8, rationale Func-
tionen von # allein sind und # den Grad des Radicanden der zu Grunde
liegenden Quadratwurzel bedeutet. — Die Folge aus diesem Umstande ist

aber, dass die Periodicititsmoduln % des hyperelliptischen oder elliptischen
Integrals der Differentialgleichung

Q) =0

Genfige leisten. Diese Periodicititsmoduln sind aber eben nichts
anderes als Coefficienten der zur genannten Differentialgleichung
zweiter Ordnung zugehérigen Substitutionsgruppe#).

Wir beschréinken uns an dieser Stelle der Kiirze halber darauf, die Aus-
fihrung der oben bezeichneten Aufgabe an dem Falle vorzunehmen, dass die
vorgelegte Differentialgleichung der zweiten Ordnung ist, und dass von der
Voraussetzung ausgegangen wird, dass die Differentialgleichung, welcher die
Integrale derselben als Functionen des Parameters aufgefasst gentigen, dritter
Ordnung wird.

i.
Es sei vorgelegt die Differentialgleichung

0%z

0z
(1‘) o +95—x~+hz =0,

deren Coefficienten rational von # und y abhangen, und es werde voraus-

¥) §. meine Arbeit in CRELLEs Journa), Bd. 71, S. 91 £.1).

1) Abh. VIII, §. 241 ff., Band I dieser Ausgabe, R.F,
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gesetzt, dass ein Fundamentalsystem von Integralen derselben, als Functionen
von y, einer Differentialgleichung

@ &z ﬂ+ _aﬁ_,. s =0
) "5!/’3‘ +.p1 (3_1/7 b, 6y b =Y,

deren Coefficienten ebenfalls rationale Functionen von # und y sind, geniige.

Sei
_ Gy
(3) g = m;

wo G(z,y) und H(z,y) ganze rationale Functionen ohne gemeinschaftlichen
Theiler sind, und zwar

(4) H(z,y) = Hz,9)" Hz,y)"... Lx,y)"

Wwo 6,06, ..., 0, positive ganze Zahlen, H,(z,y) irreductible ganze rationale

Functionen und H,(2,y) von H,(z,y) verschieden, wenn % und I ver- [go
schieden sind. Alsdann kann man bekanntlich g in die Form bringen:

N UBECVECORS LY
(AN ACK) N H(z, ) !

wo F.(z,y) und V(z,y) ganze rationale Functionen von z, deren Coefficienten
rational von y abhingen®).
Bezeichnen wir die Wurzeln der Gleichung

(6') Hk(xyy) =0
in Bezug auf # als Unbekannte mit a,, a,, ..., so ist
(7 ) FI: (.70, y) — “kl ah

H(z,y) - T—0y X

Wir machen nunmehr die vereinfachende Voraussetzung, dass e, «,,... von
y unabhéngig sind. Diese Voraussetzung ist beispielsweise erfiillt, wenn die
Integrale der Gleichung (1.) sich {iberall bestimmt verhalten und die Wurzeln
der determinirenden Fundamentalgleichung von y unabhingig sind. Wenn
@y @,y ... von y abhangen, so ist, mit Riicksicht darauf, dass nach dem
Puiseuxschen Satze durch Umléufe von y jedes a, in jede andere Wurzel der
Gleichung (6.) tibergefithrt werden kann, und andererseits darauf, dass solche

*) Vergl. HermiTE, Cours d’Analyse, premidre partie, année 1873, p. 268.
26%
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Unléufe die rechte Seite der Gleichung (7.) nicht &ndern,
8.) Oy ==&y = ' = &

Es ist daher

d“u da,‘, ]

o _ [ﬂ_ .
©) oy —Ek % @—a) * (5'7_.“1:2)2 *

0 [V(x,y)fL(x,y)IL(x,y)~-~Hs(x,y)]
0z dy Hiz,y)

und demnach
dakl da‘k')

o[ [T B ]
(10') ay/gdx - —Zkak X — * X — *

9 [V(x,y)Hl(x,y)Hz(x,y)---Hs(x,y)]

oy Hz,y)

eine rationale Function von # und y. Zu den Summen liefern nur diejenigen
Factoren H,(z,y) einen Beitrag, fiir welche a,, @ ,... von y abhingen.

908] Substituiren wir nunmehr in die Gleichungen (1.) und (2.)
(11.) =g HI%y

indem wir bei der Bildung von [gds aus Gleichung (5.) kein von # unab-
hingiges Glied hinzufiigen, so verwandeln sich (1.) und (2.) in

ot
(a.) o Pt =0,

ot s ot
2, gt plt, p % —
( a’) 0y3 +Pl ayQ +Pﬂ dy +'P3t 0‘

Der Coefficient », und nach Gleichung (10.) auch die Coefficienten
P, P, P sind rationale Functionen von # und y, und es geniigt ein
Fundamentalsystem von Integralen der Gleichung (1a.) der Gleichung (2a.),
wenn ein solches der Gleichung (1.) die Gleichung (2.) befriedigt, und um-
gekehrt.

Wir diirfen also von vornherein in Gleichung (1.) den Coefficienten g
gleich Null annehmen und von den Gleichungen

0tz
(A.) -a—xa‘ + he = 0,
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oz 0%z 0z
(B) Wﬂ%-ay—zﬂ%gjﬂ%ﬁ =0

ausgehen, in welchen %, p , p,, p, rationale Functionen von # und y sind.

2.

k+1
Bezeichnen wir der Kize halber - azl

malige Differentiation der Gleichung (B.) nach ©

mit (k,7), so ergiebt die zwei-

6 8

1) L9+LD 4000+ L0,2400,0+ 20,9+ 20,0 =0,

0; 0,
(2) (2,8)+2,2,2)+2, 1) +225(1,2) + 2,2, 0+ 235 (1,1)
? 0*
+ 200,940 21,04 S0, 14 22 0,0 =0,

Die dreimalige Differentiation der Gleichung (A.) nach y liefert

3) (2, 1) 450, 1)+ o (o 0) =0,
@) (2,2)+5(0,2) + gi 0,1+ 2k 50,0 =0, [509
6)  (2,3)+h0, 3)+36—h(o 2)+3”(0 1)+ ‘;;’j(o 0) =0,

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich:

)  4(1,2)+B(0,2)+C(1,1)+D(1,0)+ EQ,1)+ F(0,0) = 0,
wo

W o Op 0

d=25 B‘“ex*‘%y’
_ o, _ o 91
o =271 D=12%"
' g O O oh

o oy ey

_¥p, @b #h_ Oh
CE= Ty iy

Differentiiren wir die Gleichung (C.) nach #, so folgt durch Anwendung
der Gleichungen (1.) bis (5.)

(D) 4,(1,2)+ B0, 2)+ C,(1, 1)+ D,(1, 0) + B0, 1) + F,(0,0) = 0,
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wo
04 0B
=5+ B Bi=—dhtn
oC oD
O =7 t8 Di=Ti5r,
@) E__Mah o oE
TR PR
2
F1=—A6h Oak—DI+6F-

0 oy ' o
Aus (C.) und (D.) ergiebt sich:

(E') B?(O) 2) + 02(11 1) + D2(1’ 0) + Eﬂ(ol 1) + FE(O, 0) = 0!
wo
B,= AB,~A,B; 0, = AC,—A4,0; D, = AD,~A4,D:

8.
®) E,= AE—AF; F,= AF,—AT.

Die Gleichung
(9) B, =0
lasst sich in die Gestalt bringen:

498 g e m =
oz oz
910] oder
J0 (B By
Setzen wir
B dlogu
(10) T=-

so geht diese Gleichung iiber in

0w
oz’

Die Gleichung (9.) erfordert also, dass die Gleichung (A.) durch ein
Integral der Form
B
-Jx
=

befriedigt werde, wo % eine rationale Function von z.

(11)

+hu = 0.

(12) 2
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Tritt dieser Fall, den wir spéter einer besonderen Unter-
suchung unterwerfen werden, nicht ein, sosind alsonicht sémmt-
liche Coefficienten der Gleichung (E.) Null, namentlich ist B,
von Null verschieden.

3.
Sei #, 2, ein Fundamentalsystem von Integralen der Gleichung (A.),

1) %2
welche zugleich Gleichung (B.) befriedigen, und seien «z,+ pz,, p2 + 02, zwei
Zweige von 2, oder #, in welche diese Functionen nach einem Umlaufe der

Variablen z iibergehen, so folgt aus (I.)
“(Z)R1+ﬂ(2)Rz+“’81+ﬁISz =0,

F.
( ) 7‘2)R1+5(2)R2+7/'Sl+5'82 =0,
wenn wir
[ R, = B,2; R, = B,z,
=2 B 9% 9%
S, + Cn 690 + E,z,
1)
8, = 63’ + 0 E,z,
dta d"ﬁ
o _ b b _ “P
- " B a0 s w
setzen.
Wir setzen zunichst voraus, dass B, von Null verschieden ist.
Es konnen nun zwei Fille eintreten: [9rx

I. Es giebt unter den Zweigen der Functionen 2, und z,, welche durch
die verschiedenen Umléufe der Variablen z erzeugt werden, wenigstens zwei
solche, fir welche

(2) ¢ = dd'—py
von Null verschieden ist, oder

IL. s ist fiir alle Zweige & = 0.

Im Falle I folgt aus den Gleichungen (F.)

(3) ESI = _51R1—52'Rﬂ
‘ eS, = —¢R,—¢ R,
WO
= g8 — (2) ﬁ" e = ﬂ(z) 3 —o® g
®) : : )

- @0, N ¢ - Y P
e, = yP0'— oy g, = 0P — Py
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Setzen wir

0z G, 62 E,
(6) Do) =25 tp %t

so folgt aus den Gleichungen (3.), dass D(z) und D(s,) Integrale der
Gleichung (A) sind.
Im Falle IT folgt aus (F.)
e R +e R, =0,
(6)
e B +e B =0,
d. h, da 2, s, ein Fundamentalsystem von Integralen der Gleichung (A.) sind,
(1) =0, =0 ¢=0 ¢=0
Aus den Gleichungen (7.) folgt
V=cdj 0'=¢f;
(c—c) 8 = 0, (e—g)a'® =0,
wo ¢ und ¢, von z und y unabhéngige Grdssen bedeuten. Die beiden letzten
Gleichungen erfordern, dass entweder o'= 0 oder §'= 0 oder ¢ =0 und

(8)

p” =0, oder endlich ¢ =¢. Fiir «'= 0 miisste nach der ersten Gleichung
auch »'= 0 sein, und demgeméss nach den Gleichungen (F.) die Function
D(z,) der Gleichung (A.) Geniige leisten. Fiir p'= 0 folgt aus der zweiten
Gleichung (8.), dass auch ¢'= 0, und dann aus den Gleichungen (I.), dass
die Function D(s) die Gleichung (A.) befriedigt. Fiir die Combination
a® =10, p =0 folgt aus den beiden ersten Gleichungen (8.), dass auch
P =0, 0" =0, dass also o, f, )0 von y unabhingige Werthe «,5b,¢,d
g1z] annehmen. Es ergiebt sich alsdann aus (F.), dass fiir das gemeinschaft-
liche Integral der Gleichungen (A.) und (B.)

9.) u = az,+bs,

die Function D(u) die Gleichung (A.) befriedigt.
Fiir den Fall ¢, = ¢ ergeben die Gleichungen (8.)
(10.) y=ca+l, 0 =c¢p+l,

wo auch I' und I’ von y unabhiingig sind.

Wenn «z +pz,; y2,+ 0z, demselben Umlaufe der Variablen # entsprechende
Zweige bezw. von ¢, 2, bedeuten, so folgt mit Riicksicht darauf, dass in Glei-
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chung (A.) g:; nicht auftritt und demgemiss zgg -2 3”’ von z unabhéngig
wird,
(11) wd—Py = 1.

Substituiren wir in diese Gleichung die Werthe  und g aus den Gleichungen
(10.), so ergiebt sich

ol [ — Bl = 1,
also
[o—Tp =0
Sei also
(12') U = rzx'*’ FIZ“

so folgt aus (F.), dass D(u) der Gleichung (A.) Geniige leistet. Es konnen
nicht beide Grossen I' und I, verschwinden, weil sonst 7,z nach dem Um-
laufe von z aufhoren wiirden ein Fundamentalsystem zu bilden.

Fassen wir das Vorhergehende zusammen, so ergiebt sich:

I. Wenn B, von Null verschieden ist, so existirt stets ein den
Gleichungen (A.) und (B.) gemeinschaftliches Integral », fiir
welches die Function D(») ebenfalls die Gleichung (A.) befriedigt.

Sei %, ein anderes gemeinschaftliches Integral der Gleichungen (A.) und
(B.), welches mit # ein Fundamentalsystem fiir dic Gleichung (A.) bildet,
und moge nach einem Umlauf der Variablen z die Function # ifbergehen in

U= Au+pu,
so geht D(u) iber in

(13) D) = D) = 1D(w)+ uD(u) + 2—diu+z é‘j

Es muss aber auch D() ein Integral der Gleichung (A.) sein, folglich [or3

ist auch
N7 di du
(14.) uD () = D(")—2@““2@

1

ein Integral derselben Gleichung. Wenn demnach nicht fir alle Umldufe
der Variablen z die Grosse u verschwindet, so ist auch D(z,) cin Integral
der Gleichung (A.). Dieses fiihrt zu dem folgenden Satze:

I. Wenn B, von Null verschieden ist und die Gleichungen

(A) und (B.) nicht ein gemeinschaftliches Integral besitzen,
Fuchs, mathom, Werke. III 27
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dessen logarithmische Ableitung nach # eine rationale Function
von g ist, so giebt es stets ein Fundamentalsystem von Integralen
2,4 der Gleichung (A.), welches ebenfalls die Gleichung (B.) be-
friedigt und so beschaffen ist, dass D(z,), D(2,) der Gleichung (A.)
Geniige leisten.

4.
Setzen wir zur Abkiirzung
C E,
- =a 2 =)
s ) 82 ]
0z 0z
(1) D) = 2a—y—+a%+bz,
0z
| P() = o +h,

so ist

@) PODE) = 2@2,1)+a(, 0)+[ Lt b](2,0)

+[?W +2ﬁ+/m](1 0) -+ 2h(0, 1) + [gxl,’mb](o,()).
Ist # ein Integral der Gleichung (A.), so folgt aus dieser Gleichung und
aus Gleichung (3.) No. 2

]_

’a db7 0z Oh 4 0n],
] Era rm dy

b . 9 dh 0h
G) PG )—[a*”%a—x [ 2 ]

Bilden ¢, #, ein Fundamentalsystem von Integralen der Gleichung (A.)
von der im Satze II. voriger Nummer angegebenen Beschaffenheit, so ist

(&) P(D(z)) = 0; P(D(z) = 0.
914] Da zl%—zz gz, von Null verschieden ist, so muss demnach
0%a 0
(5') W"' 2% - 07
2
@) Fo_gu_ o

oz " ow Oy
sein. Aus diesen beiden Gleichungen folgt

Osa da oh oh
7. O 4,
(1) o T 4hg, g, +40J 0
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Es miisste demnach die Differentialgleichung:

'z oh oh
(8.) e h—+2a +46_y=0

durch die rationale Function a von  und y befriedigt werden.
Der Gleichung
& w ow 0Ok

9) Pk Ia 2w =0

geniigt das Fundamentalsystem von Integralen 14, —22, +4. Sie ist sich
selbst adjungirt, und zwar sind 42, —2 2, 34 und bezw. %42 —2,4,, 34 ein-
ander zugeordnet®).

Es miisste also der Ausdruck
(10) -—zﬁf%z;‘dx+ Zzlz.zf%z—z‘zedx—ﬁﬁ g—’ 2

eine rationale Function von z werden, wenn die Gleichung (8.) durch eine
rationale Function von z befriedigt werden soll.

Ist aber der Ausdruck (10.) eine rationale Function von #, so sind die
Coefficienten der Substitutionen der zur Gleichung (A.) gehdrigen Gruppe
von y unabhingig #¥).

Wenn wir dieses Resultat mit den Resultaten der vorhergehenden Num-
mern zusammenhalten, so gelangen wir zu dem folgenden Theorem:

Soll ein Fundamentalsystem von Integralen der Gleichung
(A.) der Gleichung (B.) geniigen, so muss die Gleichung (A.) ent-
weder ein Integral zulassen, dessen logarithmische Ableitung
nach # eine rationale Function von # ist, oder sie gehdrt zur
Kategorie derjenigen Differentialgleichungen, deren Gruppe von
y unabhéngige Substitutionen besitzt.

In dem Falle, dass die Gruppe von Substitutionen der Gleichung [o15
(A.) von y unabhéngig ist, geniigt # als Function von y einer Differential-
gleichung hdchstens zweiter Ordnung, deren Coefficienten rationale Functionen

*) Siehe Sitzungsberichte vom 1. November 1894, S, 11241),
**) Siehe Sitzungsberichte a. a. 0. und Sitzungsberichte vom 25. Februar 1892, S. 1632),

1) Abh, LXT, S.192 dieses Bandos. R.F.
2) Abh, LIX, 8. 125 dieses Bandes. R.F.

97#
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von # und y sind¥); es miisste demnach die Gleichung (B.) in diesem Falle

reductibel sein.

Es bleibt uns also noch {ibrig, den Fall zu untersuchen, in welchem die
Gleichung (A.) ein Integral besitzt, dessen logarithmische Ableitung nach #
eine rationale Function von z ist.

523

Es sei jetzt

(1) 8 = o/ N
ein Integral der Gleichung (A.), wo & eine rationale Function von z. Wir
wollen nunmehr voraussetzen, dass & die Gestalt habe

42 42 ¢,
(2) =Tt
r—a, 2—a, z—a,
wo die Grossen a,,a,,..., 6, von einander verschieden, und
Oy Ogy vouy Oy

von 2 unabhéingig seien. Substituiren wir z, in Gleichung (A.), so folgt

— gy B
(3. —h=®+ 5

Die eben gemachte Voraussetzung schliesst also die in sich, dass die Integrale
der Gleichung (A.) sich iiberall bestimmt verhalten**).
Wenn nach einem Umlauf der Variablen y & sich in

’

o A 2
r—a, T—a z—a,

(4) R =

7

verwandelt, so miissen die Gréssen a, a,, ..., a, wiederum von einander ver-

schieden sein, und es ist

(1a.) 4 =¢/ "

ebenfalls ein Integral der Gleichung (A.). Zwischen & und R’ besteht nach
Gleichung (3.) die Relation
oR oRn’

24 9N g UV
®.) Wt =R+

*) Siehe Sitzungsherichte vom 25. Februar 1892, S. 165—1661).
*+) Siehe CRELLEs Journal, Bd. 66, S. 146, Gl. (12.)%).

1) Abh, LIX, 8. 126—127 diesos Bandes. R.F,
1) Abh. VI, S. 186, Band I dieser Ausgabe. R, F.
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Aus derselben ergiebt sich

(6) 0 ;;g [R—W] = —[% + %],

Ist @, = a, = a, so muss eine der Functionen %R’ oder R+ R' fiir [o16
& = a unendlich werden, da sonst @, = 0, ¢, = 0 sein miisste.

Ist @,—«, von Null verschieden, so ist die linke Seite der Gleichung (6.)

fir £ = a unendlich wie —E'l—a’ folglich ist
() o+ o = 1.
Ist @,—a = 0, so muss
(8.) o =—g
sein, wo ¢ die Ordnung bezeichnet, in welcher & —R' fiir £ = a verschwindet.

Ist o ein Werth, der sich nicht unter den Werthen a, befindet, so folgt
durch einen analogen Schluss aus Gleichung (6.)

9.) o =1
und ebenso fiir a,, wenn dasselbe nicht unter den a; befindlich ist,
(10) 4 =1,

Aus den Gleichungen (7.) bis (10.) folgern wir, dass
(11) ar, = /TN = o)

eine rationale Function von z darstellt.

Es miissten demnach¥) z,, 2, die Form haben

1 ¢ pde
)y
6'1 —_— ]
(12) L e i
DTy
=09 ¢ i)
wo ¢ von z unabhéngig ist.
Wir setzen
_ GO
(13‘> = LP(JE) !

*) Siehe CRELLEs Journal, Bd. 81, §.118%).

1) Abh. XX, §. 84, Band II dieser Ausgabe. R.F.
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wo G(z) und {(2) ganze rationale Functionen von z ohne gemeinsamen
Theiler sind. Es sind alsdann fiir die Nullstellen von {(z) die Exponential-
functionen in (12.) endlich, der Factor o' aber wnendlich. Es wird dem-
nach ¢(z) nur Null fir Werthe, fiir welche % unendlich wird. Iiir diese
aber miissten 2z, s, gleichzeitiy unendlich werden. Wenn wir aber voraus-
setzen, dass #—HR' nicht von 2 unabhingig ist, so bilden z, 4, nach Glei-
chung (1.) und (1a) ein Fundamentalsystem von Integralen der Gleichung
(A.). Es misste demnach fiir dieselben Werthe von  jedes Integral dieser
or7] Gleichung unendlich werden. Aber die zu den singuliren Stellen der
Gleichung (A.) zugehérigen determinirenden Fundamentalgleichungen haben
die Gestalt

(14) vy—14+: =0,

d. h. fiir das einem solchen singuldren Punkte der Gleichung (A.) zugehérige
Fundamentalsystem ist die Summe der Exponenten gleich Eins, diese Expo-
nenten konnen also nicht beide negativ sein. Also ist §(z) eine von # un-
abhingige Grdsse, und man hat

(15.) ¢ = G(®);

d. h. ¢ ist eine ganze rationale Function von z.

Die Differentialgleichung dritter Ordnung (8.) in No. 4, welche 2, 2,2,, ¢,
als Fundamentalsystem besitzt, hat demnach eine ganze rationale Function
G(z) sum Integral. Besiisse dieselbe noch ein zweites Integral G (%), wo
G (r) eine nicht bloss um einen constanten Factor von & (%) verschiedene
ganze rationale Function bedeutet, so miissten sich die von z unabhingigen

Grossen A, B, C so bestimmen lassen, dass

(16) A7+ 0+ BG = @,

oder
dx dx
¢ — —¢| =
de” & L Be fG:G,—GBG_

da
%
Demnach miisste e fG eine zweiwerthige algebraische Function von 2
sein. Nach den Gleichungen (7.), (9.), (10.) enthilt G nur einfache Factoren.

Es miisste also diese zweiwerthige Function die Quadratwurzel einer rationalen
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Function von # sein. Sehen wir von diesem Falle, in welchem die Gleichung
(A.) durch Wurzeln rationaler Functionen integrirt werden wiirde, ab, so
hitte die Gleichung (8.) in No. 4 nur eine ganze rationale Function zum
Integral. Die Coefficienten dessclben sind bis auf einen allen gemeinsamen
Factor aus der Gleichung (8.) in No. 4 als rationale Functionen von ¥
bestimmbar. Bezeichnen wir dieses Integral mit I'H(z), so dass die Coeffi-
cienten von H(z) rationale Functionen von y sind und I' yon # unabhingig,
so konnen wir setzen

(17) o(2) = MH).

Substituiren wir 2 aus Gleichung (12.) in die Gleichung (A.), so erhalten wir

1

do \?
1 oz 1 o ¢
(18 7(7 toga tag — T h

T

Wird der Werth von o(z) aus (18.) substituirt, so folgt

0H(z) \*
1<—ax“> 1 ¢H@ ¢ 1

(19) ~iI\Ew ) EE e T E T M [or

wodurch (?‘ " sich als rationale Function von y bestimmt.

I. Hiernach wiirde, wenn wir von dem Falle absehen, in wel-
chem die Gleichung (A)) algebraisch integrirbar ist, diese Glei-
chung durch ein Fundamentalsystem von Integralen der Form

1 ¢ pdz
7, orlT

1 ¢ pdz

5 ~or) I
¢ = H2e o' H

2, = H

H

(20,

befriedigt werden konnen, worin H eine ganze rationale Function
von #z ist, deren Coefficienten rational von y abhéngen, und wo
(%)2 eine rationale Function von ¥ ist, die aber sich auf eine von
y unabhingige Grosse reducirt, wenn die Gréssen «,,...,a, in
Gleichung (2.) als von y unabhingig vorausgesetzt werden.

Wenn aber fiir alle Umlaufe der Variablen y die Function &
unverdndert bleibt, so sind die Coefficienten von R rationale

Functionen von .



216 {BER LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN.

6.

Wir wollen nunmehr noch den Fall niher betrachten, dass die Gleichung
(A.) nur ein Integral besitzt, dessen logarithmische Ableitung nach 2 eine
rationale Function ist. Alsdann hat nach voriger Nummer dieses Integral
die Gestalt

(1) ry=1¢ ",

wo R eine rationale Function von z und y darstellt. Wir setzen voraus, dass

in Gleichung (2.) No.5 die Grossen a,a,...,«, von y unabhingig seien;
alsdann zerfallen die algebraischen Functmnen vou Y, @, 4,, ..., @, welche in

derselben Gleichung auftreten, in Gruppen von der Beschaffenheit, dass die
zu einer Gruppe gehérigen bei den Umldufen von y sich nur untereinander
vertauschen. Es miissen daher die Grossen o, welche zu den eine
Gruppe bildenden Gréssen a, gehdren, einander gleich sein. Wir
konnen also aus (1.) und (2.) No. 5 folgern

) 5= PAPPLL B = 5,

ot9] wo P, P, ..., P, ganze rationale Functionen von # sind, deren
Coefficienten rational von y abhéngen.
Bekanntlich ist

®) n=5[5

ein Integral der Gleichung (A.), welches mit z ein Fundamentalsystem bildet.
Substituiren wir in (A.)

4) z = Sv,
so erhalten wir eine Differentialgleichung
&' o
(5) ETheyy =0

und es ist g, eine rationale Function von # und y. Diese Differentialgleichung
besitzt das Fundamentalsystem von Integralen

(6.) fS“ v, = 1.

Wenn v als Function von y einer linearen Differentialgleichung

m M=

0 2 0
(7') P(Z) m +21 6y m—1 + +pm = 0
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deren Coefficienten rationale Functionen von « und g, geniigt, so befriedigt
dieselbe auch jeder Zweig von v, welcher durch die Umliufe von 2 und von
y erhalten wird.

Diese Zweige haben die Form

— 1
(8') b = va'*“ﬁ:
wo « eine der Grissen «, ¢, ..., o in Gleichung (2.) bedeutet, wihrend g

nur von y abhingig ist.

Die Gleichung (7.) muss in Bezug auf » reductibel sein. Denn wire sie
irreductibel und substituirten wir v, in dieselbe, so erhielten wir eine lineare
homogene Differentialgleichung fiir g von gleicher Ordnung:

dmﬁ dm—lﬁ _

(9') d‘/m +p1 dyn-l + - +pm/j = 0.

Da die Coefficienten p,p,, ..., p,, sich durch ein Fundamentalsystem von
Integralen B, B,,..., B, derselben, welche als Zweige eines Integrals g von
unabhiingig sind, und durch ihre Ableitungen nach y rational darstellen lassen,

so miissten p, p,,...,p, von z unabhingig sein.
Lésst sich beispielsweise P(¢) in der Form [920
. 906) Q(2)
10. =
(10) BE) = r Q)+, 75 4o by 5
darstellen, wo
9z oty
(11 Q) = 6t gig, + + g

irreductibel in Bezug auf y ist, und wo 7,7, ..., 7, rationale Functionen von
4 sind, so wiirde sich fiir g die Differentialgleichung

(12) QB) =0

ergeben, und es miissten alsdann nur die Grossen ¢, ¢, ..., g, von % unab-
hingige rationale Functionen von y sein.

Dieses Verbalten wird durch das Beispicl der Differentialgleichungen er-
liutert, welchen die hyperelliptischen (elliptischen) Integrale bezw. aufgefasst
als Functionen der unabhiingigen Verfinderlichen und als Functionen der Ver-
zweigungswerthe geniigen, wie bereits in der Einleitung angefiihrt worden ist.

Fucks, mathem, Werke, III, 28



ANMERKUNGEN.

1) Anderungen gegen das Original
Es wurde gesetzt:
S. 202, Zeile 10 v. u. wurde »daraufc hinter halber hinzugefiigt,
» 207 wurde am Schluss der Gleichungen (1.) »u.s. W.« hinzugefiigt,
» 208 nach den Gleichungen (7.) »Aus den Gleichuugen (7.)« statt »Aus denselbenc,
, 209, Gleichung (14) % % stat % 3—5,
, 210, ., (2) 2h(0,1) statt k(0,1),
» 214 wurde nach Gleichung (15.) »d. h. ¢ ist eine« hinzugefiigt,
Zeile 9 v. u. »eine nicht bloss um einen constanten Factor« statt »eine nicht um ejnen
blossen constanten Factore,

2) Zu Gleichung (8.), No. 8, S.208 sei Folgendes bemerkt: Aus (7.) folgt nicht nothwendig, dass ¢ und ¢,
beide von y unabhingig sind. Man kann aber z. B. auf folgende Weise zu dem aus (8. gefolgerten
Resultat gelangen: Wenn keine der Grossen o, §', ', &' gleich Null ist, so folgt aus (7.), dass ¢ = ¢,
und beide von y unabhingig, d.i. Annahme (10.). Ist aber irgend eine der Grossen o, f, v/, &' gleich
Null, so lehven die Gleichungen (F.), dass sich entweder R, und S, oder R, und §,, d. h. aber 2, und
D(z,) oder 2, und D(z,) nur durch einen constanten Factor unterscheiden, d.h. dass D(z,) oder D(z,)
der Gleichung (A.) geniigt. R. F.
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UBER EINE KLASSE LINEARER HOMOGENER DIFFERENTIAL-
GLEICHUNGEN.

(Sitzungsberichte der Konigl. preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1896,
XXXIV, 8. 753—769; vorgelegt am 9. Juli; ausgegeben am 16. Juli 1896.)

1. [733

Sei
dr ary
(A') d?“' zdn—z + +]7,,’Nr—0

eine lineare homogene Differentialgleichung mit eindeutigen Coefficienten von
der Beschaffenheit, dass die zu jedem beliebigen Umlauf der Variablen
# um einen oder mehrere singulire Punkte der Gleichung (A.) gehdrige
Fundamentalgleichung durch die reciproken Werthe der Wurzeln dexrjenigen
Gleichung befriedigt wird, welche aus ihr durch Vertauschung der Coeffi-
cienten der simmtlichen Potenzen der Unbekannten mit ihren conjugirten
Werthen hervorgeht. Wir wollen tberdies voraussetzen, dass die Wurzeln
A,4,...,4 wenigstens einer dieser Fundamentalgleichungen von einander
verschieden sind und den Modul 1 besitzen. Den ihr zugehorigen Umlauf
der Variablen z wollen wir mit C und das zugehérige Fundamentalsystem
von Integralen der Gleichung (A.) mit u, #,, ..., % _bezeichnen, so dass, nach

1) Ted

Vollziehung des Umlaufes C, u,u,, ..., u, ubergehen in

(B) Uy = Rty Uy = Mylhyy ooy Uy = Aylhy.

1 n

28*
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Die einem beliebigen Umlaufe U von 2 entsprechende Substitution

aZl aﬂ? Lo aﬂl

0 . e

a’ll alﬁ e alﬂl
!

laﬂl aﬂZ e a'mJ

welche w,, %,, ..., u, erleiden, wollen wir kwrz mit (a,) bezeichnen, wihrend
|a,| die Determinante dieser Substitution bedeutet.
Da in der Gleichung (A.) das Glied % fehlt, so folgt zundchst

©) ] = 1.

754] Die Fundamentalgleichung

=0 Uy v Oy
Ay Q=0 cos Gy =0
™ Gy, Uy — ®
bringen wir in die Gestalt
(D)) (10" + e, 0"+ a,0" * + - + 0, ;0 +1 = 0,

Nun ist bekanntlich
(E) o =2 1)n—kRky

wenn mit R, eine Hauptunterdeterminante I** Ordnung der Determinante |a, |
bezeichnet wird, und wenn die Summation in (E.) sich auf die simmtlichen
Hauptunterdeterminanten %** Ordnung bezieht.

Wenn wir, wie im Folgenden stets, den conjugirten Werth einer Grosse
a mit @' bezeichnen, so hat unserer Voraussetzung gemiss die Gleichung (D.)
mit der Gleichung

D) (1o 4 (~1Pd,_ 0" 4 (~1)'d, 0™ 4+ (—1dlo+1 = 0
simmtliche Wurzeln gemeinschaftlich; daher ist

(1) o, = (—1)a,_;, (k=1,2..,m)
und hieraus ergiebt sich nach Gleichung (E.)

(F) IR, = %R, ;. *k=12...,n)
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Die analogen Gleichungen gelten unserer Voraussetzung gemiss fiir jede Sub-
stitution, welche #, u, ..., u, durch einen beliebigen Umlauf erfahren.

Ist (b,) eine Substitution, welche w,u,, ..., durch einen Umlauf V'
erleiden, so betrachten wir die Substitution, welcher u,w,, ..., u, durch die

Unliufe U, C,V, in dieser Reihenfolge nach einander angewendet, unterworfen
werden.

Sei
2) (ea) = (@) (4) (b),
Wo Wir
1,0...0
04..0
(3) W= "
00 .4,
gesetzt haben.
Es ist alsdann [735
(4') G = byd+ G bydy o+ a3, by,

Die inverse Substitution von (c,) ist

() (@)™ = ()™ (1) (a)™
Nun ist

4y Ay
=] |

Am v Ann

‘Bll . Bﬂl
(6.) (I)M)_l = v o by
B,...B,

011 e Onl
= -]

‘ Cp...0,

wo A, B, C, bez. die zu @by, ¢, gehdrigen Unterdeterminanten (n—1)"
Ordnung der Determinanten |a,], |0,], |¢c,| bedeuten.
Es ergiebt daher die Gleichung (5.)

(7’) Cld = Ala B”l;" + Akz Bﬂ ﬂ';l +eeet Alm Bnl ’1;1°
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Wir wollen die Gleichung (¥.) insbesondere fiir ¥ =n—1 in Betracht
ziehen, Sie lasst sich alsdann in die Form bringen

(8') Gyt Gyt oee F by, = A;1+A;2+"'+A;m'

Da eine analoge Gleichung fiir jeden beliebigen Umlauf, also auch fiix die
Aufeinanderfolge UCV gilt, so ergiebt sich aus den Gleichungen (4.) und (7.)

n n
9) gz ;Ia (Al'cz By—ayby) 4, = 0.

Allgemein wiirde fiir die Substitution

(@) @) (bw),
welche dem Umlauf U, dem r-fach wiederholten Umlauf C und dem Umlauf
V, in dieser Reihenfolge angewendet, entspricht, sich ergeben
(%) Zl:z gh (4y By —ay by, )4 = 0,
fiir jeden beliebigen ganzzahligen Werth von r.
756] Setzen wir r = 0,1, 2,...,2—1, so folgt aus dem entstehenden Systeme
von Gleichungen, da 4, 4, ...,4 von einander verschieden sind,

(10.) Sl By = it by (I=12..,m)
1

1

Da diese Gleichung fir zwei beliebige Substitutionen der Gruppe unserer
Differentialgleichung besteht, so kénnen wir in derselben

(11) (ba) = (),
also
b, =0, firx & =1,

blck =k
B, =0, fir k1,
By = '

setzen. Wir erhalten alsdann aus Gleichung (10.)
(@) 4; = ay. (1=12,..,n

Da diese Gleichung fiir jede Substitution der Gruppe besteht, so folgt
also fir die Substitution
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(62) = () (") (by)
(12) B, = ¢, 0=1,9,...,n)

d. h. nach den Gleichungen (4.) und (7.)

(13, ?PA,’},B,’,,A; = ;}P%bﬂﬂ.j,, (=12..,m
also in Folge eines Schlusses, der dem an den Gleichungen (9.) und (9a.)
gemachten Schlusse analog ist,

’ ' =1,

(H) A, B, = a,b,. (& )

=1...,n
Fiir

(14.) () = (@)™, d.h

(b)) = (4u)y (Ba) = (%)

ergiebt sich aus (H.) insbesondere

(®) 4yt = 4,0, (p=2r)
Fiir
(15.) (ba) = ()
ergiebt die Gleichung (H.)
(E,) Ay = 0y o=z )
Fiir
(16.) (ba) = (@) (V") (@),
also {737

by = Oy Gy By + g O Ayt 2+ o+ g Gy Ay
(Bu) = (Au) (77" (4a),
Bkz = Ak1 ‘A'll AT+ Akz Azl A’z_' Tt Akn Ay A
folgt
(17) Al Ay Ay byt Ay Ay byt oo+ Ay, Ay 1)
= alp [a;u Uy l; + Oy Gy l’z et apn Uy Mrz]?

und hieraus wieder durch einen Schluss, der dem an (9.) und (9a.) gemachten
analog ist,

p=1..,n
(Hn') 4, 4. Al’p = g (g Uy (l:l,...,n)

Pa“ul pe ol
e=1...n
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Wenn die Integrale u, der Gleichung (A.) nach einem Umlaufe U sich in
(18.) Uy, = Gty + Gty + -0 + Gty

verwandeln, so gehen die conjugirten Werthe %, dieser Integrale in

(19.) W, = Uy + Gy Uy + o + @, Uy,
iber.
‘Wir bilden nunmehr die bilincare Form

J) o = Auw + Ayu,ug+ o+ A u,u)
mit constanten Coefficienten 4, ..., 4, und wenden auf dieselbe die einem

Umlaufe U der Variablen 2 entsprechenden Substitutionen (18.), (19.) an, als-
dann geht ¢ iiber in

_ ) k=1,...,
J) ¢ = 2 Baru, (1:1"‘_’:)
Wwo
(20,) By = Adjag 0+ Aya,0u+ -+ Ay a0
Wir bestimmen nunmehr 4, 4,, ..., 4, den Gleichungen
(K) Py=0, Py=0, ..., P, =0

gemiss, aus welchen sich ergiebt:

4 4,
K. Lk Tk, (k=1,...,n)
(K.) y s
Aus den Gleichungen (H,) folgt, dass die Verhiltnisse der Grdssen

A,A,.. ., 4 reale Werthe haben.

Substituiren wir diese Werthe in —l}, so ergiebt sich
1

P " 4y, k=1,...,n
(21.) 'A_kll' = zpapkapla—' (l:l,... 'I‘L)

'p1
Nun ist

Gy A Ay Ay A A4

i *pt lp“"p1
'
apl apl a’lp aPl a’lp

gemiiss den Gleichungen (H,.), (H,.).
758] Ferner ist nach Gleichung (H,.), fiir « =1,

P AT
Aszszpx = gy Oy Oy
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folglich wird
tgdy  Agaana, Ay

- ’ - ' 1
apl Axl am al]r All

woraus hervorgeht, dass die Gleichungen (21.) sich umgestalten in

Py 4y < k=1..,n
—_— - _”‘ .A. a X3 ( vy )
-All 21; pl Yk = 1,...,')’&

4,

(22)

Ist demnach % == I, so folgt
(L) P, =0,
wihrend
P, Gy Q0 ay Al 1T
I Tk — DT Tk (mach GL (T
Al A;A Alk Uiy aln Alls ( \ ' )),

also
By _ Ay _ 4,
A4, ¢, A

iy 1

oder
(M) Py = 4,.

Werden daher die Verhiltnisse der Grdssen 4, 4,,..., 4, aus den
Gleichungen (K .) bestimmt, so wird

¢ =

d. h. die bilineare Form ¢ bleibt ungeéndert, wenn z den Umlauf
U vollzieht.
Wiirden ebenso bei einem Umlaufe V' die Integrale u, sich in

(23') W, = blﬂ Uy + bl:z Uyteee t b}:n Uy
verwandeln, so wiirden die conjugirten Werthe «, in
(24) By = byt + Dty + o 4 by

itbergehen.
Bestimmen wir eine bilineare Form

(Jz) Y= Bluxu;'l'Ba“z“;'i'”""Bn“u“;
mit constanten Coefficienten B , B,, ..., B, derart, dass

(Kz') = = -

Fuchs, mathom, Werke. III. 29
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so folgt aus der Giiltigkeit der Relationen (G.), (H.), (H,), (H,) fiir die
einem beliebigen Umlauf entsprechenden Substitutionen, dass die Form ¢
durch den Umlauf V' ungeéindert bleibt.

Aber aus den Gleichungen (H.) folgt fir /=1, p =k, nach Gleichung

(Kz)

B, a, a4
?’: = }1—{; = E,ﬁj (nach Gl (H..)),
759] d. h.
(N) l;_:‘ = %il = %’: (nach Gl (K.)).

Demnach ist die Form ¢ bis auf einen constanten Factor mit
der Form ¢ iibereinstimmend.

Wir erhalten also den Satz:

Ist fiir jeden beliebigen Umlauf der Variablen 2 um einen
oder mehrere singulédre Punkte der Gleichung(A.) die zugehdrige
Fundamentalgleichung so beschaffen, dass sie durch die reci-
proken Werthe der Wurzeln derjenigen Gleichung befriedigt
wird, welche aus ihr durch Verwandlung der Coefficienten der
verschiedenen Potenzen der Unbekannten in ihre conjugirten
Werthe hervorgeht, und giebt es iiberdies wenigstens zu einem
Umlaufe eine Fundamentalgleichung, deren Wurzeln die Moduln
1 besitzen und von einander verschieden sind, so giebt es eine
aus den Elementen eines Fundamentalsystems von Integralen
U,y ...,u, und den conjugirten Werthen u, u, ..., u, gebildete
bilineare Form der Gestalt

¢ = Ay ug+ A, u,u+ o+ A, w0,
deren Coefficienten von z unabhéngig sind und reale Werth-

verhaltnisse besitzen, und welche fiir alle Umlédufe der Varia-
blen # ungeédndert bleibt.

2.

Wir setzen jetzt umgekehrt voraus, dass es eine aus einem Fundamental-
system u, %, ..., %, von Integralen der Gleichung (A.) und aus den conju-
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girten Werthen ), u,, ..., % gebildete bilineare Form ¢ giebt:

1) T2)

k=1,

' N )
(1) ¢ = Bl u, Gy

deren Coefficienten Q™ von 7 unabhingig, und welche durch keinen
Umlauf von # verdndert wird.

Uberdies seien fiir wenigstens einen Umlauf die Wurzeln 4,4, ..., 1,
der zugehdrigen Fundamentalgleichung von einander verschieden, und ihre
Moduln gleich 1. Das dieser Fundamentalgleichung entsprechende Funda-
mentalsystem haben wir mit u,%,, ..., %, bezeichnet. Wir machen endlich
noch die Voraussetzung, dass zwischen den Grssen w,u nicht eine lineare
homogene Relation mit constanten Coefficienten stattfinden kénne.

Der Voraussetzung nach soll [760
(@) QAN hu = Q% P u
sein, woraus ebenfalls nach der Voraussetzung sich ergiebt

Qo (h4—1) = 0,

d. h
(3) ¢, ~1) = 0.
Demnach ist
(4) Q% =0, fir k= L

Es muss also ¢, um den Voraussetzungen gerecht zu werden, die Form
haben
) o = Auu+ A u 0+ + A, w0

Wenn durch den Umlauf U die Integrale w,, ..., u, die Substitution (a,)
erleiden, so muss der Voraussetzung zufolge sein

(X" 40,05+ Ay 00,6y + -+ + Aytupy = 0 (e=1L.,nf=1..,n;¢Fp)
und

(M) 4,00+ 4,6,,0,,+ -+ 40,0, = 4, (e=1...,1)

Fiir einen festen Werth von « und fiir

B=12,..,e—1,a4+1,,.,n

exrgeben die Gleichungen (K')

(X)) L= e e (=120m)
1
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Ebenso ist aber auch

= 4, _ 4 AI’»/
Aus (K) folgt

4 _ o 4

Al o Uy, Al,a

und aus (5.)

Demnach ist
y '
o, 4y, Gy Al»*/

! !
aka Alu (l, Ly Aly

oder o4
Wiy 0,0
(L) Af; = Dy

a]:yala
761] Vertauschen wir in den Gleichungen (K') « mit g, so folgt ebenso wie
Gleichung (K.
Ak — a:u Ali
©) 4" 4,4

Aus (K!) und (6.) ergiebt sich

, Uy Ay
(7) akaA = Aka a, Am
Substituiren wir die Werthe aus (6.) in (M), so ergiebt sich, da |a,|=1,
4,05, _ 4,
also
a'
8. = .
® LT
Aus (6.) folgt
'A'a — a;“ Aua .
Al - a;uz AJII,

@) A, =,
Aus (K) folgt daher auch

©) o= e
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Durch Vergleichung von (8.) und (9.) ergiebt sich also, dass As yeal ist,

4,
d. h. es ist
alﬁl a;fl
4,7~ 4,
oder
(10') am Ala = a;a A;a'

Daher geht die Gleichung (7.) iiber in
(H) Ay = O Ao
Setzen wir in Gleichung (H.) k = 9, = «, so erhalten wir

! ’
Ay Ay a0

11, E¥ = <

) Ay A Gy Gy
also nach (G')

(H;.) 4y, 4,y = Gy, Grgye

Die Glieder einer Hauptunterdeterminante von |4 | haben die Form
x AI:zAz.?A';n'/ L]

wenn 4;,, 4,y A, ... die Diagonalglieder sind und «, 8, , ... eine Permutation
von k,{, m, ... bedeutet.
Nun ergiebt die Gleichung (H) fir « =1/, y =1, [762
Ay 4y, Gy Oy
12, ol Oty
(12) 4, 4y Oy, Ay
also nach (G")

’
@ 8y ﬁ/.l

13, A, =
( ) " al:l All
oder nach (H,,)
' aLl ’ 12
(14) 4 = S 4 A,
Daher ist

A A AL AL A AL

I3 18 4dmy gy ove

Uy Oy Oy a’l,‘} Uy aly e

(15') i-AI,ctcA;}Amy'“ = e al[; Uyt
Da aber «, 8,y, ... eine Permutation von %, I, m, ... ist, so combiniren
sich im Zghler 4] mit 4/, 4 mit 4, A mit 4 u s w., ebenso im

m
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Nenner a, mit a,, a, mit a

. . ,
o G, mit @ w s w., also ist nach (H).)

(O') * Allta llﬂ A;ny o=k Qg alﬂ Oy vee

I Demnach ist jede Hauptunterdeterminante der Determi-
nante |4;| gleich der entsprechenden Hauptunterdeterminante
der Determinante |a,|.

Sei nunmehr |g,| eine beliebige Determinante von #° Elementen mit dem
Werthe 1, |G| die Determinante aus den adjungirten Elementen, so ist be-
kanntlich eine Hauptunterdeterminante p** Ordnung der Determinante |G|
gleich der Hauptunterdeterminante (n—p)** Ordnung von |g,|, welche die-
jenigen Diagonalglieder ausschliesst, deren Indices mit denen der Haupt-
unterdeterminante von |G, | iibereinstimmen.

Demnach ergiebt sich aus dem Satze I.:

Il. Jede Hauptunterdeterminante (n—p)*" Ordnung der De-
terminante |a,| ist mit derjenigen Hauptunterdeterminante p*

Ordnung der Determinante [a,| fibereinstimmend, welche die

2
Diagonalglieder mit denjenigeL Indices, die in der ersteren
Hauptunterdeterminante auftreten, ausschliesst.

Nach den an den Gleichungen (E.) und (F.) in No. 1 gemachten Schliissen
ergiebt sich also:

Die Fundamentalgleichung

Uy =@ Uy ovs (ly
Oy Opg=— O oo Uy,
(16.) =0
Uy gy vve lpy—©

763] wird von den reciproken Werthen der Wurzeln der Gleichung

! ’ 7
a—o G ... Gy
7 !
Oy Upy— Oy
‘ - O
|
]
’ ’ ’
I Uy, @y, Oy — O

befriedigt.
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Wir erhalten daher den Satz:

IIT. Wenn es eine aus einem Fundamentalsysteme von In-
tegralen der Gleichung (A) w, u, ..., u, und den conjugirten
Werthen ,u, ..., u, gebildete bilineare Form mit constanten
Coefficienten giebt, welche durch die simmtlichen Umlaufen
entsprechenden Substitutionen der Gestalt

?k = Gutht Gttt Gty k=1,2,...,n)

W, = @Gy + Ayttt oo+ @,
ungedndert bleibt, und wenn iberdies wenigstens fir einen Um-
lauf die Wurzeln der zugehdrigen Fundamentalgleichung von ein-
ander verschiedene Gréssen mit den Moduln 1 sind, wenn endlich
zwischen den Grossen w,u keine lineare homogene Relation mit
constanten Coefficienten Statt hat, so hat die zu jedem Umlauf
gehorige Fundamentalgleichung die Eigenschaft, durch die reci-
proken Werthe der Wurzeln derjenigen Gleichung befriedigt zu
werden, welche aus ihr durch Vertausdhung der Coefficienten der
verschiedenen Potenzen der Unbekannten mit ihren conjugirten
Werthen hervorgeht.

Dieser Satz bildet die Umkehrung des Satzes am Schlusse der No. 1.

3.
Sind die Coefficienten der Differentialgleichung

w e 2w
(Ol.) d + 1 dgn-l +';72 d,..n 2 + +qﬂw 0

eindeutige Functionen von ¢, so fithrt die Substitution
(B.) w=¢ 1%,
dieselbe in eine Differentialgleichung der Form

d*u dvty
(A) d n + ¥ d n=2 + - +pnu’ =0

mit ebenfalls eindeutigen Coefficienten iiber.
Ist fiir ivgend einen Umlauf U die auf () beztigliche Fundamental- [764
gleichung

(v 1P ek, = 0
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und wird dieselbe durch die reciproken Werthe der Wurzeln der Gleichung
(1a) CO e et =0

befriedigt, so miissen die Coefficienten von (1.) mit den entsprechenden Co-
efficienten der Gleichung

a, o 1

9. Y (— IR — 1)L =

@) PR ) = 0
iibereinstimmen; es ist also

(3.) o, = (- 1)”&',_—" E=12..,1n-1)

o,
und
1

() B =

Wegen der letzten Gleichung nimmt Gleichung (3.) die Form an:

82) 5= 1Py,

Bezeichnen wir mit A die Hauptdeterminante eines Fundamentalsystems
W, W,y ..., 0, der Gleichung (), so ist#)

5. A= JU%
Nach dem Umlaufe U geht nun A iber in Ax, demnach multiplicirt
sich ¢ ™% durch diesen Umlauf mit einer Grosse Jy Wo
—L
(6.) j = au ”’

deren Modul nach Gleichung (4.) den Werth Eins hat. Die zu demselben
Umlauf U gehorige auf (A.) beziigliche Fundamentalgleichung lautet daher

) (10" +ajo et o+ 1 =0,
welche mit der Gleichung
(Ta.) =1 o™+ (=) e "o e (1) e e+l = 0
gemiss den Gleichungen (3a.) und (6.) die Wurzeln gemeinschaftlich hat.

Wenn daher fir alle Umldufe von 2 die auf () beziiglichen Funda-
765] mentalgleichungen durch die reciproken Werthe der Wurzeln derjenigen

*) Vergl. CRELLEs Journal, Bd. 66, S. 128, Gl. (3.)%).

1) Abh, VI, 8. 166, Band I dieser Ausgabe. R,F.
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Gleichungen befriedigt werden, welche aus ihnen durch Verwandlung der
Coefficienten der simmtlichen Potenzen der Unbekannten in ihre conjugirten
Werthe hervorgehen, so haben die auf (A.) beziiglichen Fundamental-
gleichungen diesclbe Eigenschaft.

I. Der Satz am Schlusse der No. 1 gilt daher fiir eine Diffe-
rentialgleichung der Form (x) ebenso wie fiir eine Differcntial-
gleichung der Form (A)

Wenn wir umgekehrt voraussetzen, dass eine aus einem Fundamental-
system w,, w,, ..., w, von Integralen der Gleichung («.) und aus ihren con-
jugirten Werthen w!, w), ..., w, gebildete bilineare Form mit constanten Co-
efficienten existirt, welche durch keinen Umlauf von # verfndert wird, und
dass mindestens fiir einen Umlanf die zugehdrige Fundamentalgleichung von
einander verschiedene Wurzeln mit den Moduln 1 besitzt, dass endlich zwi-
schen den Grossen w,u, keine lineare homogene Relation mit constanten Co-
efficienten Statt hat, so ergiebt sich, wenn wir Schritt fiir Schritt die Schliisse
der No. 2 verfolgen, an Stelle des dortigen Satzes I. der Satz:

I. Jede Hauptunterdeterminante p'* Ordnung der Determi-
nante |4, | ist gleich dem Producte aus der entsprechenden Haupt-
unterdeterminante der Determinante |a,| und | 4,7,

und an Stelle des Satzes II. daselbst der Satz:

II" Jede Hauptunterdeterminante (z—p)'* Ordnung der De-
terminante |4, ] ist gleich dem Producte aus |a,| und derjenigen
Hauptunterdeterminante p'** Ordnung der Determinante |a,), welche
die Diagonalglieder mit denjenigen Indices, die in der ersteren
Hauptunterdeterminante auftreten, ausschliesst.

Die auf («) beziigliche zur Substitution (a,) gehdrige Fundamental-
gleichung ist aber der Form

@) G+ YT E BT CYT R R e + C) X Bt a] = 0,
wo % R, dieselbe Bedeutung wie in Gleichung (E.) hat.

Aus dem Satze II. ergiebt sich

©) ZB = SR

|

welches die Bedingung dafiir ist, dass die Gleichung (8.) durch die reciproken

Fuchs, mathem, Werke. III. 30
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Werthe der Wurzeln dexjenigen Gleichung, welche aus ihr durch Verwand-
lung der Coefficienten der Unbekannten in die conjugirten Werthe hervor-
geht, befriedigt wird.
766] Hieraus folgt:

II. Der Satz IIL in No. 2 gilt daher fiir eine Differential-
gleichung der Form (a) ebenso wie fiir eine Differentialgleichung
der Form (A.).

4.
Sei
(1) T M tp =0
und
@) 2= x4y,

wo « und y real. Wir setzen ebenso

[ 1= P+ Qi

¢) | o=t

wo P, Q, &, v reale Functionen der realen Variabeln z,y sind.
Die Gleichung (1.) zerfillt alsdann in die beiden Gleichungen

an n—-1 an-k an-k
(4') 21‘ k oz gk Qk oz n—h;'{-P g Q n= O
B o -1 o -k ~k
(O') 62+Ek}kaxn—k+gkank +Q§+P“’]_0
Durch Elimination, bez. von v und von § erhalten wir aus diesen beiden
Gleichungen:
an an k& a 7] .
B Bl +2"ng dt g ! B+ @le =0,
o an-l- ,
(") Puga—t +Eh§ han_§+Mca”$+{P’+Q}n—0
wo
(8) { Mc=PkPn+Qka
' N, = GR—EQ.

Ersetzen wir in (6.) 3_:2 durch —a— und in (7.) 65 durch , 0 er-
halten wir
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ang ang an—k a
nox Qﬂaxn-lay-I-Zk kank'l"zvka k- lga +{'P:5+Q:}§=0’
(6a.)
1 _ 5 O " 2y =
naxf Qn 6mn—16y+21c31l[1c Apn—k +Lk éx‘ —1ayt+{ n+Q ‘

Demnach geniigen ¢ und %, folglich auch w=E§++i und [767
w' =Et—ni derselben Differentialgleichung

n 2—-1 n—-k n-k
(a) 220 o ) b 0

2 2 —
n 692 Qn dxn-lay Ek k 6 n—k + kaxn—k—l ayg iPn'l' Qﬂ}w - 07

deren Coefficienten reale Functionen der realen Variablen z,y
sind.

Umgekehrt geniigt jede monogene Function von z+yi, welche
die Gleichung (1a.) befriedigt, auch der Gleichung

o™

B i) S + S 004 M) T 4 (B o =,

d. h.
N B N -
(B Qui) g+ (Pa= Qi) S (Bt Qi) ot + (Pt Q)0 =
oder endlich
d*w d"w
Tt Tt = 0,
welche mit der Gleichung (1.) iibereinstimmt.

Wenn es demnach eine aus den Elementen eines Fundamentalsystems
von Integralen #,u, ..., %, der Gleichung (1.) und ihren conjugirten Werthen
uy %, ..., t gebildete bilineare Form mit constanten Coefficienten giebt,
welche bei beliebigen Umldufen der Variablen z ungeéindert bleibt, so wird
diejenige Differentialgleichung, welcher die Quadrate der Integrale
der Gleichung (1a.) genfigen, durch einwerthige Functionen von
z, y befriedigt.

5.

Indem wir nummehr zu besonderen Fillen von Differentialgleichungen
iibexgehen, welche zu der in den vorhergehenden Nummern charakterisirten
Klasse gehoren, betrachten wir zuerst diejenigen Differentialgleichungen, deren

30%*
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Integrale fiir jeden Werth der unabhingigen Variablen # nur eine endliche
Anzahl von Werthen annehmen.

Ist U ein beliebiger Umlauf von 2 um einen oder mehrere singulire
Punkte und » irgend eine Wurzel der zu diesem Umlauf gehdrigen Funda-
768] mentalgleichung, so giebt es¥) ein-Integral # der Differentialgleichung,
von der Beschaffenheit, dass  nach Vollziehung des Umlaufes in

= on
iibergeht.

Da die Wiederholung des Umlaufes nur eine endliche Anzahl von Zweigen
der Function # hervorrufen kann, so muss o eine ganzzahlige Wurzel der
Einheit sein. Diejenige Gleichung, welche aus der Fundamentalgleichung
durch Vertauschung der Coefficienten der verschiedenen Potenzen der Unbe-
kannten mit den conjugirten Werthen hervorgeht, wird demnach durch die
reciproken Werthe der Wurzeln der Fundamentalgleichung befriedigt.

Aus dem Satze I'. der No. 3 ergiebt sich also das folgende Theorem:

I. Sind dieIntegrale einer lincaren homogenen Differential-
gleichung mit eindeutigen Coefficienten sammtlich endlich-
werthige Functionen der unabhéngigen Variablen 2z, und sind
iiberdies wenigstens fiir einen Umlauf von # die Wurzeln der zu-
gehérigen Fundamentalgleichung verschieden, so giebt es eine
aus einem Fundamentalsystem von Integralem w,u, ..., und
den conjugirten Werthen «, %, ..., % gebildete bilineare Form
der Gestalt

o = Au g+ A u vy + oo + A, %, 0,

mit constanten Coefficienten — deren Werthverhiltnisse real —,
welche bei allen Umldufen von # ungedndert bleibt.

Als Corollar zu diesem Satze ergiebt sich:

II. Ist eine lineare homogene Differentialgleichung »** Ord-
nung algebraisch integrirbar, und hat wenigstens fiir einen Um-
lauf die zugehdérige Fundamentalgleichung ungleiche Wurzeln,

*) CRELLEs Journal, Bd. 66, S. 1321),

1) Abb, V1, B. 171, Band X dieser Ausgabe. R.F.
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so giebt es eine aus einem Fundamentalsysteme von Integralen
. . r ’ ’ :
Uy Uy ..., w und den conjugirten Werthen u, u, ..., u; gebildete

bilineare Form

? = Alulu;+ Aﬁuau; ot 4, v, 0,

mit constanten Coefficienten — deren Werthverhaltnisse real —,
welche bei allen Umldufen von # ungedndert bleibt.

In einer Notiz*) hat Herr Picarp, davon ausgehend, dass fiir diejenigen
algebraisch integrirbaren Differentialgleichungen zweiter Ordnung, welche durch
Gausssche Reihen befriedigt werden, eine bilineare Form

Auu;+ Bu w, + B'uju, + Cuyu,

— um unsere obigen Bezeichnungen anzuwenden —, in welcher 4 und [769
C real und B und B’ conjugirte complexe Grdssen sind, durch die Funda-
mentalsubstitutionen in sich selbst verwandelt wird, die von Herrn Jorpaw
gegebenen Typen von Fundamentalsubstitutionen der algebraisch integrirbaren
Differentialgleichungen dritter Ordnung, von dem ersten Typus abgesehen, in
die bilineare Form

D = u, Uy + Uy Uy + Uy Uy

eingesetzt und gefunden, dass, mit Ausnahme des Falles des vierten
Typus, die Form ¢ durch die Fundamentalsubstitutionen in sich selbst ver-
wandelt wird.

Wir bemerken hierzu das Folgende. Da im vierten Typus eine Funda-

mentalsubstitution
T 00
(0 ! 0)
001

vorhanden ist, wo T eine primitive Wurzel der Gleichung 7° =1, und die zu
dieser Substitution gehdrige Fundamentalgleichung also verschiedene Wurzeln
hat, so muss nach unserem Satze II. dieser Nummer auch fiir den vierten
Typus eine bilineare Form

’ ’
b= An“n“x'{'Aauauﬁ'*'As“su;

#) Bulletin de la Société Mathématique, t. 15, p. 154, 20 Avril 1887.
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existiren, welche durch keine der Fundamentalsubstitutionen des Typus ver-
andert wird.
In der That ergiebt die Rechnung, dass

Y= u,u + uyu, + 20 (1— a) u,u;,
wo a eine reale Grsse ist, die angegebene Eigenschaft hat.

(Fortsetzung folgt)’).

1) Diese Fortsetzung ist nicht erschienen. R, F.




ANMERKUNGEN.

1) Anderungen gegen das Original,
Es wurde gesetzt:

. 219, Zeile 11 v. u. gehorige statt zugehérige,

222, , 9 v. u derselben statt dieselbe,

223 wurde vor Gleichung (17.) »folgte eingefiigt,

224, Gleichung (21.) a,, statt 4,,,

225, Zeile 10 4;, statt Py,

226, , 1lund 9 v. u und an anderen Stellen sdens statt »ihrene,

229, , 12 v. u. eine Permutation von k,1,m,... bedeutet statt Permutationen von
k, 1, m, ... bedeuten,

230 und 233 im Wortlaut der Satze IL und II'. denjenigen Indices, die in der ersteren
Hauptunterdeterminante auftreten, ausschliesst statt denselben Indices wie
die der ersteren Hauptunterdeterminante ausschliesst,

232, Zeile 6 wurde »es istc eingefiigt,

234, , 13 Wir setzen statt Setzen wir,

» 2 v. u Ersetzen wir in (6.) statt In (6.) ersetzen wir,

236, , 11 wurde »also« nach dem Worte »Gleichung« gestrichen.

2) In seiner Note »Sur les formes quadratiques définies & indéterminées conjuguées de M. HERMITE«, die
am 20. Juli 1896 der Académie des Sciences vorgelegt und in den Comptes Rendus, t 123,
8. 168—171 verdffentlicht worden ist?), berichtet Herr ALFRED LoEwy iber Untersuchungen, die mit
den in den Nummern 2 und 5 der vorstehenden Abhandlung enthaltenen nahe Berithrungspunkte haben,
jedoch in einigen wesentlichen Punkten itber sie hinansgehen. — Wie schon aus der Datirung unzweifel-
haft hervorgeht, sind diese Untersuchungen des Herrn LoEwY ohne Kenntniss der Fucusschen Abhand-
lung LXV, also von dieser vollig unabhingig geftihrt worden. — In der erwihnten Note stellt Herr
LoEWY u. A. einen algebraischen Satz auf, der die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir
angiebt, dass eine lineare Substitution mit ijhrer conmjugirt imaginiren eine bilineare Form mit con-
jugirt imagindren Variabeln und nicht verschwindender Determinante in sich selbst transformirt, und
der, wie der Herr Verfasser (Nova Acta, Abhandlgn. der Kaiserl Leop.-Carol Deut-

1) Auf diese Noto bezieht sich die folgende Abh. LXVI
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schen Akademie der Naturforscher, Bd LXXI, 1898, 8.384 und Mathemat. Annalen,
Bd. 50, 1897, S.559) bemerkt hat, den Fucusschen Satz III der No.2 (bezw. IIU. der No.3) als
speciellen Fall enthalt. In der That ist bei dem Beweise, den FrcHs in der No. 2 fiir seinen Satz
giebt, stillschweigend vorausgesetzt, dass die Determinante der Form ¢ (Gl (J'.), 8. 227) nicht verschwindet.
Die Angabe am Schlusse der No. 2, dass der Satz III. dieser Nummer »die Umkehrung des Satzes am
Schlusse der No. 1 bildet« trifft also nicht zu, da aus den Bedingungen des letzteren Satzes, wie sich an
Beispielen zeigen lisst?) keineswegs folgt, dass die Coefficienten 4,, 4,, ..., 4, der Form ¢ simmtlich
von Null verschieden sein miissen. — Diese letztere Bemerkung {ibertrigt sich natiirlich auch auf die
Schlisse, die Fucas in der No. 5 fiir den Fall der endlichen Gruppen linearer Substitutionen gezogen
hat, indem daselbst (Sitze I und IL, 8. 236, 237) unter der beschréinkenden Voraussetzung, dass die
endliche Gruppe mindestens eine Substitution enthilt, deren Fundamentalgleichung lauter ungleiche
Wurzeln besitzt, nur gezeigt ist, dass eine solche Gruppe eine Form
o = Ayu Uyt o+ Ay gty

wmit realen Coefficientenverhéltnissen in sich selbst transformirt, wobei es aber, da o sogar eine ver-
schwindende Determinante haben kann, nicht ausgeschlossen ist, dass diese Form o fiir von Null ver-
schiedene Werthe der w,, ..., 4y, %}, ..., %, verschwindet.

Dagegen enthélt die Note des Herrn LoEwy den Satz, dass jede endliche Gruppe linearer Sub-
stitutionen eine definite HErmITEsche Form in sich selbst transformirt.

Die Aufstellung der invarianten HErMITEschen Form, die zu dem vierten Typus der algebraisch
integrirbaren linearen Differentialgleichungen dritter Orduung gehoért, ist den Arbeiten von Fucas und
Herrn A. LoEwy gemeinsam. Scw.

2) Herr Loewy war so gitig, mir am 25. Juli 1907 brieflich oin solches Beispiel mitzutheilen.
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REMARQUES SUR UNE NOTE DE M. ALFRED LOEWY#) INTTTULEE:
«SUR LES FORMES QUADRATIQUES DEFINIES A INDETERMINEES
CONJUGUEES DE M. HERMITEn.

(Comptes rendus hebdomadaires des séances de I'Académie des Sciences, t. 123,
Paris 1896, p. 289—290; Séance du 3 aofit 1896.)

Je viens de lire dans les Comptes rendus la Note dont il s'agit. [289
M. Loewy énonce sans démonstration ce théoreme, qu'il correspond & tout
groupe linaire d’ordre fini & » variables une forme quadratique définie a
indéterminées conjuguées, qui est transformée en elle-méme quand on effectue
les substitutions du groupe d’ordre fini sur les variables.

Je crois devoir faire remarquer que ce théoreme n'est qu'un cas spécial
des résultats d'un Mémoire que j'avais publié dans les Sitzungsberichte
de I'Académie de Berlin (9 juillet, p. 753—769%), intitulé Sur une classe
d’équations différentielles linéaires et homogenesy.

Dans mon Mémoire, j'ai démontré les deux théoremes suivants:

»I. Soit donnée une équation différentielle

() O T b tgn =0
dont les coefficients sont des fonctions uniformes de la variable 2 Si, [290
pour toute rotation de la variable # autour d’'un ou de plusieurs points sin-

. *) Comptes rendus du 20 juillet 1896, t. CXXIII, p. 168—171.

1) Mém. LXV, p. 219 et suiv. du présent volume. R.F.
Fuchs, mathem, Werke. IIL 31
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guliers de I'équation (w.), I'équation fondamentale qui y appartient est satis-
faite par les valeurs réciproques des racines de l'équation résultant de 1'équa-
tion fondamentale par le changement des coefficients des puissances de l'in-
connue dans leurs valeurs conjuguées; si, de plus, au moins pour une de ces
rotations, les racines de I'équation fondamentale qui y appartient sont diffé-
rentes entre elles et ont toutes le module un, il existe une forme bilinéaire
¢, composée des éléments d'un systéme fondamental d'intégrales de 'équation
(@) o,0,..., 0 etdeleurs valews conjuguées v, w,..., 0

P ’ ' ’
?= Ax‘”l‘”l'l'Az‘”z‘”z+"‘+An‘”n‘”n7

& coefficients réels et indépendants de z, forme qui n'est altérée par aucune
rotation de la variable z.c

Inversement:

»I1. §'il existe une forme bilinéaire composée des éléments d'un systeme
fondamental d'intégrales de I'équation (v.) ,w,...,® et de lemrs valeurs
conjuguées o, w, ..., w,, & coefficients indépendants de #; si, en outre, pour
une, au moins, de ces rotations, les racines de 'équation fondamentale qui
y appartient sont différentes entre elles et ont toutes le module un; si, enfin,
il n'y a pas une relation linéaire et homogeéne & coefficients constants entre
les quantités o, ), alors l'équation fondamentale qui appartient a chaque
rotation de la variable z est satisfaite par les valeurs réciproques des racines
de l'équation résultant de l'équation fondamentale par le changement des
coefficients des puissances de l'inconnue dans leurs valeurs conjuguées.c

Dans le no. 5 de mon Mémoire mentionné, je démontre que les équa-
tions différentielles linéaires et homogenes dont les intégrales n’ont qu’un
nombre fini de déterminations, et spécialement les équations différentielles
intégrables algébriquement, rentrent dans la classe des équations («) pour
lesquelles il existe une forme bilinéaire & indéterminées conjuguées qui n'est
altérée par aucune rotation de la variable.



ANMERKUNG.

Zu den Theoremen I., IT. vergl. die Anmerkung zur Abhandlung LXV. Mit Ricksicht auf die
daselbst in Bezug auf die Satze I, II. der No. 5 der Abh. LXV gemachten Bemerkungen?), kann die Angabe
der vorstehenden Note, das Theorem des Herrn ALFRED LoEwY sei nur ein specieller Fall der Resultate
der Abhandlung LXV., nicht aufrecht erhalten werden. Sca,

1) Vergl. auch dio Fussnote des Herrn A, Loewy, Mathemat., Annalen, Bd. 50, 1897, S. 561, 562.

31%
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BEMERKUNG ZUR VORSTEHENDEN MITTHEILUNG
DES HERRN HAMBURGER).

(Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 118, 1897, S. 354—355.)

In meiner Arbeit »zur Theorie der linearen Differentialgleichungen [354
mit verdnderlichen Coefficienten«, welche ich vor Ablauf des Jahres 1864
vollendete und im Januar 1865 zur Publication im Osterprogramm der stidti-
schen Gewerbeschule zu Berlin desselben Jahres einlieferte?), und welche in
diesem Journal Bd. 66°) wieder abgedruckt worden ist, habe ich in der ersten
Nummer den Bereich fixirt, innerhalb dessen die Integrale einer Differential-
gleichung

dmy _ dm-xy dm—gy
dz™ b, Az + 9 dz™? Rk o D

deren Coefficienten innerhalb eines einfach zusammenhangenden Flichentheils
T der z-Ebene nur in einer endlichen Anzahl von singuliren Punkten un-
stetig werden, im Ubrigen aber innerhalb dieser Fliche eindeutig und con-
tinuirlich sind, sich nach ganzen positiven Potenzen entwickeln lassen.

Wenn es sich nur darum handelte zu zeigen, dass fiir eine hinldnglich
kleine Umgebung eines von den singuldren Stellen verschiedenen Punktes ,
der Fliche T' eine convergirende, nach positiven ganzen Potenzen von z-u,

1) Neuer Bewsis der Existenz eiues Integrals einer li homogenen Differentialgleichung (nach einer Mittheilung von PAUL
GUNTHER), Journel £. &. r. u. a. Math., Bd. 118, 8. 351-353. R.F.
2) Abh.V, 8. 111, Band I dieser Ausgabe. R, F,

3) Abh. VI, 8,159, Band I dieser Ausgabe. R.F.
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fortschreitende Reihe y von der Art existirt, dass g, —%, oy %_% fir © =

beliebig vorgeschriebene Werthe annehmen, und dass sie der Differential-
gleichung Geniige leistet, so konnten wir uns auf den fiir beliebige Differential-
gleichungen von Caucuy gelieferten Existenzbeweis berufen.

Es handelte sich vielmehr darum zu lehren, dass fiir die linearen
Differentialgleichungen die singuldren Punkte der Coefficienten die einzigen
Stellen sind, wo die Integrale derselben Singularititen haben kénnen; mit
anderen Worten, dass die Reihe y innerhalb eines #, als Mittelpunkt umge-
355] benden bis zum néchsten singuliren Punkte @ heranreichenden
Kreises convergirt. Hierzu war erforderlich, in Anlehnung an die Cavcrysche
Methode (méthode des limites) die Hillfsdifferentialgleichung (Gl (3.) No. 1
der citirten Abhandlung’) so zu wahlen, dass fir diese die Darstellbarkeit
des entsprechenden Integrals innerhalb eines #, umgebenden bis ¢ heran-
reichenden Kreises durch eine convergente nach ganzen positiven Potenzen
von z—u, fortschreitende Reihe zur Evidenz gebracht werden kann, woraus
alsdann nach der Methode von Caucny dasselbe fiir die vorgelegte Differential-
gleichung erschlossen wird.

In jiingster Zeit hat ein amerikanischer Schriftsteller®) bei Gelegenheit
der Besprechung des Buches des Herrn Hrrrrzr fiber lineare Differential-
gleichungen und des Handbuches des Herrn Schizsineer die Aufgabe fiber-
nommen, das was ich in der Theorie der linearen Differentialgleichungen
erstrebt habe, zu verkleinern. Unter anderem will derselbe unter Berufung
auf eine Stelle in einer Arbeit des Herrn TuomE, Journal fir die reine und
angewandte Mathematik, Bd. 66, p. 322, in Bezug auf den Existenzbeweis fiir
die Integrale linearer Differentialgleichungen mir die Prioritét streitig machen.
Die vorstehende Arbeit von GUnreER, welche eine Abénderung der von mir
angewendeten Hiilfsdifferentialgleichung enthélt, giebt mir Veranlassung hier
ausdriicklich zu constatiren, dass mir vor dem Erscheinen meiner Programm-
arbeit iiber das oben erwidhnte Merkmal, welches die linearen Differential-
gleichungen von den nicht linearen unterscheidet, oder iiber den Beweis der

*) Bulletin of the American Mathematical Society, November 1896, Ser. II, Vol. ITI, No. 2 und Januar
1897, Ser. II, Vol. I1I, No. 4.

1) Abh, VI, S. 18}, Band I dieser Ausgabe. R, P,
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Convergenz von y innerhalb eines #, umgebenden bis zum n#chsten sin-
guldren Punkte heranreichenden Kreises weder eine Publication, noch
auf einem anderen Wege eine Mittheilung von irgend einem anderen Mathe-
matiker bekannt geworden ist.

Es ist iibrigens hier nicht der Ort auf die Art ndher einzugehen, wie
derselbe Verfasser auch nach anderen Seiten hin durch Zusammenstellung von
Schriften anderer Autoren, welche spéter als die meinigen publicirt worden
sind, mit den letzteren sich historische Daten nach Belieben construirt.



ANMERKUNG.

Anderung gegen das Original:
S. 246, Zeile 6, 7 wurde statt »die einzigen singuliren Stellen der Integrale derselben sinde der ge-
nauere Ausdruck »die einzigen Stellen sind, wo die Integrale derselben Singularititen haben
konnene gesetzt. R. F.
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ZUR THEORIE DER ABELSCHEN FUNCTIONEN.

(Sitzungsberichte der Konigl. preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin,
1897, XXVIII, 8. 608—621; vorgelegt am 20. Mai; ausgegeben am 27. Mai 1897.)

Die Abhéngigkeit der Periodicititsmoduln des Integrals einer ratio- [6o8
nalen Function des Ortes in einer Riemannschen Fliche sowohl von den im
Integranden als auch von den in den Coefficienten der die Riemannsche Fliche
definirenden algebraischen Grundgleichung auftretenden Parametern kann in
durchgreifender Weise nur durch das Studium der Differentialgleichungen er-
kannt werden, welchen die Periodicititsmoduln als Functionen dieser Parameter
geniigen. Ich habe*) nachgewiesen, dass diese Differentialgleichungen linear
sind, und dass ihre Coefficienten die verinderlichen Parameter in demselben
Rationalititsbereiche enthalten wie der Integrand und die Coefficienten der
Grundgleichung. Fiir die hyperelliptischen Integrale habe ich bereits**) diese
Differentialgleichungen in expliciter Form zur Darstellung gebracht, und fir
die allgemeinen Aserschen Integrale die Regeln skizzirt*#*), nach welchen
sie herzustellen sind. Es erscheint jedoch nicht iiberfliissig, fiir die wirkliche
Ausrechnung Methoden zu entwickeln, welche eine tiefere Einsicht in die
Beschaffenheit der Coefficienten der Differentialgleichungen gewihren, wodurch
zu gleicher Zeit die Discussion der Losungen derselben erleichtert wird.

*) CrELLES Journal, Bd. 78, S. 324 f.1).
#) Ebenda Bd. 71, 8. 1124.%),
*%) Ebenda Bd. 73, a. a. 0.1).

1) Abh. XIII, 8. 343, Band I dieser Ausgabe. R.F.
2) Abh. VIOI, S. 264 ff., Band I dieser Ausgabe, R.F,

Fuo h's , mathem. Worke, III, 32
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Im Folgenden werden drei verschiedene Verfahrungsarten zur Losung
dieser Aufgabe versucht, von welchen die beiden ersteren sich im Wesent-
lichen an diejenigen anschliessen, welche ich bereits fiir die hyperelliptischen
Integrale¥) gegeben habe, wihrend die dritte mit der Frage in Verbindung
gebracht wird, unter welchen Umsténden das Product einer rationalen Func-
tion einer Variablen 2z und einer algebraischen Function derselben Variablen
zum vollstindigen Differentialquotienten nach # einer rationalen Function von
(¢,5) wird.

Einer spateren Mittheilung sollen die aus den gefundenen Resultaten zu
ziehenden Schlussfolgerungen vorbehalten bleiben.

609] 1.

Es bedeute s einen Integranden erster Gattung in einer eine algebraische
Function der Variablen # représentirenden Riemannschen Fliche vom Ge-
schlechte p. Wir wollen voraussetzen, dass nur einfache und zu von ein-
ander verschiedenen endlichen Werthen

2=k =k, e=1k, ..., 2=,

gehorige Verzweigungen auftreten. Uberdies seien %, %, ...,k _ von einander
unabhéngige Grossen®). Den Integranden s denken wir uns dadurch be-
stimmt, dass derselbe fir p—1 willkiirlich vorgeschriebene von den Ver-

zweigungswerthen unabhéngige Grossen

(an b:)! (au bz)) reny (ap-n bp-n)

verschwindet,
Ist
. J = [sdz,
so ist
¢TI [ i
o T ) ok

das Integral einer rationalen Function von z und s. Wir stellen uns zunichst

*) CRELLES Journal, Bd. 71, 8.107—108 und 8. 112ff.7).
*¥) Vergl. CRELLEs Journal, Bd. 73, S. 325—326%).

1) Aph. VIII, 8. 255—260 und S. 264 ff,, Band T dieser Ausgabe. R.F.
2) Abh. XIII, 8, 841—345, Band I dieser Ausgabo. R.F.
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die Aufgabe, u+1 von ¢ unabhéngige Grissen B, 8, ..., 8, derart zu be-
stimmen, dass

(2) ﬁoJ+ﬁ,%,:~+-~-+ﬁu%=%R
eine algebraische Function von #, also nach einem bekannten Satze von ABEL
und Liouvicee eine rationale Function von # und s werde.

Die Function ® besitzt folgende Eigenschaften:

1) Sie wird unendlich der Ordnung 2¢—1 in # =k und bleibt an allen
anderen Stellen (z,s) endlich, weil wir &, %, ...,k _ als von %k unabhingig
vorausgesetzt haben.

2) Sie darf in der fiir die Umgebung von # =k giltigen Entwickelung
keine ganzzahligen negativen Potenzen von z—# enthalten, da solche Potenzen
auch nlcht in der Entwickelung von %—,r auftreten konnen.

3) 7 muss fir (a,9,), ..., (@, 0, ) verschwinden.

Die Bedingung 1) bewirkt, dass & eine Anzahl 2p—p willkinlicher Con-
stanten enthdlt*). Von diesen tritt eine additiv auf Fiir die 2u—p—1
fibrigen -liefert die Bedingung 2) w—1, die Bedingung 3) p—1 lineare [610
homogene Gleichungen.

Es muss also

2u—p-1z=p+p-1,
d. h.
(3) w=2p

sein, wenn nicht besondere Voraussetzungen iiber die Natur der Riemannschen
Fliche gemacht werden.

Wir gelangen also zu dem Resultat:

I. Im Allgemeinen ist eine Gleichung der Form (2)) fiir p<2p
nicht moglich.

Wenn die simmtlichen Periodicitdtsmoduln P von J einer Gleichung

P ot p
(4') ﬁu 6](7"" +ﬁ,u-l ak(.t—l + +ﬁ0P =0

*) Nach einem allgemeinen Satze von RIEmaNN, ABrLsche Functionen § B, CRErLEs Journal, Bd. 54.
S. 1221),

1) Riemanns Gesammelte Mathematische Werke, IT. Auflage (1892), 8.108. R.F.
32*
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geniigen, so ist
-1
RN SALINY
eine rationale Function von (2, s).

Es besagt also der Satz I. soviel als

II. Im Allgemeinen ist die Differentialgleichung (4.) der
Periodicititsmoduln eines Integrales erster Gattung nicht nie-
drigerer als 2p** Ordnung.

Dass dieselbe in irreductibler Form auch nicht hoherer als 2p'* Ord-
nung ist, ergiebt sich aus meinen Untersuchungen in Crerrrs Journal, Bd. 73,
S. 329Y).

Wir wollen ein System von 2p Integralen rationaler Functionen (,,C,,...,(,
ein Fundamentalsystem*) nennen, wenn diese Integrale nirgendwo logarith-
misch unendlich werden und eine Gleichung der Form

(5') 01C1+02Cz+”'+09pc2p = ER(Z, 3)’

wo die Grossen C von z unabhéngig sind und R(z,s) eine rationale Function
bedeutet, nicht bestehen kann. Der Satz I. lasst sich also auch dahin aus-
sprechen:
. 2 2p-1 . .
Ja. Die Functionen J, %’,:—, %, “ery 3,:2—1,_{ bilden ein Fundamental-
system.

Bilden ¢, ¢, ..., C, ein Fundamentalsystem, und sind

-Pl.n Pl.m AR | Pl,gp
611] die Periodicititsmoduln des Integrales C,, so ist die Determinante

) A = |B,| (i)

von Null verschieden, weil sonst 2p von z unabhiingige Gréssen C,, C,, ..., C,,
gefunden werden konnten der Beschaffenheit, dass

01 P],u+CQP2,l'L+“' + Cﬂp'Pep,,u = 01 (£=1,2...,2p)

*) Im Anschluss an eine Terminologie der Herren APPELL et GOURSAT, »Théorie des fonctions algé-
briques etc.¢, p. 338.

1) Abh. XII1, 8. 349, Band T dieser Ausgabe. R, F.
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was zur Folge hitte, dass
Cncl + 03 C:'I' et Czpcsp

eine rationale Function von (2,s) wirde. Da A von Null verschieden ist, so
ergiebt sich, dass jedes nicht logarithmisch unendlich werdende Integral
von (2,5) sich in die Form

(7') Q= C,C,+---+0,,,C,,,+§R(z,s)

bringen ldsst, wo die Grissen C von z unabhingig sind und %(z,s) eine
rationale Function von (#,s) ist. Demnach ist auch im Allgemeinen Q dar-
stellbar in der Form

aJ 0*J 07 d
(8') 9 = 0 J+ 01 Cz 6” + Cep—i aknp 1T +§R(‘g S)

wo C, C,,...,C,_ von ¢ unabhingig sind. Die Coefficienten C,, C,, ..., C,,

-1
in Glelchung (7) oder C,,C,, ..., C,__, in (8.) lassen sich algebraisch aus den
n %Q, %C‘ auftretenden Constanten bestimmen *)
Fiir (8.) ergiebt die Multiplication mit —r auf beiden Seiten der Glei-

chung, wenn wir die Summe der Residuen des Productes Gs 0T

R ok
s oJ
) Yra s 2 =0,

setzen,

(10) ZRes T30) = (1,00, + (4 00, +-+ (4 2~1) Oy
(=0,1,...,2p—1)

da die Summe der Residuen einer rationalen Function von (2,s) gleich Null ist.

Sind die am Anfange dieser Nummer gemachten Voraussetzungen exfiillt,
w 2
80 wird akf gkf nur in 2 =k unendlich. Es ist demnach

(92) (h0) = Resisf %LJ (Bir # = R,

*) Vergl. hierither CRELLES Journal, Bd. 73, S.328—38291); HumBERT, Acta Mathematica, t. 10, p. 281;
APPELL et GOURSAT, a. a. 0.

1) Abh, XIII, §. 348—349, Bund I dieser Ausgabe. R.F.



254 ZUR THEORIE DER ABELSCHEN FUNCTIONEN.

612] 2.
Sei

(1) b= [lde G=12..,p)

ein System linear unabhangiger Integrale erster Gattung,

(1a.) Cor = [12d (t=12...,9

ein System von Integralen zweiter Gattung, von der Beschaffenheit, dass €, an
der Stelle («,,b,) unendlich wird wie T—IE{’ an allen ibrigen Stellen aber
endlich bleibt. Die Werthe (a;,b,) sind willkiirlich und von einander unab-
hingig gewihlt. Die Integrale C,C,...,C bilden alsdann ein Fundamental-
system ¥),

Es ist daher

a*J

@) o -Delcx"'-DmCz'i' et D, ipcip—i—mei

o
wo D, ..., D,, von # unabhingig sind und ¥, eine rationale Function von
(#,5) ist.

Aus dieser Gleichung ergiebt sich

0°s agRa
(2&.) K3 = qu)l'l_ et Dgpdfp'l' Dg.p+1X1 + Dg.p+2 Yat ot Dg,szp+ 0—3:
Setzen wir
s
(3) zReS A G = B,
so ergiebt sich aus (2.)
(4') (}'M‘) = -Du1Rl1+"'+DM.2pRl,zp-
Es gilt daher fir die Determinante
1=0,1,...,2p—1
(5') E= ,(}'75‘)] (,,,:1’2,___,2£ )
die Gleichung
_ 1=0,1,..,,2p—1
(6. B = 0| Bl (m=1,2,...,2p )

*) Vergl. die analoge Untersuchung in CRELLES Journal, Bd. 73, 8. 327—3281); vergl, auch APPELL
et GOURSAT, a. a. 0.

1) B. 347348, Band I dieser Ausgabe. R.F.
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wo |R,. | die aus den Grossen R, gebildete Determinante und & die De-
terminante

_ «e=0,1,...,2p-1

() 8 = 1D Govae )

darstellt.
Nach Gleichung (2a.) ist {613

(8') 'le = Dll Sml + Dla sz et Dl;:Smp+ DJ..pﬂ Tmz toee D)..zp Tm;n

wo
= YR |
(83.,.) va 2 €8 Cm ")Jv)

'Tqm' = 2 Res E—m Xi’
gesetzt worden ist.
Nun ist fir m<p

o) 2 o) = tulyurt bl
also
(%.) ZRes(Cuy) = =X Res (b lpis) = —du(anby).
Demnach ist fir m<p
(10.) Lo = = {u(n,,b,).
Da aber fix m =p+p
(1) Sy = $,(2, 8,)
und fir m <p
(12) S, =0,
$o wird, wenn die Determinante
(13) 4,00 5| = ¢ (A
gesetzt wird,
(14.) E = ¢
Die Determinante & muss von Null verschieden sein, weil

ein Fundamentalsystem ist (Satz Ia. voriger Nummer).
Die Determinante e ist ebenfalls von Null verschieden, weil

"‘fn "'h) ey "‘fp
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linear unabhingige Integranden erster Gattung und
(@ 0,)y (@4, 0,), +. o, (a},,b‘,)

willkiirlich angenommene Stellen der Riemannschen Fliche sind.

Hieraus ergiebt sich

I. Die Determinante E des Gleichungssystemes (10.) No. 1 ist
von Null verschieden.
614] Aus der Gleichung

5 9 (o' od] _ 8T ds  &'s o*J
(18) W[W W=t
folgt
T o's ?s 9J
ZRES(W~ W) = —ERBSWI- —870'7,
d. h.
(16~) (“7}') = —(}'7“)7
(16a.) #,4 =0.

Demnach erhalten wir den Satz:
II. Es ist E die Determinante eines alternirenden Systems
von gerader Ordnung.

3.
Fiir die Berechnung der Grossen C aus den Gleichungen (10.) No. 1
sind noch folgende Bemerkungen von Wichtigkeit.
Aus der Gleichung

1) R (is.ﬁ"l _ R[N 8T @s gmg
(1. o s | G Ok-") = Res [akw i T i o
folgt

(2) Dk(}'il‘) = (l+1)“)+(}')“+1)7

wo wir mit D; die «" Ableitung nach % bezeichnen.
Aus dieser folgern wir die Gleichung

(3') (97}') = Dz(oil)_QxDIZ—l(Oi}'+1)+Q2D%-,(071'+2)_'"'+(—1)qu(071'+@7

wenn wir mit ¢, den «*" Binomialcoefficienten von ¢ bezeichnen,
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Es sind daher direct nur die Grdssen (0,4) zu berechnen,
wihrend die Grossen (¢,4) sich vermittelst der Gleichungen (3.)
aus denselben ergeben.

Wenn wir in den Gleichungen (8.) No. 1

o J
(&) 0=
setzen und die zugehdrigen Werthe C, C,, ..., C, _ bezw. mit
"'130) _ﬁn ey —1321:—1
bezeichnen, so ist
0% J ot J
(5-) W‘*‘ﬁap—lW"’"‘*‘ﬁoJ = m(zis)) [615

wo R(z,s) eine rationale Function von (z,s) bezeichnet.
Die Gudssen 8, B,, ..., B,,, exgeben sich aus den Gleichungen (10.) No. 1,
welche jetzt die Gestalt

(6.) (3, 20) 4 Byp-y(Ay 2p—1) 4+ + 8,(4,0) = 0 (A =0,1,...,2p-1)
annehmen.

Ist 1T irgend einer der Periodicititsmoduln des Integrales J, so folgt aus
Gleichung (5.):

() %;?lz:[ + Byt (33]];2?—[1[ +ot I = 0.

Diese Gleichung stellt also die Differentialgleichung der Periodicitats-
moduln des Integrales erster Gattung J dar, wobei die Coefficienten g, durch
die Gleichung (6.) bestimmt werden. Die hier gegebene Herleitung dieser
Differentialgleichung schliesst sich dem Verfahren an, welches ich frither#) fiir
die hyperelliptischen Integrale ausgefithrt habe.

4,
Eine zweite Methode zur Bestimmung der Coefficienten der Differential-
gleichung (7.) voriger Nummer, welche wir jetzt entwickeln wollen, schliesst
sich ebenfalls einem Verfahren an, welches ich frither®¥) fiir die Differential-

*) CRELLES Journal, Bd. 71, S. 105—1121),
*) Ebenda 8. 112ff.?).

1) Abh. VITI, 8. 258—264, Band I dieser Ausgabe, R.T.
2) Ebenda §. 264ff. R.F.

Fuchs, methem, Worke, I, 33
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gleichungen der Periodicitdtsmoduln der hyperelliptischen Integrale benutzt
habe.

Wir wollen der Einfachheit wegen die am Anfang der No. 1 gemachten
Voraussetzungen festhalten. Alsdann ergiebt sich aus derselben Nummer,
dass wir von # unabhingige Grossen

ﬁzy: ﬁﬁp—l’ LXK ﬁo
so bestimmen konnen, dass
0% J 0
(1') ﬁ&p ol + ﬁE}z—l Ry +oe ﬁo J = m(‘e7 S))

wo R (z,$) eine rationale Function von (z,s)¥).

Die zweite Methode besteht in der directen Bestimmung von
R(z, 3).
616] Diese Function muss nach Gleichung (1.) fiir die Verzweigungsstelle
2 =1F unendlich der Ordnung 4p—1 werden, an allen iibrigen Stellen der
Riemannschen Fliche aber endlich bleiben. Bestimmen wir eine rationale
Function %(z,s) von dieser Eigenschaft, so enthilt dieselbe noch

d4p~1—p+1 = 3p

willkiirliche homogen auftretende Constanten.

Aus Gleichung (1.) folgt ferner, dass R(z,s) in seiner Entwickelung in
der Umgebung von 2=k keine ganzzahligen negativen Potenzen enthalten
darf, weil % nur in den Verzweigungsstellen unendlich wird und in den in
der Umgebung derselben giiltigen Entwickelungen keine ganzzahligen negativen
Potenzen enthilt. Diese Bedingung liefext 2p —1 lineare homogene Gleichungen
zwischen den Constanten. Sei ferner der Integrand s des Integrales erster Gat-
tung dadurch bestimmt, dass derselbe fiir die willkiirlich angenommenen von
unabhéngigen Stellen (a,,,), (4,,4,), ..., (4,_,, 0, ,) verschwindet, so muss auch
ia(:’s—) fir dieselben Stellen verschwinden. Diese Bedingung ergiebt p—1
neue lineare homogene Gleichungen zwischen den Constanten. Die Gesammt-
zahl der Bedingungsgleichungen ist also 3p—2.

*) Vergl. auch CRELLES Journal, Bd. 73, S. 328—3291),

) Abh. XIOJ, 8. 347—349, Band I dieser Ausgabe, R.F.
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Es bleiben daher von den 3p Constanten noch zwei ibrig. Hiervon ist
eine additiv.

Daher ist aﬂt_gz,ﬂ bis auf eine willkiirliche multiplicative Con-
stante bestimmt.

Aus der Gleichung (1.) ergiebt sich

o §7ts 9

(2) ﬁzp akzj + ﬁzp—x ol i ﬁos = am(Z,S).
Durch Vergleichung der Entwickelungscoefficienten in der Umgebung irgend
einer Stelle ergeben sich alsdann die Verhiltnisse der Grossen Fu. Am ge-
eignetsten hierzu erscheint die Entwickelung in der Umgebung von 7 = k¥).

Wird die Gleichung (2.) lings irgend eines Querschnittes integrirt und
der zugehirige Periodicittsmodul mit II bezeichnet, so ist wieder

g1l g7l

() B 1w R + Bops 7= e +ee+ B Il = 0.
Diese Gleichung ist also die Differentialgleichung, welcher [617
die Periodicitdtsmoduln der ABELschen Integrale erster Gattung
gentiigen.

5.

Eine dritte Methode zur Bestimmung der Differentialgleichungen der Perio-
dicititsmoduln, welche wir hier noch geben wollen, zeichnet sich vor den
beiden Vorhergehenden dadurch aus, dass wir die beschridnkenden Vor-
aussetzungen, die wir am Anfange der No. 1 gemacht, fallen lassen
konnen. Ferner konnen wir als unabhingige Variable, von der wir die
Periodicititsmoduln abhéngen lassen, nicht bloss einen Verzweigungs-
punkt der Riemannschen Fliache, sondern einen beliebigen Para-
meter wihlen, welcher in den Coefficienten der zwischen # und s
bestehenden Gleichung auftritt und von welchem die hierzu ge-
horige Klasse algebraischer Functionen wesentlich abhéngt.

Sei wiederum s ein Integrand erster Gattung und die Gleichung zwischen
z und s

*) Vergl. CRELLEs Journal, Bd. 71, 8. 112ff.1),

1) Abh. VIIT, 8. 264 ff,, Band I dieser Ausgabe. R.F.
33*
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(1) Fle,5) =0
vom Grade g in s.

Sei ¢ ein wesentlich in den Coefficienten dieser Gleichung enthaltener
Parameter, so ist

0s
@) Frie L R KITE o A
s
(3) @ = ﬁo+ﬁ;s+"'+ﬁp-1s' )

WO @, &, ..ey &,y By B,y ..oy B, Tationale Functionen von 2 bedeuten, welche
auf bekannte Weise hergestellt werden konnen.

Durch wiederholte Differentiation der Gleichung (2.) nach z und An-
wendung derselben Gleichung, sowie durch Reduction der hoheren Potenzen
vermittelst der Gleichung (1.) ergiebt sich

ots o
(4') Fra = gyt Oy St “l‘,u-xs# ’

WO @, &, ..., %, , rationale Functionen von z sind.

Ebenso ergiebt sich durch Differentiation der Gleichung (3.) nach §
d's -
(5‘) 'a-gl' = ﬁlo+ﬂl1s+"'+ﬁl,y-1s 1
WO B4y By -+ s By, rationale Functionen von # sind.
6:18] Wiahlen wir in (4.) 4 =1, 2,...,p—1, so konnen wir aus diesem System
von p—1 Gleichungen und aus Gleichung (5.) die Grossen ¢, ', 5", ..., s"™
eliminiren und erhalten demgemiss

&s 9“ts
(6‘) a—gl = Mos+ Ml 9z + + Mp-l Qh1?

wo M, M, ..., M,  rationale Functionen von # sind.
Es ist wohl zu beachten, dass es nicht ndthig ist, dass in Gleichung
(6.) die Ableitungen nach z auch wirklich bis zur (p—1)*" ansteigen.

Nun ist

s B[, 's] 6., 07 0 78
M‘"W ~ s [Ml“ dz““’]_&[Ml’“ 65""] [M’”‘ 6~““’] Tt ﬁz
oder

1) M

143 02° =

M(a—l) ]4. Mg

aus i[M 6a-ts M' aa—-ﬁ M(Z) 60{—3 . M(a-l) 6
02

la 021 lo aza—a lo 02 la 0z

] m3s,
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wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem « eine gerade oder un-
gerade Zahl ist, und wo durch die oberen Accente Ableitungen nach z an-
gedeutet werden.
Wir erhalten also aus Gleichung (6.)
do's

®) o = (Mo M+ 2 e £ AT,

wenn wir mit dem Zeichen = die Gleichheit bis auf die Ableitungen ratio-
naler Functionen von (¢,s) nach der Variablen 2z bezeichnen.
Es giebt aber ausnahmslos von # unabhingige Grdssen

Boy Bis -2y By
von der Beschaffenheit, dass
ds 75 0

(9') ﬁos+ﬁl§g+'“+ﬁ2pw = —&9{(273),
wo (2, s) eine rationale Function von (2, s).

Wenn wir also

(10) B = M- M+ M~ £ MY
setzen, so muss

(11‘) 8= [ﬁoPo+ﬁ|P1+"‘+ﬁsz9p]s

der Differentialquotient einer rationalen Function von (z,5) [619
sein,

Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen daftir, dass eine ratio-
nale Function Gz, s) von (z,s) der Differentialquotient einer rationalen Func-
tion von (z,s) ist, sind die folgenden*):

1. Die Residuen von G(z,s) sind simmtlich Null.

2. It ,C,..., ¢, irgend ein Fundamentalsystem von Aperschen In-
tegralen, so besteht die Gleichung

> Res(,G(z,5) = 0. (m=1,2,...,20)

Die Bedingungen unter 1. sind fiir G(z,8) = S von selbst erfiillt. Denn
da % nur da unendlich ist, wo s unendlich wird, also nur in den Ver-

*) Vergl. HuMBERT, a. a. 0.
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zweigungsstellen, und in den fiir die Umgebung derselben giltigen Ent-
wickelungen negative Potenzen nur mit gebrochenen Exponenten enthilt,
und weil die Residuen der Ableitungen rationaler Functionen von (z,s) ver-
schwinden miissen, so ergiebt die Congruenz

&s
W= =Ps, [GL(8)]

dass auch die Residuen von P,s, folglich auch die von S verschwinden.
Es verbleiben also nur die Bedingungsgleichungen

(12) > Res 8¢, = X Res[B, P+ +8,P,)sC, = 0, (m=12,...,2p)

welche 2p lineare homogene Gleichungen fiir die 2p +1 Unbekannten 6, ..., 8,
liefern.

Nachdem wir die Verhdltnisse der Grdssen g aus diesen Gleichungen
bestimmt haben, ergiebt die Integration der Gleichung (9.) iiber einen be-
liebigen Querschnitt die Differentialgleichung

:

(IL) By II+ﬂ° 6§ oot By aa;gl =0
der Periodicititsmoduln der ABerschen Integrale erster Gattung als Functionen
von &.

6.
Die Ordnung der Differentialgleichung (II.) der Periodicitdtsmoduln von

J kann niedriger als 2p sein. Wenn nimlich schon p+1(p < 2p) von # un-
abhingige Grossen g, ,,..., , sich so bestimmen lassen, dass

(]
620] (1) ‘S:u = (ﬁoPo’l'ﬁxPl’l'""l'ﬁpP,u)s = a?ﬁ(@,b‘),

wo R(z,s) eine rationale Function von (z,s) ist, alsdann ist auch

0

@) Bt g+ hugg = 359

wo $(2,s) eine rationale Function von (z,s). Die Integration der Gleichung
(2.) iber einen beliebigen Querschnitt ergiebt also die Differentialgleichung

(3) ﬂoﬂ+ﬂ,%—lg-+"-+ﬂ’“%= 0
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von der p** Ordnung fiir die Periodicititsmoduln der Integrale J als Functio-
nen von £
Da aus der Gleichung (3.) sich ergiebt, dass die Periodicititsmoduln von

BB+t g

simmtlich verschwinden, so ist
oJ
@) BT+ 8,5+ 5 = Re,9)
wo % (2,5) eine rationale Function von (z,s).

I. Esist also das System der Functionen J g d

) 1"y 1
und nur dann ein Fundamentalsystem, wenn dleailedriﬁste Ord-
nung der Differentialgleichung (3.) w=2p, d. h. wenn die Glei-
chung (1.) fiur nicht weniger als p+1=2p+1 von » unabhingige
Gréssen §,,..., 8, erfillbar ist.

In dem Falle, dass J, g’;,- “ %2;:_‘,7 ein Fundamentalsystem darstellt,
folgt wie in No. 1 Gleichung (8.) fiir die unabhéngige Variable k, dass fiir

ein beliebiges Integral Q, welches nicht logarithmisch unendlich wird,

dann

2p—1
5) 0=07+¢ 4v0, 07

1 6& up—1 agzp—r + ER(z, S):

wo die Coefficienten C dhnlich wie dort durch die Gleichungen

(6. zRes a—gfg (4, 0)C+ (@, )0+ +(4,2p-1)C,,,
(A=0,1,...,2p—1)
bestimmt werden, worin

“ a).
n (o) = ) Res G 5

gesetzt ist.
Wenn die Integration in (5.) iiber einen beliebigen Querschnitt er- [621
folgt, so ergiebt sich:

2p—1
oIl -y o1

2p—-1 'ngTr

(8) T =Gll+ g+

wo T jedesmal den mit Il correspondirenden Periodicititsmodul des Integrales
Q bezeichnet.
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Hieraus folgt in Ubereinstimmung mit fritheren Resultaten®):

II. Enthalt %Z'— die Grosse £in demselben Rationalititsbereich
wie %, so driickt die Gleichung (8.) aus, dass T mit II zu der-
selben Klasse der in Bezug auf die Variable ¢ gebildeten linearen
homogenen Differentialgleichungen gehdrt.

Ist z. B. 4 ein von { unabhéngiger wesentlicher Parameter in den Coeffi-
cienten der die algebraische Function s von z bestimmenden Gleichung

9) F(e,s) =0,
und ist
ds oJ
alsdann ist
oll
(11) T=

Demnach folgt aus Gleichung (8.)**):

III. Die zur Differentialgleichung der Periodicitatsmoduln
der Integrale J gehorige Substitutionsgruppe dndert sich nicht
stetig mit ».

*) CRELLES Journal, Bd. 71, 8. 91; Bd. 73, S. 830. Diese Berichte 1888, 8. 1275?).
*+) Diese Berichte 1888, S, 1278%).

1) Abh, VIII, 8. 241, Abh, XIII, S, 349, Band I diesor Ausgabe und Abh, LIV, §.17 dieses Bandes. R.F.
2) 8,21 dieses Bandes. R.F.



ANMERKUNG.

Knderungen gegen das Original.
8. 249, Zeile 4 des Textes wurde »auftretenden Parameterne hinzugefiigt,
s 204, Gleichung (5.) p = 1,2,...,2p statt ¢ = 0, 1, ..., 2p,
» 256 wurde in den Gleichungen (2.) und (3.) statt des Derivationszeichens D bezw. D! das
Zeichen D bezw. DY gesetat,
g 2587, Zeile 11, Gleichungen (10.) No. 1 statt Gleichungen (11.) No. 1,
s 8 v.u wobei die statt deren,
7 v. u. dieser Differentialgleichung statt derselben,
s 258, 1 benutat statt eingeschlagen,
s 289, , 8 v.u von der statt wovon,
» 262, , 1 wurde »in derc vor »Umgebunge gestrichen,
» 8 V. u wurde »eine« eingefiigt und »der Gleichung (2.)« statt derselben gesetat,
» 263, Gleichung (5.) Cy,—y statt Cp. R.F.

Fuobs, mathem, Worke. IIL 34



LXIX.

ZUR THEORIE DER SIMULTANEN LINEAREN PARTIELLEN DIFFE-
RENTIALGLEICHUNGEN.

(Sitzungsberichte der Konigl. preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin,
1898, XVI, 8. 222—233; vorgelegt am 17. Mérz; ausgegeben am 24, Mérz 1898.)

Die gegenwirtige Notiz kniipft an die Untersuchungen an, welche [222
ich seit dem Jahre 1888 in verschiedenen Mittheilungen der Sitzungsberichte*)
veroffentlicht habe. Der Ausgangspunkt unserer Untersuchung ist hier von
dem frither eingenommenen dadurch verschieden, dass ich weder iiber die
Natur der Coefficienten der vorgelegten Differentialgleichung, noch iber die
analytische Bedeutung der Coefficienten in dem Ausdrucke der Ableitung
der Integralfunction nach einem Parameter etwas voraussetze. Hiernach be-
schaftigen wir uns mit einer Klasse von zwei simultanen linearen partiellen
Differentialgleichungen mit zwei unabhingigen Variablen. An die Stelle der
associirten Differentialgleichung (F.)*¥) tritt eine allgemeinere Klasse von
Differentialgleichungen, von welchen die erstere ein besonderer Fall ist. Die
im. Folgenden ausgefihrten Entwickelungen bilden die Grundlage fiir die
analytische Untersuchung der Integrale einer linearen Differentialgleichung,
deren Coefficienten von einem Parameter abhéngen in allen Fillen, sobald
besondere Voraussetzungen iiber die Coefficienten gemacht sind. Sie gestatten

¥) 1888, S. 1115, 1273; 1889, S.713; 1890, S. 21; 1892, S..157; 1893, S. 975; 1894, S. 11171).
*¥) Sitzungsberichte 1888, S. 11183).

1) Abb, LIV 8. 1, LIX 8. 117, LXI B. 169 dieses Bandes. R.F.
2) 8. 5 dieses Bandes. R.F.

34%
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nicht nur, frither gewonnene Resultate von einem neuen Gesichtspunkte aus
herzuleiten, sondern sie geben auch Gelegenheit zu weiteren Resultaten, wie
ich in einer spéiteren Mittheilung zeigen zu kénnen hoffe.

Es moge bei dieser Gelegenheit bemerkt werden, dass sich in der Mit-
theilung in den Sitzungsberichten 1888, S. 1284, Gleichung (15.) bis (21.)7)
ein Rechenfehler eingeschlichen hat, welcher den dort gegebenen Beweis be-
eintrichtigt.

1.

Es seien P(y), M(y) zwei lineare homogene Differentialausdriicke, deren
223] Coefficienten Functionen von #, von der Beschaffenheit sind, dass M(y) P(y)
fir eine willkirliche Function y von 2 ein vollstindiger Differentialquotient
werde. Seien P'(y), M'(y) die zu P(y), M(y) beziiglich adjungirten Diffe-
rentialausdriicke, so ergiebt sich aus den Entwickelungen (Sitzungsberichte
1888, S. 1273—74%), dass auch

yP'(M(y)
ein vollstandiger Differentialquotient werden muss, wofiir die Identitit
) P(My)+ M (P(y) = 0

die nothwendige und hinreichende Bedingung ist.
Aus derselben folgt, dass fiir eine Losung y der Gleichung

(2) Ply) =0

der Ausdruck M(y) der adjungirten Differentialgleichung geniigt.

Die Gleichung (1.) ist nur erfiillbar, wenn die Summe der Ord-
nungszahlen von P(y) und M(y) eine ungerade Zahl ist.

Setzen wir

(A) P(y) = 4" +p,9" "+ + 8,9,
wo ¢ die 2 Ableitung nach z bedeuten soll, und
(B) M(y) = 2[Ry "™ 4+ + Boso 9],

so muss demnach die Ordnungszahl der héchsten nicht ver-

1) Abh. LIV, 8. 27—28 dieses Bandes; vgl. die Anmerkung 4) 8. 71 diesos Bandes. R.F.
2) Abh, LIV, 8.156—16 dioscs Bandes. R.F,
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schwindenden Ableitung in M(y) die Form haben n—1-2, wo x
Null oder eine ganze positive Zahl bedeutet.

Sei

©) Z=[MWPWd = [yP G)ds+ By, W) = Sy Byt s,

R, = Ry,

wo B(w,v) einen bilinearen Ausdruck von #, v bedeutet, dessen Coefficienten
sich rational aus den Coefficienten von P(y) und ihren Ableitungen zusammen-
setzen (vergl. Sitzungsberichte 1888, S. 12737), und wo R, solche Functionen

von z sind, dass die Gleichung

7 = My ()

fir jede Function y von z befriedigt wird. Aus (D.) ergiebt sich zur Be-
stimmung der R, das System von Differentialgleichungen

oR,, e=0,1,...,n—1
6.7;. = _Ru.f,-l_Ra-l,ﬁ'l'Rn-l,apn-(;’l'Rn-x.(;pn—ai (p=0’1’“_’n_1)

(D)

(E.)

wo die R mit einem negativen Index durch Null zu ersetzen sind.
Aus Gleichung (C.) ergiebt sich der folgende Satz: [224
Sind die Coefficienten von P(y) algebraische (rationale)
Functionen von # und sind von einem Ldsungssysteme R der
Gleichungen (E.) die Elemente R _ , ebenfalls algebraische (ratio-
nale) Functionen von &, so sind auch die iibrigen Elemente alge-

=1,
braische (rationale) Functionen von .

2.
Wir wollen nunmehr voraussetzen, dass die Coefficienten p in P(y)
ausser von 2 noch von einer anderen Variablen ¢ abhingen.
Wir differentiiren die Gleichung
(1) P(y) =0

nach ¢ und erhalten, wie in den Sitzungsberichten 1888, S. 1281%)

ay apx (n~1) g n

1) Ebenda 8. 15 dieses Bandes. R.F.
2) Ebenda S. 24 diesos Bandes. R. F.
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Wir setzen jetzt

@)

Die Differentiation dieser Gleichung nach z ergebe nach Reduction der

d -
_a?t/_ = Dooy+Do|y’+"'+Do.n—xym ®,

Ableitungen von y hoéherer Ordnung als n—1 durch die niedrigerer Ordnung
vermittelst der Gleichung (1.)

ay(u)
(4) ot = 'Daoy'l' et 'Da.n—l y(w.-l).

Substituiren wir die Ausdriicke (3.), (4.) in Gleichung (2.) und fordern,
(n—1)

dass das Resultat in Bezug auf y, 4/, ...,y
sich das folgende System von Differentialgleichungen fiir die Functionen D,,

8D,

eine Identitit werde, so ergiebt

(F) Txaﬁ = Da+1,,8 - Da,ﬂ-x +pn—|8 -Da, n—11 (fir ¢ =n—2)
, dD,_ O,
(F ‘) xl 1 = - ’Dn—l =1 +pn—ﬂ Dn-l -1 lel n—l{f at ﬂ )

wo die Grossen D,; mit einem negativen Index durch Null zu ersetzen sind.

3.
Setzen wir
(G) Mﬂ —+ 2; [—Rxpra + ‘Rm D)’.ﬂ]!
225] so folgt zundchst aus Raﬁ =R "
(1) Wy = Wy
Aus den Gleichungen (E.) ergiebt sich:
G,Raﬁ _ 6Ru,{9—l aRa-lﬁ 6Rn—1.a 6Rn—1,(f
@) e =% T o TP TPy
apn—fi 6pn—a
+ Rn—x,a + Rn—l 8" ot
Femer folgt aus (E.), (F.), (F")
§ nt aR
(3') 6t ZK[RxﬁDm'l' R Dyﬁ] = _(Wu‘{?—l at )
oR,_ oR,_
—(m—l,(;—_a lﬂ)'l'pn-a(m—l.ﬂ 6tlﬁ)

oR, 0, /-
+ pn—{?(m,n—l 6; 1) - ‘R"-l-lx —Wﬁ - R"_"# of
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Aus (1.) und (2.) folgt demnach

0 Waﬁ
oz

(H)

=0,1...,n—1
= —Wa,,?-l _Wa-l,ﬂ +pn—aWn-1,,4 + Pa-g Wa,n—n (“ )

f=0,1,...,n~1
welches System mit (E.) iibereinstimmt.

I. Es geniigen also die Functionen Wa,; demjenigen Systeme
von Differentialgleichungen in Bezug auf die Variable », welches
von den Functionen R, befriedigt wird.

Bezeichnen wir daher ein Fundamentalsystem von Ldsungen der Glei-

chungen (L) mit R, Ry, ..y By, wo
n{n-+1
(4) Vv = ( 2 _)7
und
e=0,1,...,n—1
R;?{, — R;}“)n (ﬁ:() 1,...,n——1)
y t=1,2,...,?
50 18
y a:O,l,...,W—l
() W;ﬁ = clRi,‘f’,+---+Cvax,)q: (gzo, 1,...,n—1)

worin die Grdssen ¢, von # unabhingig sind. Diese Grossen behalten
fiir alle Combinationen von e, denselben Werth, haben aber im
Allgemeinen verschiedene Werthe fiir die verschiedenen Ldsungen
D;, des Gleichungssystems (F.), (F".) und fir die verschiedenen
Lésungen Raﬂ des Gleichungssystems (E.) im Ausdrucke von W, in
Gleichung (G.)

4. [226
Ehe wir unseren Gegenstand weiter verfolgen, schalten wir folgende Di-
gression iiber Systeme von linearen Differentialgleichungen mit zwei unab-
héingigen Verinderlichen ein.
Sei
0z;

(1.) da; = Q& F Gyt Gy 2 (=12..,m

Es soll festgestellt werden, wann ein Fundamentalsystem von Integralen dieses
Systems gleichzeitig das System

0z )
(2) 1= byt + b2+ + b2, (i=1,2..,n)

o
befriedigt.
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Hierzu ist zunichst die nothwendige Bedingung, dass die Gleichungen

) oa. fr=1y...,
(3) %y Bty = T4 B G2

= 1, ETY U
identisch erfiillt sind.
Ist

Giiy Bagy oo ey g E=12..,n)
ein Fundamentalsystem von (1.), so soll (2.) befriedigt werden durch
(4. 2 = 04+ Gyt + 02y, (t=1,2".,7)

wo die ¢, ¢, ..., c, Functionen bloss von ¢ sind. Substituiren wir die Aus-
driicke (4.) in (2.), so erhalten wir

de, de,
(5') ot 31;+ Buderve ot ‘?70 = 61P11+ +cn1)fd!
wo
02,
(6) P_u?. bm”m'l"" +b).nzlun—_6:i' =127
Tis ist
)P 0°2,
(7‘) 05(7 21 ‘: +bha1z+ +bna7_u]zm— axgt ’
oder nach (3.)
BP(A Lid 2Zd
(8) —a.,;— = ;:l: + Gy bn + + by, bm] wi o ét
Hieraus folgt
0b,
(9') '—(W = Oy Ppi + o, sz i ™ P;m-
Aus (9.) folgt
(10‘) P,u?. = 71,L¢le+ '“+7n,uznl7

227] wo 9,, von & unabhingig. Substituiren wir die Ausdricke (10.) in (5.),
80 kommt
de ac, "
(11') T;”"yxl"'""l'ﬁzn}. = gxcx[ymzd'l'“""ynx‘gnl]'

Hieraus folgt

dc,
(12) S = Glat Pt t Gl
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Aus diesen Gleichungen bestimmen sich ¢, c,, ..., ¢, als Functionen von ¢.
Ist

€hy ooy Enf t=12...,%)

S8y i

ein Fundamentalsystem von Ldsungen von (12.), so ist
(18.) ¢ = 0,6;+ - +0,8,, (t=1,2,...,m)
wo é,,9,,...,0 willkiirliche von # und ¢ unabhéngige Grossen bedeuten.
Es geniigen demnach

(14.) g = 0wy + -+ 0,y E=12...,m)
WO

(15) Wy = 5u121ﬂ+"'+5angﬂﬂ7
den beiden Systemen (1.) und (2.) fiir beliebige von 2 und ¢ unabhingige
Werthe von 4,,9,,...,9,.

n

5.

Sei eine bestimmte Particularlosung DY, von (F.), (F") gegeben, so ist
jede Losung des Systems (¥.), (F') in der ¥orm

1) Dy = D+ Eyg
enthalten, wo die Grossen E , durch das Gleichungssystem

aEaﬂ _

(K) G = Dawp~ B, post Pup By (=0,1,...,0-2)
oF,_ »
(K,) *5:,6!' == En—l,ﬁ—l + 'En-l.n—l Pup _21:l b, En—l,ﬂ

bestimmt werden.
Sei nunmehr vorausgesetzt, dass eine Losung Raﬁ des Systems (E.) der

Gleichung

oR,

© __ off

(L') Wa(f - at

n-1
+ SR DO+ R, D] = 0

Geniige leistet. Dass solche Losungen R,; vorhanden sind, ergiebt sich [28
daraus, dass fir die Systeme (E.) und (L.) die Bedingungen der Integrabilitit,
Gleichungen (3.) voriger Nummer, erfillt sind.

Sei Eg, E, ..., ES;) ein Fundamentalsystem von T.0sungen des Systems
(K., (K"), so ist nach No. 3 Gleichung (J.)

Fuchs, mathem. Werke, III. 35
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Ry "t .
(@) "+ ZulRep(Bit Df) + Boo(Eiy+ D)) = o B+ 0, B,

wo ¢, von & unabhingige Grossen bedeuten. Aus dieser Gleichung folgt
wegen (L.)

(M) ShlRy BL + R Bj) = 6, B+ + 6, B,

Wir bilden diese Gleichungen successive fir 4 =1, 2,...,#%' und multi-

pliciren die zum Index 4 gehdrige mit einer von » unabhéngigen Grosse y,,
addiren simmtliche Gleichungen, setzen

(3. Ey= 0, B+ nES+ -+ 9By
und bestimmen y,,y,, ..., 7, den Gleichungen
4.) ViCut Vel t oo+ VpaCpay = 0 (x=1,2...,9)
gemiss, so ergiebt sich
() S By Bt BBy =0 (5200 0))
Die Functionen E; enthalten

nnt+l) _ ar-1)

30— pd
n v n ) B

von # unabhingige willkiirliche Grossen linear und homogen.

6.
Um die Abhéngigkeit der Functionen E;ﬁvon den willkiirlichen Grossen
besser hervortreten zu lassen, setzen wir

n-1 , =0’1,..,, -1
(N) zo:RxﬁExa = Qo (;:0 1 ...,:—1)

Hierdurch gehen die Gleichungen (M') iber in

#~1

?x Rx{’f E. = Qap o f,

et (a—O, 1,. ,n—l)

() S BBy = iy B=01n1

0

n-1 )

S RuE, = 0. @=01,...,n—1)
0

229] Durch Differentiation der Gleichungen (N.) nach # ergiebt sich mit Hiilfe
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der Gleichungen (E.), (K.), (K')

(0.) 'a%ﬁ = =y g~ Cuer, g F Paog Coner T Do Gomy (Zig:...,n—l)
e = 0. $=0,...,n—1
Sei
B, B, ...R._, |
1) A= R, R, ...RE,_,

. )
Ro.n—l Rx,n-l e Rn-1,n-1

und ¢, die zu R, gehorige Unterdeterminante der Determinante A.
Die Gleichungen (M®.) ergeben alsdann

(®) ABi, = Tyt ezt )

Die allgemeine Losung des Gleichungssystems (0.) enthalt ﬂnz_—ﬂ willkiir-
liche Constanten. Daher ergiebt sich das folgende Resultat:

Ist A von Null verschieden, so liefern die Gleichungen (P.)
die Werthe der Functionen E;, wenn in denselben fiir o, die
allgemeine Losung der Gleichung (0.) gesetzt wird.

Aus den Gleichungen (E.) folgt

6 A n-1 N1 aRlx n—-1 n-1
'ﬁ = ?1 20:-,{ 911_6‘;" = ?l Z”]u O [— Rl,n-x - Rl-x,x + Rn-:.l Prnaxt Rn—x,x pn—l]‘

Da R, =R, und folglich auch o, 5 = @y S0 folgt

Ex(’AuRz—x.x =0, zl(ilev.—x,l =0,
Expn-'/. 21 () Rn-x,l =p A:
22 D 27. O, Rn—x,x =n A;

folglich
GIAY
(Q‘) —&" = 21‘)1 A'
Sei
Eoo 'EOI veo Eo,n-l
@) e | B Eu o B

| En-l.o En-l,l LA En—-x,n—l |
35
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230] Bezeichnen wir mit ¢, die zum Flemente E, gehorige Unterdeterminante
von E, so folgern wir aus den Gleichungen (K.), (K')

6E -1 n—1 n=2 n—1
27 24 eZ'/ ax Zl 24 Cra [E2.+1 % El,x—x + Py El,n—x]

-1

+Zx n=1,% n 1, %= 1+ E n=1, n-lpn—x EszEn-z,x .

Nun ist
-2 n-1 -1 2~=1 -1 2-1 -1
Eozl 20::( O El.x-x + ;-/. Cn—1,2 En—-l,x-x = 2012 20:7. o™ El,x—l = gx 20:7. Cix Ez,-/.—x =0,
n=-2 n-1
21 Ez by By = 0,
n=2 n-1 n=1 n~1
EJ. 2/ Py, 7™ E). n=1 + En—l Nl 2,{ y— n-1 % ?1 %x Paey e).‘/. El,n-l
n~-1 n-1
= 20:x - ;Z 77 El,n-l =p, E.
Endlich ist
n n-1
2111291 20:-4 €n-1,% En—l,’/. = plhi
folglich
ok
(R) —o.

ox
Bezeichnen wir mit E' die Determinante, welche entsteht, wenn wir in
E an Stelle von E,, die speciellen Functionen E;{? treten lassen, so ergeben
die Gleichungen (P.) mit Riicksicht darauf, dass R, = R, und folglich auch
ga“k = 9{?&1

8) ME = A4,
wo
a’OO aol a’o,n—:
(4.) 4= Gy @y oo Oy gy

an-—l,o Opgg oo aﬂ—l,n-l
Aus den Gleichungen (M®.) folgt
(5. gy = — Oy Goe = 0.
Es folgt also aus Gleichung (S.):
Fiir eine ungerade Ordnungszahl # der Differentialgleichung

1] (6) P(y) =0
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ist identisch entweder

(1) A =0,
oder
(7a.) E = 0.

Da sich aus den Gleichungen (Q.), (R.) ergiebt
A=y ef 2p1dx’

®) .

wo y, 0 von & unabhingige Grdssen bedeuten, so muss nach Gleichung (S.)
9) 4= w?efZP‘dw
sein. In der That folgt auch mit Hillfe der Gleichungen (0.) direct, dass

2p, dz
(10') 4= Cef P b

wo C von z unabhingig.
Aus den Gleichungen M® ergiebt sich auch

n=1

() Ry = Jutyatip
Da R, = R,,, so folgt aus (P')
< _ 2=0,1,...,0~1
(1) S taa by~ € ) = 0. ( o 1,...,n—l)
7.
‘Wir setzen
(1') Rm,n-l ym-n + R'm,n—e ym_,) +et Rmoy = Wy, (m=0,1,...,n-1)

wo R , Losungen der Gleichungen (E.) und y irgend eine Losung der Gleichung

@) Pl)=0

bedeutet.
Nach No. 1 ist w,_, ein Integral der zu (2.) adjungirten Differentialgleichung.
Wir erhalten unter Benutzung der Gleichungen (E.)

(T) %D:zﬁ = = Wyy + Dy Wyery (m=0,1,...,0~1)

wenn Wwir w_ = 0 setzen.
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232] Ist
() A =0,
so ergeben sich aus (1.) zwischen w,, w,, ..., w,_ die Relationen
4) 0o Wy + QW+ 4 Qg Woey = 0. (x=0,1,...,n-1)

Sind insbesondere die Coefficienten p, rationale Functionen und die
Functionen R, in Gleichung (1.) rationale Losungen von (E.), so folgt
aus dem Umstande, dass jede Ableitung von w nach z eine lineare homogene

Function von w,, ..., w,  mit rationalen Coefficienten ist, aus Gleichung (3.),

-1

dass schon zwischen

n—1
» ow,, ",

™ogx ' ™
eine lineare homogene Relation mit rationalen Coefficienten stattfindet. Ins-
besondere ergiebt sich dann, dass die zu (2.) adjungirte Differentialgleichung
und folglich auch die Differentialgleichung (2.) reductibel ist.
Wenn wiederum die Grossen R, den Gleichungen (L.) geniigen, so
ergiebt sich nach Gleichung (4.) No. 2
) 9B,

n— y® n-1 n—1 . n=1
B = SR 0 ] = B[RS, Dy - P BB D+ R D)

Der Coefficient von 4® in dieser Summe ist:

2 B D — 20, (Rg D+ Ry DY) = =3, By, DGy
also

awm n-1 n-1
o = - %.9 ;7. R'Ag D[/o:n e,

woraus sich ergiebt

, ow,, et
(T) 3 = - S D,
Durch Vergleichung der beiden Werthe von g:‘;’t‘, welche aus den

Gleichungen (T.) und (1".) unter Zuhiilfenahme der Gleichungen (E.), (¥.),
(¥") erhalten werden, ergiebt sich die Relation:

(U) S (e O Epa ) = 0, (x=01,...,n—1)
0

welche wir bereits in voriger Nummer Gleichung (11.) unmittelbar aus den
Gleichungen (P.), (P".) hergeleitet haben.
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Nach Gleichung (C.) ist (233

(5‘) Z= -1 "0 4 Wy—y YrP ek W, Y.

Die Differentiation nach z unter Benutzung der Gleichungen (T.) und der
Gleichung

®) Py) =0
ergiebt, wie es sein muss,

0Z
(7.) —E = 0-

Differentiiren wir die Gleichung (5.) nach ¢, und wenden hierbei die Gleichung
(4.) No. 2, ferner die Gleichungen (T".) und (6.) an, so ergiebt sich auch

YA
(73.) W’ =0



ANMERKUNGEN.

1) Anderungen gegen das Original
8. 269, Zeile b v. u. noch von statt von noch,
» 271 zwischen (4) und (J) Ry = Rf, statt Rep = Rg,
Zeile 14 unabhingig sind statt unabhingige Grissen bedeuten,
» 278 vor bezw. nach den Gleichungen (K.), (K') Zeile 12 bezw. 9 v. u. wo die Grdssen
Ealg bestimmt werden statt wo Eyg bestimmt wird,
Zeile 3 u, 4 v. u. die Bedingungen erfillt sind statt die Bedingung erfillt ist,
» 216, , 1 Elemente statt Gliede.
2) Zur vorstehenden Arbeit erlaube ich mir einige Bemerkungen zu machen, die mir geeignet erscheinen,
zur Klirung des hier gegebenen Formelsystems beizutragen.

Setzt man

Y oo Yut Yurr oo Y

@ o (] g0y g Y p=o,..nm1
| METTD e g L=t
IR LB e il

wo D = D(y,,%,...,¥,) die Determinante von ¥,,v,, ..., ¥, ist, so ist
Bug, B =0,...n-1)
(g Fralaalak T + Pn—p Un—1,us ((& - 1:“',” )

wo p, die Coefficienten von (A.) der No. 1 sind, und y,, 9,, ..., ¥» €in Fundamentalsystem von Integralen
dieser Gleichung darstellen,
Bildet man nun die Ausdriicke

- e=0,1,...,n—1
» m=dhomn  (GZ00I)

so genitgen die Grossen Ryp den Gleichungen (E) der No.1, wenn die Gréssen ¢, vor
2 unabhingig gewidhlt werden.

Soll, wie in No. 1, R,z = Ry, sein, so muss ¢, = ¢, genommen werden.

Geniigen v;, ¥y, ..., ¥ den Gleichungen (4.) der No. 2, so ist

Aus, nt 14D
_alt_ = (Dyy+ Dy +- "+D'n—l,n—1)u{3p. - }0..7. Dz(; Uy — Ugy T W;
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weil aber
1 6D
3) TE Dy+Dy+ -+ +Dyy psy
so folgt .
Oug, $=0,1,..,n-1
) e %zD-,_I,gu-,,'“. (y =12..,n )

Die Grossen W,,,; der Gleichungen (G.) No. 3 werden also zu Folge (y.) und (z.)

nono g, n=l n-1
Wap = 2i 2 B—‘t Ui U = Xz [Brg Dya +Bye Dygl + gx [Bep Dyt By Dygl,
11 0
d.h
'pV _ n n actx
(8] ap = %s 12th Ui Uy«

Aus () ergeben sich aber sofort die Gleichungen (H) und der SatzI der No. 8.

Die Gleichungen({) lehren weiter, dass die Gleichungen (L.) der No.5 dann und
nur dann bestehen, wenn die Grossen ¢, in (y.) vont unabhingig gewdhlt werden,

Die Gleichungen (K) und (K") der No.5 werden, wie die Differentiation nach & mit Be-
nutzung von (f.) zeigt, befriedigt durch die Ausdricke

nx ¢e=0,1,...,n—~1
. E, = dy y© U
() o ;).?‘u 7,4:%. Ugus (p:()’ 1,...,%—1)
wo wiederum dy beliebige von # unabhéingige Grossen sind.
Nun ist

n

(ct) —
ziy(}i u‘;,,- = O, wenn l!§p,
1

n
Ziyg'“) g = 1,
1
also folgt
fn-1 n
(*) g = gnc Ry By = ?1 ?.“ O e gy
wenn '
"
5Z‘u = X diy,
1
gesetzt wird.
Die Grossen a,5 gentigen also den Gleichungen (E) der No. 1, woraus die Gleichungen

(0.) der No. 6 ihre Erklarung finden.
Damit 4,5 = — ag, ind ¢, = 0 werde, muss

() Oy = —é‘lui.y Oy =0
genommen werden.
Fiir die zu den Grossen Ey, (Gleichungen (3.) der No. 6) gehorige Substitution (d,,) folgt also

(Bi) = () (di)
(de) = (e)™ (8-

71(”2_3 ist, so enthalten die Grossen Epp, wenn die Gleichungen

oder

Da, wegen (1), die Zabl der Gréssen oy,

(M) der No. 5 bestehen sollen, in der That = ("2':2 willkirliche Constanten.
Fuchs, mathem. Worke. IIL 36
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Aus () folgt

| Yo Yoy e U
Py Uy . gy 1
N A
| Un—1,1 Unwta o0 Ung,n
Also ergeben die Gleichungen (y.)
[ Ry B oo Baoyo | [ €y Cag o.v Crp |
R oo Bys 1| Gy Cyg o0t @ [
() A= .m 1'%11 oo 1,1 =% _1_2’.___m =|1;1§I,
By nmt Bypey v s Bpoys | Ca1 Cna + < Can
d. h, also sofort die Gleichungen (Q.) und (8)) der No. 6.
Weiter ergiebt die Gleichung (%.)
1793 [17%% con By ey
*) 4= ""m f‘n 'ff:,n-; — ’%:l
On—t,0 Fn=t,g o+ Opegney
und
Ey Ey o Bypy
E, y voo By O
("") .E — 10 1 1,n=—1 — }czlll"
. . e i
B0 By +o o By ey

also die Gleichung (R.) der No. 6.
Zum besseren Verstindniss der No. 7 ist zu beachten, dass

n=~1 ( ) n-1 % 7_1‘ ( ) n n
S Bug P = 35 31 Bu g v = Tncue = Jicata
0{3 f u{g 11 ! 1 1

Setzt man also in den Gleichungen (1.) der No. 7

(») Y= Yh+alht+ -+ Gl
50 wird

(e) Wy, = Oy Uy + Dy Uy + - ++ = Ay Uy, (m=01,...,n-1)
wenn

n
b=
gesetzt wird, '
Da die Grossen ¢, wegen des Bestehens der Gleichungen (L.) der No. 5 (Vgl. ({)) von ¢ unabhangig
sind, so lehren die Gleichungen (e.) in Verbindung mit (».) und (¢.), dass die Gleichungen (T') der
Xo.7 nur dann richtig sind, wenn die Gréssen ¢ in (») von ¢t unabhéngig gewahlt

werden,
Dann aber ergiebt sich fir Z (Gleichung (5.) der No.7)

-1 % n n
(s) Z= 20 YT i Y wo; = 211' ¢ &,
11
was unmittelbar g—i— = 0 und %—f = 0 zur Folge hat. R. F.




LXX.

ZUR THEORIE DER ABELSCHEN FUNCTIONEN.

(Sitzungsberichte der Konigl. preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin,
1898, XXXIV, 8. 477—486; vorgelegt am 7. Juli; ansgegeben am 14. Juli 1898.)

Die gegenwirtige Notiz kniipft an eine Untersuchung an, welche ich [477
in den Sitzungsberichten der Akademie vom Jahre 1888 an') iiber die Periodi-
cititsmoduln der hyperelliptischen Integrale angestellt habe. Bilden y,,,,...,,
ein Fundamentalsystem von Losungen der Differentialgleichung (G.), welcher
die Periodicititsmoduln eines Integrals erster Gattung als Functionen eines
Verzweigungswerthes # genfigen, und sind ¥, 4, ..., ¢,, die Ableitungen der-
selben nach z, alsdann sind die Functionen y,y,—y,y, Losungen einer Diffe-
rentialgleichung p(2p—~1)* Ordnung (H.), welche wir nach einer spiter ein-
gefiihrten Bezeichnungsweise ¥) die 2p— 2% Associirte der Gleichung (G.) nennen
wollen.

In der oben bezeichneten Untersuchung fithrte ich fiir den Fall der ultra-
elliptischen Integrale (p = 2) aus, dass die Gleichung (H.), welche in diesem
Falle sechster Ordnung wird, reductibel sein muss, indem ich unter Zu-
hiilfenahme der Sustitutionsgruppe der Gleichung (G.) nachwies, dass die
Gleichung (H.) eine rationale Lésung besitat **).

*) L. ScHLESINGER, Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichungen. 2. Theil, 8. 127,
Leipzig 1897.
#*) Vergl, Sitzungsberichte 1889, S. 713 .9).

1) Abh. LIV, 8. 1 ff. dieses Bandes. R.F.
2) Ebenda 8, 3¢ff. R.F.

36%
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Spéter ist fiir die allgemeinen hyperelliptischen Integrale erster Gattung
derselbe Satz bewiesen worden*), indem ebenfalls durch Anwendung der von
mir#¥) aufgestellten Substitutionsgruppe der Gleichung (G.) die Existenz einer
rationalen Losung der 2p—2%" Associirten der Gleichung (G.) erhéirtet wird ),
Daselbstt) wird iiberdies der explicite Ausdruck dieser rationalen Function
entwickelt.

In meiner oben erwéhnten Untersuchung habe ich weiter fir p = 2 aus-
478] gefilhrt, dass die Reductibilitit der genannten Associirten die WziEr-
strassschen Relationen zwischen den Periodicititsmoduln der hyperelliptischen
Integrale erster und zweiter Gattung lieferttt). Das Gleiche findet fiir einen
beliebigen Werth von p stattttt).

Bedeutet aber (G.) die Differentialgleichung 2p* Ordnung, welcher die
Periodicititsmoduln eines allgemeinen ABELschen Integrals erster Gat-
tung geniigen$), und (H.) die 2p—2% Associirte von (G.), so ist die Unter-
suchung der letzteren nicht auf demselben Wege ausfithrbar, so lange nicht
auch fiir den allgemeinen Fall der Periodicitatsmoduln der ABeLschen Integrale
die Substitutionsgruppe der Gleichung (G.) aufgestellt ist.

Ich will nun in der folgenden Note zeigen, wie man jetst ohne Kennt-
niss dieser Substitutionsgruppe aus der Bestimmungsweise, welche ich
fir die Coefficienten der Differentialgleichung der Periodicititsmoduln der
Asgrschen Integrale entwickelt habe$5), unmittelbar und auf viel einfachere
Weise fiir den allgemeinen Fall der Aserschen Integrale nachweisen
kann, dass die 2p--2° Associite von (G.) eine Losung besitzt, welche mit

*) Von meinem Soine RICHARD, in seiner im CRELLEschen Jowrnal, Bd, 119, abgedruckten Inau-
guraldissertation, welche ich im Folgenden mit R. F. bezeichnen werde.
**) CRELLES Journal, Bd. 71, 8. 100 ff. %)
w5y R, T, 8. 4—T,
P R.T. 8. 7-12,
+1) Vergl. a. 2. 0. 8.717%).
TH7) Vergl. R. T, 8. 1217,
§) Vergl. CrRELLES Journal, Bd. 73, 8. 829 f£.8),
§§) Sitzungsberichte 1897, 8. 608 ff.4),

1) Abh. VIII, §. 251—252, Band I dieser Ausgabe. R.F.
2) Abh. L1V, S. 39 dieses Bandes. R.F.

3) Abh, XIII, §. 349 ff., Band T dieser Ausgabe, R.F.
4) Abh, LXVIIL, . 249 . dieses Bandes. R.F.,
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den Coefficienten von (G.) zu demselben Rationalititsbereiche gehdrt (also
auch reductibel ist) Der Nachweis wird eben dadurch gefithrt, dass eine
solche Losung unmittelbar aus den fiir die Coefficienten von (G.)¥) aufge-
stellten Gleichungen zu entnehmen ist.

Wir zeigen alsdann, dass die Relationen, welche die Reductibilitit aus-
driicken, zu den Riemannschen Relationen zwischen den Periodicitdtsmoduln
der Apgerschen Integrale erster und zweiter Gattung fithren.

1.
Wir betrachten ein System von Differentialgleichungen:

dy, )
(A) Fyx— = Gyt G Yt t G Yy E=12..,1)
wo mit a, gegebene Functionen von & bezeichnet werden.
Wir bezeichnen mit y,, %,, ..., %, (A =1,2,...,%) ein Fundamentalsystem
von Losungen desselben und setzen

(Au)
(B) Y — Ynla =
so dass [479
aw dw  aw
Uy = — Uy, Uy =0,
(1') (%) (o) ()
Uy = —ty, Uy =0

Aus (A.) ergiebt sich dann:

]
duy i an - dw
(2') dx = 21; Uy e + 20: e uka'

Es geniigen daher die Grdssen %Z;l fir
A=1,2,...,n p=12,...,,n
dem Systeme von Differentialgleichungen:
v n n
(C) d—;ﬁd = §a O Vo + ?aala )

worin k=1,2,...,0; l=1,2,...,n

vy = =y, Uy =0

*) In den Sitzungsberichten 1897, S. 6151),

1) Abh. LXVIII, 8. 257 diesos Bandos. R.F.
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Hat insbesondere das System (A.) die Form

d
% = Yn
dy,
dx yar
(A,) )

d.%.., -

“ar =
dy,

{ '(%‘ = Po¥it PiYat ot F Vaer Uny
d. h. in dem Falle, wo ¥,,%,,...,%, ein Fundamentalsystem von Losungen

der Differentialgleichung #** Ordnung

oy dty

e W =
(D) rra ~Va g d ¥ ax Yoy 0

ist, so nimmt das System (C.) die Gestalt an:

dv,; t=12...,n-1
dp = Ukt T O (Z=1, ) -,n—l)
d@]m n-1
(C,) T Vigayn T 2 P Vhymas (k=12..,n-1)
0
dy nl
T;l = Unn +2m7m77m+1,u (I=12..,n-1)
[
worin wieder v, = —v,; v, = 0 zu setzen ist.
480] 2.
Sei
(1) J = f sdz

ein Apisches Integral erster Gattung*), so geniigen die Periodicititsmoduln
desselben der linearen Differentialgleichung:

a'lt y a‘h—'l y

(D, o T Pt +ﬂ1 Lrgy=o,

wo # einen Verzweigungswerth der, Riemannschen Fliche bedeutet, und wo

#) Vergl. Sitzungsberichte 1897, 8. 6091).

2) Abh, LXVIII, 8, 250 dieses Bandes, R.F.
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die Grossen , durch das System von Gleichungen

(E') (1'1 ”’) + ﬁn—n(ly n_.l) et ﬁl(;') 1) + ﬁo(l’ 0) =0 (=01
bestimmt sind¥), wenn wir

bs ot

() o) = ) Res 3r 3
setzen *¥),

Das System (A,) wird in unserem Falle

ay
d‘;l =Y,
d

dyw = ya)

y ooy t—=1)

dy,.-, _
ar Yns

dy,
—d_‘.{l?— = _ﬂo%_ﬁx?/a"“'_ﬁn-xyn‘

- . . : o (uy . .
Es geniigen also fiir diesen Fall die Grdssen %,, welche in voriger Num-

mer definirt worden sind, dem Systeme von Differentialgleichungen:

[ Ov, k=19,...,0—1
T =ttt (z=1,z,...,z—1>
ao’m -1
(Ci’) ox = Upyrn ™ Zm ﬂm Vit t=12,...,n-1)
[
6’1)7,, W~1
6_,77' = Up 4 —gmﬁmvmﬂ,u (=12..,n-1)
worin wiederum v, = —wv,, v, = 0 zu setzen ist.
Nun ist#¥) [48:
a (i
_(E:;@‘ = (""'1! p‘)+(l)l"’+1)1
(A, n—1 o
@) =D — 41,0 - 3080, m)

(4 =-@w; *1=0
*) Sitzungsberichte 1897, S. 615, Gleichungen (6.)1).
) A, a0, 8. 611, Gleichung (9.)%).
#x) A, a 0. 8. 614, Gleichung (2.); S. 615, Gleichung (6.); S. 614, Gleichung (16.) nud Gleichung (162.)%).

1) Abh, LXVIII, 8. 237 dieses Bandes. R.F.
2) Ebenda 8,233, R,F,
) Ebonda S, 258, 257. R.F.
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Durch Vergleichung der Systeme (C,.) und (G.) ergiebt sich also:
I Die Gleichungen (C.) besitzen die Particularlésung

(H) Uy = (k—i,l—l),

welche von der Wahl des Fundamentalsystems von Ldsungen
Yy Yur -1 Yy, der Gleichung (D) unabhéngig ist.

Die Grdssen (2,p) sind nach den Gleichungen (F.) algebraische Functio-
nen von &, wihrend die Grossen g, nach den Gleichungen (E.) zu demselben
Rationalitatsbereiche wie (i, 4) gehéren.

Die Anzahl der in den Gleichungen (C,.) auftretenden verschiedenen
Grossen v, ist

@) o= 2020 _ pap)

Aus denselben Gleichungen folgt durch Differentiation nach x

m
™y Vas m)

3) Fr T udu vy,

Wwo ﬁ),d mit 8, zu demselben Rationalititsbereich gehorige algebraische Func-

tionen von z sind. Wird successive m =1, 2, ..., ¢ gesetzt, und werden aus
den entstehenden Gleichungen alle v, mit Ausnahme von v,, eliminirt, so er-
giebt sich fiir v,, eine Differentialgleichung
0%y  (@f) g5ty
(J) E-Z—G+P166__l+ +P4)—0
() .

deren Coefficienten P, mit g, zu demselben Rationalititsbereich gehoren.

Aus L folgt nunmehr:

Il Jede der Differentialgleichungen (J.) besitzt je ein alge—

braisches Integral v, =(e—1,6~1), welches mit g, also mit P zu
demselbenRationalitatsbelelch gehort; jede dieser Differential-
gleichungen ist also reductibel.

Die in der Einleitung definirte Associirte (r—2)* Ordnung unserer Diffe-
rentialgleichung (D,.) wird aus (J.) fiir ¢ =1, g = 2 erhalten:

%0 %g) %1y a

482] (Jt) a—xs'l' 16x5-1+ +P”_0
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Derselben geniigt nach dem Satze IL
4) v, = (0,1) = —-(1,0) = zRes
Nach den*) gemachten Voraussetzungen ist in der Umgebung von 2z =2
s = (z-x)~%‘Po(x)+"')
®) & = -9 @+
: ox - 9 %o )

fsdz = 2 (z—2) 9(0)+
Da fir (A,p) die einzige Residuenstelle die Verzweigungsstelle z =z ist, so
folgt

(6.) 0:1) = — ().

Fiir die hyperelliptischen Integrale ist beispielsweise

() L TOR
wo

q‘(z = (Z—kl)(‘e_kn)-"(‘e-kay);
also
1
8, 0,1) = ——

Die 2p—2* Associirte der Differentialgleichung der Periodicitéitsmodu]n der
hyperelliptischen Integrale besitat also das rationale Integral q} oL ein Resultat,
welches bereits in der Einleitung erwihnt worden ist**).

Da aus den Gleichungen (C,.) gefolgert wird

w W 0, w 0%y,
(K') '”kl—'Bv +Bnaﬂ+ -t s—lv-xa_ﬂ1

wo ﬁ mit den %; zu demselben Rationalititsbereiche gehdrige algebraische
Functionen von # sind, so ergiebt sich:

II. Die Differentialgleichungen (J.) gehdren simmtlich zu
derselben Klasse, in dem Sinne, welcher dieser Bezeichnung in
meinen fritheren Untersuchungen®*) beigelegt worden ist.

*) In den Sitzungsberichten a. a. 0. 8. 6097).
*%) Vergl. R. F. 8. 12, Gleichung (18.).
) Vergl, Sitzungsberichte 1888, 8. 1275%),

1) Abh. LXVIII, 8. 250 dieses Bondes. R.F.
2) Abh, LIV, S. 17 dieses Bandes, R.F,

Fuchs, mothem, Worke, IIL. 37
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Die Sitze IL. und IIL. bilden also die Verallgemeinerung der in der Ein-
483] leitung erwihnten Sitze iiber die zu den Differentialgleichungen der Peri-
odicititsmoduln der hyperelliptischen Integrale gehdrigen Associirten auf die
Associirten derjenigen Differentialgleichungen, welchen die Periodicititsmoduln
der allgemeinen ABerschen Integrale geniigen. Der Beweis dieser Sitze ist
ohne Zuhiilfenahme der Gruppe der Differentialgleichung der Periodicitits-
moduln erbracht, indem direct aus der Gestalt der Associirten die rationalen
Losungen, welche denselben geniigen, hergestellt wurden.

3.

In meiner erwahnten Notiz*) habe ich bereits darauf hingewiesen, dass
die von WeierstrAss zuerst hergeleiteten Relationen zwischen déen Periodi-
cititsmoduln der hyperelliptischen Integrale unmittelbare Folgerungen sind aus
der Reductibilitit der Associirten (2p—2)* Ordnung der Differentialgleichung,
welcher die Periodicititsmoduln geniigen. Die Rechnung findet sich daselbst#¥)
fiir die ultraelliptischen Integrale ausgefithrt. Spater ist dieselbe fiir die hyper-
elliptischen Integrale iiberhaupt ausgefiihrt worden *¥),

Wir wollen nunmehr zeigen, dass die in der Theorie der allge-
meinen ABELschen Integrale von Rremany hergeleiteten Relatio-
nen zwischen den Periodicititsmoduln der Integrale erster und
zweiter Gattung ebenso unmittelbare Folgerungen der in der
vorigen Nummer gegebenen Reductibilitdtssitze I und IL dar-
stellen.

Die Riemannschen Relationen lassen sich némlich in die folgende Form
bringen:

It ¢,¢, ..., C, ein Fundamentalsystem von Aserschen Integralen, welche
nirgendwo in der Riemannschen Fliche logarithmisch unendlich werdent), so
kann man ein Periodensystem 4,, B, (1 =1,2,...,p) von ( so wihlen, dass

#) Sitzungsberichte 1889, S, 714—717Y).
#) A 2. 0. 8.717%).
) Vergl. R. F. 8.12-17.

1) Vergl. Sitzungsberichte 1897, S. 6129),

1) Abn. LIV, S. 36—a9 dieses Bandes. R.F.
2) Ebenda S.39. R.F.
9) Abh, LXVIIT, S. 254 dieses Bandes. R.F.
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dat k=1,2,;..,2 #
(L) z (AMB ~ 4, Bkl) = ERGS Kk ‘qj 1= 1’2,_”’2?,) )

Wir wollen nun zunéchst zeigen:
(S.) Wenn die Gleichung (L.) fiir ein beliebig gewihltes Funda-
~mentalsystem G’ C7, ..., (0 erfiillt ist, so besteht dieselbe Glei-
chung fiir jedes andere Fundamentalsystem €, (..., (. [484
Es ist namlich zundchst

(1) by = Cull4+ 0t + 4+ 0, 0, Lo+ Ro(2,9), (m=1,2,...,2p)

wo die Grossen C,, von z unabhingig sind und & (z 5) eine rationale Func-
tion von (z,s) bedeutet*¥).

Sei nun 47, B) dasjenige Periodensystem, fir welches nach unserer Vor-
aussetzung die Relation

p

(0)
@) N dmp-apE) = ) Reip G

1
besteht.
Ist 4,,, B, das entsprechende Periodensystem fiir ,, so folgt aus (1.)

Ay By— Ay By = Z (GGG C) (49 BY— 4D B9),
also '

¥4
acy
® Y UaBa B = Y (66,0 D Resg

1

Andererseits ist

ZR ck GCI 2 R dﬁl dCL] (Olmclv O}:volu ZRes C;LO)
fuv

Aus (3.) und (4.) ergiebt sich aber unsere Behauptung.
Nun folgt aber aus dem Satze I. voriger Nummer, dass von z unab-
héngige Grossen 6,9,,9,,..., 9, derart bestimmt werden kénnen, dass

(5.) 0.5y + 0,1y + - + 05ty = — (k—1,1-1)9,

*) Vergl. ApreLL et Goursa?, Fonctions algébriques etc., p. 142, 148,
**) Vergl. Sitzungsherichte 1897, S. 6111),

1) Abh, LXVII, S. 238 dieses Bandes. R.F.
37*
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wo die %L die ihnen in No. 1 beigelegte Bedeutung haben, wihrend die Grdssen
(A,p) durch die Gleichung (F.) No. 2 definirt sind.

Wir wihlen jetst fir y,,4,,..., ¥, insbesondere ein Periodensystem des
Integrals J, und fir y,,y,,...,9, das entsprechende Periodensystem von
%;_—{- Fiir diese speciellen Functionen y, ergiebt sich aus der Definition
der Perioden eines Aperschen Integrals, dass, wenn # einen Umlauf vollzieht,
welcher s in sich selbst zuriickfiihrt, y, in eine lineare homogene Function
VO ¥4y Yy ooy U, Wit ganzzahligen Coefficienten iibergeht. Durch den-

selben Umlauf geht daher %zz in eine lineare homogene Function von

an  as (1,1
Uy Uy vovy Uy

485] mit ebenfalls ganzzahligen Coefficienten fiber. Andererseits bleibt der
Ausdruck (4,4) seiner Bedeutung nach bei demselben Umlaufe von z unge-
indert. Da aber oz!g;l ein Fundamentalsystem der Gleichungen (C,) darstellt,
so ergiebt die Gleichsetzung des Ausdruckes der linken Seite der Gleichung
(5.) vor und nach dem Umlaufe von z fiir die Grossen 4,9, ..., 0, ein
System linearer Gleichungen mit ganzzahligen Coefficienten. Es sind

& @ 3 .
daher -2, =%, ..., " rationale Zahlen.
508,70,
Sei
6.) S s & _ s 05
‘ - [ Y ) ) - ’
. al e]. 6[ el d\l sl
WO &,¢,,...,¢, ganze Zahlen sind, von der Beschaffenheit, dass sie nicht

sammtlich denselben Theiler haben. s ist also

0, = re, 0, =re, ... 0, =re,

Nehmen wir 0 = », so erhilt die Gleichung (5.) die Form

2 ) -1,
(1) ety &ty + e+ 5yt = —(F—1,1-1).

Auf bekannte Weise#) ldsst sich nun zeigen, dass das Periodensystem
Y, so gewahlt werden kann, dass die Gleichung (7.) wird

®) oty = = (1,11

*¥) Vergl, die anf die Periodicititsmoduln der Integrale erster Gattung beziiglichen Sitze von CLEBSCH
und GorDAN (ABELsche Functionen, § 29), Sitze, welche ihre Giiltigkeit behalten fiir nicht logarithmisch
unendlich werdende Integrale iiberhaupt.
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Setzen wir
o ot
© o .l © _—
*) W= W= o W=

und bezeichnen mit 4., B, (A =1,2,...,p) dasjenige Periodensystem von (,
fiir welches die Gleichung (8.) statt hat so erhilt u die Form:

(ﬂﬁ)
= 4y By— 4, By t=12..,p)

Ferner ist

ak—:s 6L-1 J' 61—-1 J al—l J' (o)
(k-1,1-1) = ZR%W e ER Gx"" Fray ZR C“” .

Die Gleichung (8.) wird daher

(0)
(10.) Z (4y By— 4, By) zReS w2

Dieselbe findet fiir ¢, ¢, ..., (", welche ein Fundamentalsystem bilden*), [486
statt, folglich nach dem Satze (8.) fir jedes Fundamentalsystem von
Integralen C,C, ..

Es sei schhesshch noch bemelkt dass die Sdtze in No. 2 zusammen mit
der Gleichung (7.) noch anderweitige Consequenzen ergeben, auf welche ich

bei anderer Gelegenheit einzugehen mir vorbehalte.

*) Vergl. Sitzungsberichte a. a. 0., S. 610, Satz IaY).

1) Abh. LXVII], 8. 252 dieses Bandes. R. F.
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LXXT.

BEMERKUNGEN ZUR THEORIE DER ASSOCIIRTEN DIFFERENTIAL-
GLEICHUNGEN.

(Sitzungsberichte der Kbnigl. preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin,
1899, XIII, S.182—195; vorgelegt am 9. Mirz; ausgegeben am 16. Mérz 1899.)

Das Folgende enthilt einen Auszug aus weiteren Untersuchungen [rsz
iiber die mit einer linearen, homogenen Differentialgleichung 2" Ordnung
(A.) verbundenen Associirten ' Ordnung (H.), deren Theorie ich in den
Sitzungsberichten 1888, S. 1115 ff.?) eingeleitet und in spateren Mittheilungen
daselbst fortgesetzt habe. Es wird die Frage, wann die associirte Differential-
gleichung #* Ordnung reductibel sei, welche wir bereits fiir den Fall erledigt
hatten, wo es sich wm die Differentialgleichungen der Periodicitatsmoduln der
AsEeischen Integrale handelt®), fiir den allgemeinen Fall wieder aufgenommen,
indem wir die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Reducti-
bilitdt zur Darstellung bringen. Das hier eingeschlagene Verfahren giebt zu-
gleich fiber die Art, wie die Reductibilitit sich bewerkstelligt, Aufschluss.
Hieran schliesst sich der Nachweis, dass die Bedingungen der Reductibilitit
fir den Fall erfillt sind, dass die Adjungirte der Differentialgleichung 2n*r
Ordnung mit dieser zu ein und derselben Klasse gehort.

Endlich wird der Satz, welchen ich an der bereits erwahnten Stelle*¥)
aufgestellt und mit Hiilfe einer gewissen quadratischen Form Z bewiesen

#) Vergl. Sitzungsberichte 1889, S. 713 £, und 1898, S. 477 f£.?).
**) Sitzungsberichte 1888, S. 1115 f.9).

1) Abh. LIV, 8. 11 dieses Bandes. R.T.
%) Abh, L1V, 8. 3¢f. und Abh. XXX, 8. 283 ff, dieses Bandes. R.F,
3) Abh. LIV, 8. 1ff. dicses Bandos. R.F,
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hatte, dass die Losungen der Associirten (H.), durch die Quadratwurzel der
Hauptdeterminante der Differentialgleichung (A.) dividirt, einer Differential-
gleichung (H'.) geniigen, die mit ihrer Adjungirten zu derselben Klasse ge-
hort, durch ein neues Verfahren begriindet, welches den Vorzug hat, in die
Natur der Coefficienten des Differentialausdruckes, durch welchen die Losungen
von (H') mit denen ihrer Adjungirten zusammenhéngen, einen tieferen Ein-
blick zu gewdhven. Wir haben zwar im Folgenden in den Entwickelungen
uns auf die Betrachtung des Falles, wo n = 2 ist, beschrinkt. Es ist jedoch
sichtbar, dass der allgemcine Fall keine Modification der Methode erfordert.

183] 1.
Sei
(&) ¥+ Y+ 0y Ry +0y = 0
eine Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten der unabhingigen Va-
riablen z, deren Losungen sich iiberall bestimmt verhalten.
Sei y,,9,,9,, 9, ¢in Fundamentalsystem von Ldsungen der Gleichung (A.)
und werde gesetzt
U=t =t Y=Yl = w
(1) D= Yl =ty YaYi— Yl = Y,
DY Yol =ty Yolm Uit = e
so geniigen diese sechs Functionen einer linearen, homogenen Differential-
gleichung sechster Ordnung#):
(B) U 4 Pu® + Pyu® + Pou®+ Pu® + P+ Py = 0.
Die Losungen derselben verzweigen sich in denselben singuliren Punkten
wie die Losungen von (A.) und verhalten sich ebenfalls fiberall bestimmt.
Es soll festgestellt werden, unter welchen Umstinden die Differential-
gleichung (B.) reductibel wird.
Hierzu mache ich von einem Satze Gebrauch, welchen ich in den
Sitzungsberichten**) gegeben habe, dass eine Klasse von linearen, homogenen

*¥) Vergl. Sitzungsberichte 1888, S. 11181),
*#) Vergl. Sitzungsherichte 1888, S, 12763).

1) Abh. LIV, 8.5 dieses Bandes, R.F.
2) Ebenda S8.19. R.F.
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Differentialgleichungen im Allgemeinen m** Ordnung, in welcher sich eine
reductible befindet, auch solche enthilt, deren Ordnung kleiner ist als m.

Soll also die Gleichung (B.) reductibel sein, so giebt es rationale Func-
tionen B, B, ..., B, von der Art, dass die Functionen

@) U, = B+ Bu+ Bu? + Byuy + B,u? + Byuld, (k=12,...,6)
einer linearen, homogenen Gleichung geniigen:
(C) K1U1+K2Uﬂ+"'+KaU; =0,

wo K, K,, ..., K, constante Grossen bedeuten.

Sei a ein bestimmter der singuldren Punkte, in welchem sich die
die Wurzeln
der zu a gehérenden determinirenden Fundamentalgleichung von (A.).

Losungen von (A.) und (B.) verzweigen, und seien r,7,,7,, 7,
Wir wollen der Einfachheit der Darstellung wegen voraussetzen (die
Resultate werden von dieser Voraussetzung nicht berithrt), dass nicht das [184
Doppelte der Differenz zweier der Grossen r, eine ganze Zahl wird. Bedeuten
alsdann y,,y,,y,, ¥, die beziiglich zu r
Losungen von (A.), und setzen wir:

als Exponenten gehérigen

1 z’ 37 4

9 = rl"'rz—lj o, =1 +7—1, o =r+r-1,
0= ntn—1, o =rnt+r-1, ¢ =r+nr—1,

(3)

so gehoren die Functionen w, beziiglich zu den Exponenten ¢, und die Func-
tionen U, beziiglich zu den Exponenten o, = g,+g,, Wo g, eine ganze Zahl
bedeutet.

Das Bestehen der Gleichung (C.) erfordert, dass wenigstens zwei
der Grossen ¢, sich nur um eine ganze Zahl unterscheiden. Der
iiber die Grossen r, gemachten Voraussetzung zufolge kann es aber unter den
Grdssen g, nicht mehr als zwei geben, die sich um eine ganze Zahl unter-
scheiden. Wir konnen' die Bezeichnungsweise der Gréssen 7, r,, 7,, 7, 80
wihlen, dass ¢, und ¢, diejenigen beiden der Grdssen g, bedeuten, deren
Differenz eine ganze Zahl ist; alsdann muss die Gleichung (C.) die Gestalt

annehmen:

) KU+ KU, = 0.

Fucls, mathem. Werke, IIL 38
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2.

Mogen die Losungen y, nach irgend einem Umlaufe W iibergehen in:
(D) () = eult Gyt G+ ey (k=1,234)

alsdann erleiden die Functionen , durch denselben Umlauf die Substitution:

@) = 2, (12w, () = 2, (18),u,
") % () = (14w, () = 2, (28),u,

(us) = 24y, (,) == 2, (34w,
wo die Summation in Bezug auf k¥ von 1 bis 6 zu nehmen ist, und wo

/ (k) l)x = 0, Oy — Oy Oy,
(kl l)z = Oy Oy — Oy Oy
(k,0)

) (k’ Z)4 = Oy Oy — Oy Oy
\

= 0, 0y~ 0, 0y,

&

(B, Dy = o0, — ey ey,
(B, Dy = et — 0 0
gesetzt worden ist.
Aus den Gleichungen (2.) voriger Nummer und aus (D'.) ergiebt sich,
dass durch den Umlauf W die Functionen U, die Substitution

185] (U) = (12,0, (0,) = Z,(18),0,
(D®) (U,) = 2190, (U) = 2(23),T,,
(Uy) = 2.0, (U)= 234U,

erfahren.

Soll aber die Gleichung (B.) reductibel werden, so muss nach voriger
Nummer [(C')], und den iiber die Grossen r, gemachten Voraussetzungen zu-
folge:

(F.) Kx(Ux)+Ke([]ts) = A[K,U, + K, U]

sein, wo 4 eine Constante bedeutet; d. h.

Kn(]2)2+ Kﬂ(34)2 =0, Ifl(12)4+ Ks(34)4 = 0,
(F") K1(12)3+Ks(34)a =0, Kg(12)5+K6(34)5 =0,

K, (12),+ K,(34), = AK,, K(12),+ K,(34), = 1K,
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Die beiden letzten Gleichungen liefern zusammen die Bedingungsgleichung:
() K, K,[(12),— (34)] + K3 (34), - Ki(12), = 0.

Sind umgekehrt die Bedingungsgleichungen (F'.) erfillt, so folgt, dass
die Function:

(G) ¢ = Kou+ Ku,
nach dem Umlauf W iibergeht in
(6" (9) = ¥,

wo A ebenfalls einen constanten Factor bedeutet.

Sind die Bedingungsgleichungen (F.) oder (F.) fiir alle Unmliufe W der
unabhingigen Variablen erfiillt, so wird demnach die logarithmische Ableitung
der Function ¢ eine rationale Function sein. Damit die Gleichung (F.) fir
alle Umldufe erfillt werde, ist aber nothwendig und hinreichend, dass dieses
fir die um die einzelnen singuliren Punkte der Gleichung (A.) vollzogenen
Unmléufe (die Fundamentalumlaufe) geschieht.

Wir erhalten also die folgenden Sitze:

I. Die nothwendige und hinteichende Bedingung dafiir, dass
die Gleichung (B.) reductibel werde, ist die, dass die Beziehungen
(F.) oder (F.) fiir alle Fundamentalumliufe der unabhingigen
Variablen bestehen. .

II. Im Allgemeinen wird die Gleichung (B.) in dem Sinne
reductibel, dass sie mit einer linearen, homogenen Differential-
gleichung erster Ordnung mit rationalen Coefficienten ein In-
tegral gemeinsam hat.

Der zweite Satz bestitigt sich in der That an den Differential- [186
gleichungen, welchen die Periodicitétsmoduln der Askrschen Integrale Ge-
niige leisten®).

Hieran moge noch eine Bemerkung angeschlossen werden.

*) Vergl. Sitzungsberichte 1889, S. 715, 1898, S. 4811),

1) Abh, LIV, S. 86 und Abh. LXX, S. 288 dieses Bandes. R.I.
38*
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Die Anzahl der in einer beliebigen Differentialgleichung vierter Ordnung,
deren Losungen iiberall bestimmt sind, ausser den singuliren Punkten auf-
tretenden Parameter ist grosser als die Anzahl der durch die Gleichungen
(F.) fur die einzelnen Fundamentalumliufe denselben aufzuerlegenden Be-
dingungen. Hieraus kann a priori geschlossen werden, dass, wenn die singu-
laren Punkte von vorn herein festgelegt werden, man diese Parameter stets
so bestimmen kann, dass die zweite Associirte der Differentialgleichung vierter
Ordnung reductibel wird.

3.

Wir wollen nunmehr eine specielle Art von Differentialgleichungen vierter
Ordnung behandeln, fiir welche die Bedingungen fiir die Reductibilitit der
zweiten Associirten, welche wir in den vorhergehenden Nummern gegeben
haben, erfillt sind.

Es werde vorausgesetzt, dass die Adjungirte der Differentialgleichung (A.):

(A") 204"+ 8"+ g d + g8 =0

mit (A.) zu derselben Klasse gehort.

Seien wieder r,r,,r,, r, die Wurzeln der zu einem singuliren Punkte
gehorenden determinirenden Fundamentalgleichung und y,, y,, %,, y, LOsungen
von (A.), welche beziiglich zu den Exponenten r,, 7, r,, 7, gehoren. Bedeuten

2,4, 4,4 die besiglich zu gy, ¥, y,,y, adjungirten Lisungen von (A"), so

gehdren dleselben bekanntlich beziiglich zu den Exponenten:
~r+8, —r,+8, —r,+3, —r,+3.
Unserer Voraussetzung gemiss giebt es rationale Functionen
4,, 4,, 4,, 4,
von der Beschaffenheit, dass:
() A(y) = Aoy + A,y + 4y" + 49"

fir jede Losung y der Gleichung (A.) der Gleichung (A') Geniige leistet.
Da die Exponenten, zu welchen die Functionen A(y,) gehéren, sich beziiglich
187] von r, um ganze Zahlen unterscheiden, so miissen, von additiven ganzen
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Zahlen abgesehen, —7+3,...,—7 +3 bis auf die Reihenfolge mit r,...,7,
itbereinstimmen.

Wir machen der Einfachheit wegen die Voraussetzung, dass fiir keinen
der singuliren Punkte zwei der Grossen », um ganze Zahlen von einander
verschieden sind oder 27, eine ganze Zahl wird. Dann zerfallen die Wurzeln
in zwei Gruppen zu je zweien, und in jeder dieser Gruppen ist die Summe
der Elemente eine ganze Zahl, und diese Gruppirung ist nur auf eine Weise
moglich. Wir wihlen die Bezeichnung so, dass r +#,r,+7, ganze Zahlen
sind. Alsdann ergiebt sich:

I Die Determinante A der Substitution (D.) ist der positiven
Einheit gleich.

Ist ndmlich

o

2. = -
@) n= 5+ Be-a),
g0 ist:

(3‘) Y 4Tttt 7, = 6—a.

Es ist also « eine ganze Zahl, und daher die Hauptdeterminante des
Fundamentalsystems y,, ..., y, eine rationale Function, woraus sich unmittelbar
ergiebt: A = 1.

Wir haben nunmehr

(4') 4 = MI'A'(?/Z)} g, = l*”zA(yx)) gy = f‘aA(?h)y 4 = MA(.%))

WO @, p,y 8, #, constante Factoren bedeuten. Wenn dem Umlaufe W die
Substitution (D.) der y, entspricht, so ist die Substitution, welche 2, 2, 2,, 2,
durch denselben Umlauf erfahren, nach Gleichung (1.):

(5') 5 = Wy 3 B f,
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Bekanntlich erfahren die Elemente z,...,2 durch den Umlauf W die
zur Substitution (D.) reciproke Substitution.

Bezeichnen wir daher die zum Elemente «, adjungirte Unterdeterminante
mit A, so erfahrt nach dem Umlaufe W das System ¢, ..., z, die Substitution

(6) ¢ = (A

Durch Vergleichung mit (5.) folgt demnach:

188] A Wy ] Wy [
=gq A, =0, A, =0, A, =q,*

11 199 12 uy M PR ny,

A, = “u'&', A, = LAY Aza = “u'&i Au = “m&’

(7.) Wy [ [
Asx = “ﬂﬂ') Au = aﬂ&’ Ass = Oy, Au = Oy l"s,

[ [ /A

—_g & =g =g Y —
\ An = Oy f‘x’ An = Oy l"z’ Aas = 0y MJ’ AH = Oy

Setzen wir:

A, Azz_A/cz Ay =7, Ay Ay— AL Ay = 7,

(8) Ay A=A Ay = 7, ApAy— A A, =9,
Akz Au - AM Alz = 7;2)) Aka Au - AM Ala = 7;2)1

go ist nach bekannten Determinantensitzen:

7(&) = _(24)41 Pn = —(24)37 Ye = (24)17

(9) 7= _.(23)57 7:‘4) = (23)5) 7(154) = _(23)2)
' Vo 13),,

= (18) yu =—(08), 5 =—(
v =—(14), on = (14, 95 =—(14),.

Andererseits folgt vermittelst der Gleichungen (7.):

o B 24) w . H1 oy o — s gy
¥ b
13 P ( 0y 13 l"z( )s) Vs, = e B, ( oy

e O R COMP RO

14 8) 14

(10) s by By i,
=l =By, w= b
4 Ml l»'/B 61 2 Ml 4 24 “3 3

(3

Mgy o M ¥ gy ® — Maqay
Pas Mn( )s) Vs ) M.x( Yo P lh( ),
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Aus (9.) und (10.) ergiebt sich:

(::: +1)(24)‘ =0, (Z—+1) (24), = 0,

(;‘—: :—i~ 1) (24), = 0, (—:‘;:- + 1) 23), =
" (z_+ 1) (23), = 0, ( ) 23), = 0,

(u—:+ 1)(14)2 =0, ( ) (14), = 0,

(i p-onms (rione

(%+1)(13)4 =0, (%%_1)(13)5 —0
Aus diesen Gleichungen folgt, dass im Allgemeinen: [189
ek

T T 1

sein muss. Analog, wie die Gleichungen (9.) und (10.), ergeben sich die
folgenden Gleichungen:

= 090= (2, A =-0 =,
1) { M= 69 =-"ra), = gy =-La
* 12 4 ”4 4) 12 3 “8 8)
| =0 =-0002 = ey = Db
g U Wy
p0 = —(12), =By, = g =-bp,
by gy
) { = (12, =-"0py, 0=-09 =g,
&y Wy
di= (2= foligy 0= 9= e,
\ "y @
Die Form
(15.) o = Ku+K,u,

verwandelt sich durch den Umlauf W in

(16, (9) = [K,(12), + K,(34),Ju, + [K,(12), + K, (34), ],
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wenn das Verhltniss = den Gleichungen:

K,
" K,(12),+ K,(34), =
K, (12),+ K,(34), = 07
(12),-[- K (34) 0,
(17a.) K, (12),+ K,(34), = 0

H

genfigt. Aus den Gleichungen (17.) und (17a.) folgt vermittelst der Gleichungen
(13.), (14.) der gemeinsame Werth:
(18.) K = -k,

1

Nach den Gleichungen (13.), (14.) ist ferner

Kx(12)1 + Ks(34)1 = K, 1(12)1 + y—'(12)6}’
(19, b
K (19,4 KG9, = KL fao),+ bagf

l 8 ‘
190] Es hat demnach die Form

(15a.) o = u+ —‘E”—us

die Eigenschaft, nach dem Umlaufe W in

(209 (0 = ¢[00 +(2)
iiberzugehen.

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich:

IL. Die zweite Associirte einer mit ihrer Adjungirten zu der-
selben Klasse gehdrigen Differentialgleichung vierter Ordnung
1st reductibel®).

In Ubereinstimmung mit IL voriger Nummer folgt aber ferner aus Glei-
chung (20.) die Art, wie die Reductibilitédt sich herstellt, ndmlich:

III. Die zweite Associirte wird durch eine Function befrie-
digt, deren logarithmische Ableitung rational ist.

*) Diesen Satz hat mein Sohn RICRARD in einer demnichst zu veriffentlichenden Arbeit auf einem
anderen Wege bewiesen?),

1) Vgl Journal f. 4. r. w. a. Mathematik, Bd. 121, S. 205—209 ,Uber lincare Differentialgleichungen, welcho mit ihrer Adjun~
girten zu derselben Art gehéren“. R.F.
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4.

Ich habe frither¥) fir die #* Associirte einer Differentialgleichung 2n**
Ordnung

1) YOy Py = 0,
nimlich
@) U+ Put 4 Pou = 0¥)

nachgewiesen, dass dieselbe zu ihrer Adjungirten:
3) W4 Q" "t Qv =0
in der Beziehung steht, dass
4) w= H[Adv+ 40+ -+ 4, 0"

ist, wo H die Hauptdeterminante von (1.) und 4, 4,, ..., 4, rationale
Functionen von z bedeuten, oder, was dasselbe besagt, dass die Differential-
gleichung fiir % mit jhrer Adjungirten zu derselben Klasse gehort. Ich
habe daselbst*#*) diesen Satz mit Hilfe einer aus der Function # und ihren
Ableitungen gebildeten quadratischen Form bewiesen. Ich will hier den- [1or
selben Satz durch eine andere Methode herleiten, welche den Vorzug hat, in
die Beschaffenheit der Coefficienten A, eine tiefere Finsicht zu gewihren.
Ich beschrinke mich dabei, ohne der Allgemeinheit Abbruch zu thun, auf
den Fall, dass die Differentialgleichung (1.) von der vierten Ordnung ist.

Es sei also y,,9,, 9,, 4, ein Fundamentalsystem von Losungen der Glei-

chung:
(la") y“’+Mm+"'+P¢y = 0)

deren Integrale iiberall bestimmt sind. Es mogen dann w,w, u,, ..., u, die-
selbe Bedeutung haben, wie in Gleichung (1.) No. 1.

*) Vergl. Sitzungsberichte 1888, S, 1116 ff.1).
**) Vergl. a.a. 0. 8, 1118, Gleichung (H.)?).
#%) Vergl, a. a. 0. S, 11208),

1) Abh. LIV, S. 21, dieses Bandos, R.T.
2) Ebenda 8, 5. R.F.
3) Ebenda S. 7—8. R.F.

Fuohs, wathem, Worke, IIL. 39
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Wir wollen
(H) wPud + ul u® — P4 + 0l ul) + uP ud + ud uf = P(k, 1)
setzen.

Fiir ein anderes Fundamentalsystem der Gleichung (1a.) 7., v,, 1, 7, seien
W, w, ..., w, ebenso aus v, ..., 7, gebildet, wie u, ..., u, aus y,...,y,, also

(5') w, = ‘fhﬂ;"‘flz’l;: ey W= 7]3712_'447];-
Sei
(6’) T = Culh + c]s! Y, + s Ys + ch Yo (k = 172» 3: 4)

so ergiebt sich aus bekannten Determinantensitzen:

(J) P(k’ l) = AQ(kr l):
wo
(H) QK1) = wPu? + w®uw® — (P uw? + w®uw®) + w® w + w? wd

und A die Determinante der Grossen c,, also

(1) A = el
ist.

Aus (J.) ergiebt sich zunichst:

I. Es ist P(k,!) eine Invariante in Bezug auf die verschiede-
nen Fundamentalsysteme y,y, v,y der Gleichung (1a.). Aus der-
selben Gleichung (J.) schliessen wir ferner, dass 4 P(,/) durch keinen Um-
lauf der unabhéngigen Variablen geindert wnd, wenn H die Hauptdetermi-
nante der Gleichung (1a.) ist. Da die Losungen von (1a.) iiberdies fiberall
bestimmt sind, so erhalten wir den Satz:

IL %ule) = 37 P 1)

ist eine rationale Function von 2.

192] Zur Bestimmung dieser rationalen Function konnen wir nach Satz I fir
Yp -+ Y, €n zu einem singuliren Punkte ¢ der Gleichung (1a.) zugehdriges
kanonisches Fundamentalsystem wéhlen. Sind 7,7, 7, r, die Wuwzeln der
zugehorigen determinirenden Fundamentalgleichung, welche besfiglich den

Elementen g, ..., y, entsprechen, so werden im Allgemeinen u, #,, ..., %, 20
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den Exponenten
rtr,—1, ntr—1, ., fyt+r,—1
gehéren und demzufolge in der Umgebung von z = a:
8) Ph,0) = (@—a)* ™" Byl —a)
sein, wo
AT = At

Pu@—a) eine nach ganzen, positiven Potenzen von z—a fortschreitende
Reihe bedeutet. In der Umgebung von a ist aber:

() H= (-0 " Py(e—a),

wo P, (1—a) eine nach ganzen, positiven Potenzen von z—a fortschreitende’
Reihe bedeutet, die fiir 2 = a nicht verschwindet¥).
Folglich ist
Pk, 1)

(10.) —F = (@—a)*H B (6 —a).

Seien s,, s,, 5, s, die Wurzeln der zu 4 = co gehdrenden determinirenden
Fundamentalgleichung, und wihlen wir fir ¢, ..., 4, das zu & = oo gehdrende
kanonische Fundamentalsystem, dessen Elemente beziiglich zu s,...,s, ge-
héren, so ergiebt sich ebenso:

(8a.) Pk,1) = w‘z"""“lel(%),

wo Qu(%) eine nach ganzen, positiven Potenzen von;;— fortschreitende Reihe
bedeutet. Nun ist aber in der Umgebung von z = oo

(9a.) H= x'z““’%&),

wo Q;d(%) eine nach ganzen, positiven Potenzen von (%) fortschreitende Reihe
bedeutet, die fiir 2 = co nicht verschwindet.

Es ist also in der Umgebung von 2 =

(10a.) ﬂf{’-ll = gy (%)

*¥) CRELLES Journal, Bd. 66, S, 144Y),

1) Abh, VI, S. 184, Band I dieser Ausgabe, R, F.
39%
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193] Fiix k+{<4 muss also zufolge der Gleichung (10.) ¢, (z) fir 2 =4
mindestens von der (4—Fk—/{)*" Ordnung verschwinden.

Tst also o die Anzahl der im Endlichen gelegenen singuliren Punkte der
Gleichung (1a.), so wiirde ¢.(%) eine gar-e, rationale Function mindestens
o(4—k~1)* Grades sein. Nach Gleichung (10a.) aber ist dieser Grad nicht
hoher als 4—k—L.

III. Ist also die'Anzahl o der im Endlichen gelegenen singu-
liren Punkte der Gleichung (1a) grosser als 1, so ist ¢ (2), fir
k+l<4, identisch Null

Fir k+!= 4 ist nach Gleichung (10.) ¢,.(%) in keinem der im Endlichen
gelegenen Punkte vnendlich, aber nach (10a.) auch im Unendlichen nicht; es
folgt also:

IV. Fir k+! =4 ist ¢,(2) eine Constante y,.

Aus der Definitionsgleichung (H.) fir P(k, ) ergiebt sich

(K) DP(k,1) = P(b+1,1) + P(k, 1+1),
wo D den Differentialquotienten nach 2 bedeutet, und
(L) P(l,k) = P(k,1).
Nach Satz III. ist nun
P(0,0) =0, P(0,1) =0, P(0,2)=0, P(0,8) =0,
(11.) P(1,1) =0, P(1,2) =0, P(0,4) = y,H,
P1,3) = 7o, P(2,2) = p, H.
Nach (K.) ist

0 = DP(0,3) = P(1,8)+P(0,4),
also

() P(1,3) = —P(0, 4).

Aus
0 = DP(1,2) = P(2,2)+ P(1,3)
ergiebt sich

(8) P,9) = 2,4,
Ferner ist

() 0= D*P(0,3) = P(2,3)+2P(1,4) + P(0, 5).
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Durch Differenzirung von (8.) erhalten wir

@) 2P(@2,3) = P(L,4)+ P(0,5)
Aus (y.) und (4.) folgt
©) P(t,4) = —SP(0,%); P@3) = £ P(0,5).

Setzen wir diese Werthe in

DP(0,4) = P(1,4)+ P(0,5)

ein, so ergiebt sich

PO,5) = 2DP(,9),

also nach (e.)

(M) P(t,9 = —2DPO, 4 = SDP(,3).

5.

309

[r04

Um nun den oben bezeichneten Satz zu beweisen, bedienen wir uns eines
Verfahrens, welches wir bereits bei fritherer Gelegenheit*) angewendet haben.

Aus der Gleichung

P(an) = F(“n'”'z"--)“e) = 2(“:“0"“2“ +usua) =0

folgt namlich das System:

uﬁ
Ug
ud
(3)

Uy

)
uﬂ

ow, ' Ou, * +6u,
Eu’ +iI’_1u’ +...+£ !

ou, ' du, Ou,

OF o, OF oF

- ERCR TR I T
. 6_Flu<3)+iﬁ_1um+...+£
ou, ' Ow, ° ou,

oF ., OF ., oF

W T T T,

oF . OF o oF

3_14, 1 +6—%u2 +“‘+6—uo

*) Vergl. Acta mathematica, Bd, 1, p. 330 ff, 1).

1) Abh, XL, 8. 308 ., Band IT dleser Ausgabe. R.1T%

(6)
]

If

0,

0,

—2P(1,1) = 0,
-2P(1,2) = 0,
—2P(1,3),

—2P(1,4)—2DP(,3)
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Bezeichnen wir mit v, v,, ..., v, die zu %, u,, ..., u, besiiglichen adjungirten

Losungen der Gleichung (3.) (fur n =2, v = 6), mit & die Hauptdeterminante
der u,, #,, ..., %, und setzen

1

dlogb

b= [ P(1,4)-DP(,3)+ “ B py 3]

b= 2P(1’3)1

(L)

s0 ergiebt die Auflésung der Gleichungen (N.)

oF )
(2) Ty Av, + poy. (k=1,...,86)

195] Da nach den Gleichungen (11.) und (M.) voriger Nummer
P(1,38) = yH (y constant),

3 3 dH
P(1,4) = EDP(I:?’) =3V

und da
dlogd dlog H
%_ - "'Pn dz = —Pn
80 ist
0. = yH(p,—2P), p = 2yH

Die Gleichungen (2.) sind gleichbedeutend mit

2u, = Ao, +pv,, 2w, = Av,+ poj,
(P) —2u, = Av,+pv,, —2u, = Avg+ oy,
2u, = M),-I-{H);, 2u, = Av,+ ’”);)
und diese Gleichungen beweisen nicht nur den am Anfange der Nummer 4

erwihnten Satz, sondern sie bestimmen auch die Beziehung der Lo-
sungen %,...,%, zu ihren adjungirten vollstindig.



ANMERKUNGEN.

1) Anderungen gegen das Original
S. 295, Zeile 6 des Textes wurde hinter Differentialgleichung »nter Ordnung« eingefiigt,
» 297, , 2 enthilt statt vorhanden sind,
y 10 »und seien« vor 7, 1y, 7y, 7, eingefigt,
» 299, , 9 v. u bestehen statt besteht,
Fussnote 715 statt 57,
» 302, Zeile 5 v. u. Gleichungen statt Gleichung,

» 804, , 1 »von« vor £ gestrichen,

K,

» T v. u Die zweite Associirte statt die Differentialgleichung der zweiten Asso-
ciirten,
» 6 v. u Differentialgleichung statt Gleichung,
» 806, , 9 v u der statt zur,
s 808, , 14 Definitionsgleichung (H.) statt Differentialgleichung (H.),
» 16 »und« am Ende hinzugefiigt,

s 810, , 2 sund« vor mit ¢ unterdriickt.
2) Die in der No. 8, Gleichung (12.) aufgestellte Behauptung: Aus den Gleichungen (11.) folgt, dass im
Allgemeinen g, = —py, @, = — g, sein muss, kann nicht aufrecht erhalten werden, Vielmehr muss

zwischen den beiden wesentlich verschiedenen Fillen: 1) p, = gy, p, = p, Wnd 2) p; = —py, 1, = —pty
unterschieden werden. Auf den vorliegenden Gegenstand beziebt sich meine Arbeit (Journal f. d. r. u.
a. Mathematik, Bd. 123, S.54—65, Uber lineare homogene Differentialgleichungen, welche mit ihrer
Adjungirten zu derselben Art gehoren), Ich habe daselbst (No. V) gezeigt, dass im Falle 2) die Grosse
4, (No. 3, Gleichung (1.) der vorstehenden Arbeit meines Vaters) verschwindet, und dass 4, ein Integral
der zweiten Associirten wird, was mit dem Satze IIL der No. 3 ibereinstinmt. Im Falle 1) dagegen,
der mit den Gleichungen (11.), (13.) und (14.) der No. 3 gleichfalls vertriglich ist, wird die zweite
Agsociirte in anderer Weise reductibel,

Eine ahnliche Bemerkung gilt auch von dem Satze IL der No, 2. Wenn die Reductibilitit der
zweiten Associirten so erfolgt, wie in diesem Satze angegeben, so besteht zwischen einem Integral y
der Gleichung (A.) und einem Integral # ihrer Adjungirten eine Bezeichnung

7= Ayt 4 y+ 4y
wo die logarithmischen Ableitungen von A,, 4,, 4, rationale Functionen von # sind. Die Reductibilitiit
der zweiten Associirten kann aber auch in ganz anderer Weise erfolgen. Mein Vater ist, wie es
scheint, zu der speciellen Art von Reductibilitit zufolge der von ihm in der No.1 gemachten Annahme
iiber die Natur der Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichungen und der Annahme (C.) bezw.
(C'.) derselben Nummer gelangt. R. F.




LXXII.

UBER EINE BESONDERE GATTUNG VON RATIONALEN CURVEN
MIT IMAGINAREN DOPPELPUNKTEN.

(Sitzungsberichte der Konigl. preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin,
1900, VI, 8. 74—78; vorgelegt am 1. Februar; ausgegeben am 8. Februar 1900.)

In einer analytischen Untersuchung bin ich zu folgendem Problem [74
gefiihrt worden:

Es soll eine rationale Function # der unabhiingigen Variablen ¢, z = F(t),
von folgender Beschaffenheit gebildet werden.

I. Die Function F(t) soll nur fir endliche nicht reale Werthe unendlich
werden, welche simmtlich in einer und derselben durch die reale Axe in der
¢t-Ebene ausgeschnittenen Halbebene sich befinden.

II. Die der realen ¢{-Axe in der z-Ebene entsprechende Curve C' soll
durch eine endliche Anzahl vorgeschriebener Punkte hindurchgehen. Endlich
sollen

III. keinem Punkte der Curve C zwei verschiedene oder zusammenfallende
reale Losungen ¢ der Gleichung 2 = F(f) entsprechen.

Diese Aufgabe kann natirlicherweise verschiedenartige Losungen zulassen.
Sind 2,2, ..., 2, die vorgeschriebenen Punkte in der z~Ebene, so konnte man
beispielsweise # endliche nicht reale und von einander verschiedene Werthe
0,7 0,y -+, 0, in einer und derselben Halbebene ¢ willkiirlich als Unendlichkeits-
stellen der Function wihlen und ebenso n willkiirliche reale und von ein-
ander verschiedene Werthe 8, 8,,...,8, auf der realen {-Axe den Punkten

Fuchs, mathem. Werke. 1T 40
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8,2, ... 2, suordnen. Dann wird die Function
¢, [ [

+ 4+t
t—o, t—g t—o,
Z,

“(0x) ) "1 (B, 2, “f(B) 2 “f(B.) 4
©) o = SR ) B e ) B
wenn
) "f@) = (@—0.) (= =) .. (¥ —en),
"g(@) = (@—B)@—p)... @—p.)
gesetzt und mit dem rechts oben stehenden Accent die Ableitung nach ¢ be-
73] zeichnet wird, den Bedingungen I und Il Geniige leisten. Es wiirde sich

(1) “I() =

Wwo

nun darum handeln, nachzuweisen, dass ¢, 0, ..+ 0,y B, By +++, B, S0 gewahlt
werden konnen, dass anch die Bedingung III erfiillt wird.

Diese Aufgabe kann u. A. durch eine Methode gelost werden, welche
wir im Folgenden nur andeuten wollen, indem wir uns die nihere Begriindung
fir eine andere Gelegenheit vorbehalten.

Es sei vorausgesetzt, dass die Existenz einer den Bedingungen I, II, III
geniigenden Function

2 = (m)F(t) J—

wo die ¢, durch die Gleichungen (2.) und (3.) fir # = m definirt sind, er-
wiesen Sei.

Ist alsdann C ein von 2,4, ..., 2, verschiedener Punkt in der z-Ebene,
¢ ein von ¢, 9,, ..., 0, verschiedener in derselben Halbebene ¢ gelegener nicht
realer Werth und g ein von B, B, ..., §, verschiedener Punkt der realen
t-Axe, so geht die der realen {- Axe der Gleichung

() £ = “F() = P+

gemiiss in der z-Ebene entsprechende Curve €' durch die Punkte 2,,2,,...,2,,6,

und es entsprechen denselben bez. die realen Werthe 8, 6,,...,8,, 8 auf der
realen {-Axe, wenn

() h(t) = "f()¢—0),
_ MB) o w
©.) 0 = w5y 9(8) (C="F(p))

gesetzt wird.
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Es lasst sich nun beweisen, dass in Folge der iiber ™F() ge-
machten Voraussetzung die Function

(M)F(t) (M)F( l)
B = g =y 0)
W) T RE)

nicht fiir reale Werthe von ¢ und ¢, mdgen diese von einander
verschieden oder einander gleich sein, verschwinden kann.

Der Modul dieser Function besitzt daher fiir reale Werthe von ¢ und #,
eine von Null verschiedene untere Grenze, welche wir mit M bezeichnen
wollen. Hieraus folgt, dass die Gleichung (4.) ebenfalls der Bedingung III
Geniige leistet, solange mod & < M, d. h. solange der Abstand des Punktes (
vom Punkte ™F(§) eine gewisse angebbare Grenze nicht iberschreitet.

Die Gleichung (4.) behdlt dieselbe Eigenschaft, wenn { aus einer [76
Anfangslage (* fortschreitet und zugleich 8, ¢ von den Anfangslagen g = g%
o = ¢” ausgehend Lagenanderungen erfahren so lange, bis entweder neben
den Gleichungen

(7.) 0= —H(t’tx))
(8') 9, = —-Ho(t)tx))

wo 0, der conjugirte Werth von ¢ ist und H(£,?) aus H(¢,¢) hervorgeht,
wenn die Coefficienten von H durch ihre conjugirten Werthe ersetat werden,
noch die Gleichung

0H 0H, oH o
0 K8 = 5 5= LI
durch endliche Werthe von ¢ und ¢ befriedigt wird; oder so lange bis den

Gleichungen

(10) ®p(r) 4 §—20) ((;) 0,
(11) “E() 40,705 =

o ™F(t), h,(t) bez. aus ™F(f) und h(t) hervorgehen, wenn die Coefficienten
derselben durch ihre conjugirten Werthe ersetzt werden, endliche Werthe

Geniige leisten; oder bis den beiden Gleichungen
40*
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L 10 110;
(t2) TG NORRTOIIOR
(13.) a — (M)'l;'l),(t)h‘)(t)2

RGN ORRTOYAOR

endliche Werthe von ¢ geniigen; oder endlich, bis

(14) 0+ lim ("F()) = 0.
Die Elimination von ¢ und ¢ aus den Gleichungen (7.), (8.), (9.) mdge nun
ergeben
8(8,9,,0,0,) =0
oder
(15.) R G, B,00) =0,

wo {, den conjugirten Werth von { darstellt. In gleicher Weise folge durch
Elimination von ¢ aus den Gleichungen (10.), (11.)

8,09, 50, 9y 90) =0
oder

(16.) Rn(C’ GiBrese) =0,

77] endlich durch Elimination von ¢ aus den Gleichungen (12.) und (13.) das

Resultat
Sz(a: aos 9y 90) =0
oder

(17') Rz(c: Cos By 0, (’o) =0

Keine der drei Functionen R, R, R, besitzst einen Factor w(C,(), dessen
sammtliche Coefficienten gleichzeitig von B, ¢, ¢, unabhingig sind, und es
konnen die Gleichungen (14.) bis (17.) nicht fir & = 0, §, = 0 identisch in
Bezug auf o, o, erfillt werden. Ist nun ¢, ein in der z-Ebene vor-
geschriebener Punkt, so werden im Allgemeinen die Ausgangswerthe (7 6, o
so gewahlt werden konnen, dass, wenn ( eine von (* nach #,,, hinfiihrende
Curve I' in der 2-Ebene beschreibt, § und ¢ sich so andern konnen, dass die
durch die Gleichungen (14.) bis (17.) gebundene Mannigfaltigkeit ¢, C, 6, o, o,
entweder gar nicht oder nur eine gerade Anyzahl Mal durchschnitten wird.
Ist alsdann fiir { =2 ‘

B = Buiy 0= Qi
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so wird die Function

(18') 4= (M)F(t) + 04 1];%(;_)’
wo
(19') U = h(ﬁm“) (‘emﬂ_(m)F(ﬁmﬂ))’

" ()

die Eigenschaft haben, dass fir ¢ =g, 8,, ..., 8,, 8,,, ¢ bez. die Werthe
2,y 8,y 2,,4,, annimmt und dass die Bedingung II fiir dieselbe noch er-
fillt ist.

Da nun fiir m =1 in der Gleichung

cl

(20.) 2= =
jedem Werthe von # nur ein Werth von ¢ zugehért, so wird also durch suc-
cessive Anwendung des angegebenen Verfahrens fiir eine beliebige Zahl » die
Herstellung einer rationalen Function F(f) ermdglicht sein, welche den im
Eingange angegebenen Bedingungen I, II, IIT Geniige leistet.

Fiir etwa mogliche Ausnahmefille kann auch das folgende Verfahren
eingeschlagen werden.

Wir schalten zwischen der Punktreihe z,,,...,2, einerseits und z,,
andererseits eine endliche Anzahl von Punkten CCreeny ¢ ein, indem wir
denselben entsprechend p willkiirlich gewahlte nicht reale mit o, 9, ..., 0,
in derselben Halbebene ¢ gelegene Grdssen s, q,,...,5 und ebenso dem [78
... entsprechend ¢ - als Unendlichkeitsstellen zuordnen. Wir gehen nun-
mehr mit Hiilfe von den Gleichungen (4.) und (5.) analogen Gleichungen von
C, iber, derart, dass die

Z

der Curve C successive zu den Curven C,C,...,
Curve C, die Punkte 2,2, ...,4,, C,(,..., ¢, in sich aufgenommen hat, und
bezeichnen zuletst die Curve, welche bei dem Ubergange von (, nach z,
entstanden ist, mit C, .

In die Gleichung
(21, 2 = F, @),

welche eine Curve C, darstellt, sind ausser den Unendlichkeitsstellen ¢, 0,,..., 0,
noch die Unendlichkeitsstellen o, 6, ..., 0, eingetreten. Zuletzt erhalten wir
eine Gleichung der Form

1

bei dem Ubergange von { nach z,,
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¢ ¢ ¢ e e e ¢
22) s=F()=-—"—+"—+t b T—F Dt p 2 N
( ) () t_(’l t_(’z t—gm t"'ol t-—G.‘, t—op t—9m+1’

welche zundchst den Bedingungen ¢, = F(8,), fir x =1,2,3,...,m, m+1,
Genfige leistet. Es lisst sich nunmehr beweisen, dass Co Gy ovy €, 50 mahe
an einander und an ¢, einerseits und #,,, andererseits jedoch in endlicher
Anzahl so gewshlt werden konnen, dass fiir jede der Gleichungen (21.), (22.)
die Bedingung IIT erfillt wird.

ANMERKUNG.

Die nihere Begrimdung der in der vorliegenden Notiz skizzirten Methoden hat mein Vater nicht
mehr gegeben, Im handschriftlichen Nachlass habe ich nicht geniigendes Material zu einer Construction
der Beweisfiihrung gefunden,

Vgl. iibrigens die Anmerkung 1) zur Abh. LVIIL, 8. 116 dieses Bandes. R.F.



LXXIII.

ZUR THEORIE DER LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN.

(Sitzungsberichte der Konigl. preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin,
1901, II, S. 34—48; vorgelegt am 10. Januar; ausgegeben am 17. Januar 1901.)

Die folgende Notiz enthélt einen Auszug aus einer demnichst zu ver- [34
offentlichenden Arbeit. Man hatte in den bisherigen auf die linearen Diffe-
rentialgleichungen beziiglichen Untersuchungen sich darauf beschrénkt, die
analytische Form der Ldsungen derselben in der Umgebung je einer singu-
laren Stelle der Differentialgleichung festzustellen. Fiir viele tiefergehende
Probleme, welche auf die Natur der der Differentialgleichung zugehdrigen
Substitutionsgruppe Bezug haben, ist es von Wichtigkeit, auch eine analytische
Form fiir ein Fundamentalsystem von Losungen aufzustellen, welches aus der
Fundamentalgleichung fiir einen beliebigen Umlauf entspringt. Mit dieser
Aufstellung beschaftigt sich der erste Theil dieser Notiz.

Mit Hiilfe der erhaltenen Resultate wird alsdann ein auf die Beschaffen-
heit “der Gruppe von Substitutionen beziiglicher Satz hergeleitet fir den Fall,
dass ein Fundamentalsystem von Losungen der Differentialgleichung einem
Systeme von homogenen Relationen mit constanten Coefficienten Geniige
leistet.

Um ats diesem Satze weitere Folgerungen zu ziehen, wird vorlaufig der
Fall in’s Auge gefasst, dass eine solche Relation mit der besonderen Kigen-
schaft stattfindet, dass dieselbe durch die Substitutionen der Gruppe unge-
dndert bleibt. In einer spiteren Mittheilung sollen diese Folgerungen einer
niheren Erdrterung unterworfen werden.
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1.

In den Grundlagen der Theorie der linearen Differentialgleichungen wird
Folgendes*) bewiesen:

Es sei ) 1

@A) Y 4n Y stny =0,
3] Wo p, p,,...,p, innerhalb eines Gebietes T der complexen Variablen 2
eindeutige und iiberall bestimmte Functionen von # sind. Ist U ein Umlauf
von # innerhalb T' und

Oy =0 0y cer Oy
¢ U= O o 0o O

(B.) 12 28 ne — 0
Oy Oy, el B0

die zu diesem Umlaufe gehorige Fundamentalgleichung, so giebt es ein Funda-
mentalsystem von Ldsungen von folgender Beschaffenheit: Sind w,w,,..., o,
bez. 4, 4, ..., 4 -fache Wurzeln der Gleichung (B.), derart also, dass:

bt btk d, =1,

so zerfallen die zu w, gehdrigen 1, Elemente des Fundamentalsystems derart
in Gruppen von bez. B By -1 B, Elementen, wo also:

'!"k"l'!"]cg"l' 'H‘ke = A

dass die einer solchen Gruppe zugehorigen Elemente Umlaufsrelationen der
Gestalt _
Y, = oY,
(©) ¥ = "’yz"l'?/:.’
Yo = 0Yut Yuus™)
geniigen.

Diese Resultate sind selbstverstindlich nicht bloss fiir einen Umlauf
um eine der Unendlichkeitsstellen der Coefficienten p,, p,, ..., p, — fiir welche

*) CreLLEs Journal, Bd. 66, S. 1311f.; Bd. 68, S. 3611 1),
#*} Vergl. HAMBURGER, CRELLEs Journal, Bd. 76, 8, 121.

1) Abh, V1, 8. 170 ff. und Abh, VII, 8. 213 f,, Band I dieser Ausgabe. R. T,
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sie in der Theorie zunichst Anwendung gefunden haben — sondern fiir
jeden beliebigen Umlauf U giiltig.

In dem Falle, dass der Umlauf U um eine der Unstetigkeitsstellen # = a
der Coefficienten p, p,, ..., p, vollzo;gen wird, ist nachgewiesen worden, dass
die analytische Form der zu einer Gruppe (C.) zugehérigen Integralelemente
die folgende ist:

Sei

y = 1low
_21rig

und setzen wir

@ 0 = (bt (T st (5 Yt b b,

wo ¢, s,y &, in der Umgebung von a eindeutige Functionen von # sind,
und wo
(@) t = E%‘lOg (¢—a). [36
Alsdann ist
v =),
Yoer = ’y__l_f ?7
(D) 10

Yoot = =D (=9 o

y =1 6“"]_‘@))
S P

2.

Wir gehen nach diesen Vorbereitungen dazu iiber, eine analytische Form
der zu einer Gruppe (C.) gehdrigen Losungen der Gleichung (A.) auch-in
dem Falle aufzustellen, dass U nicht mehr einen Umlauf um einen
einzigen singuldren Punkt e, sondern vielmehr einen beliebigen
Umlauf bedeute.

*) Vergl. CreLLEs Journal, Bd. 66, S. 136 ff., Bd. 68, S.355ff.1) und JURGENs, CRELLEs Journal,
Bd. 80, S. 151 f.; vergl. auch HEFrTER, lineare Differentialgleichungen, S. 107.

1) Abh. VI, 8, 175 ff, und Abh. VII, §.206, Band I dieser Ausgabe. R.F.
Tuohs, mathom, Worke, IIL, 41
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Sind die simmtlichen Gruppen (C.) eingliedrig, so ist entweder

0, =0, = =0, =1,
alsdann bleiben

Y = 9 %=%7."') Yn = 9a

beim Umlauf U ungeéndert, oder wenn z. B.

2%ir,

o, =e

von Eins verschieden, so setzen wir
1

Y = C’

alsdann ist
7, 7, 7,
(13") .7/1=£1‘Pn Yo =Ly 0oy Y =C"0,,

WO @, @,y ..., ¢, beim Umlaufe U ungeéindert bleiben.

‘Wenn nicht simmtliche zu einem beliebigen Umlauf U gehdrigen Gruppen
(C.) eingliedrig sind, so sei v der Représentant einer mehrgliedrigen Gruppe,
d. h. dasjenige Element derselben, welches sich bei dem Umlaufe U mit der
Wurzel o der Fundamentalgleichung multiplicirt; ferner sei v, das zweite

Element derselben Gruppe, so dass
2) Ty = o1+ 1,
37] Wir setzen nunmehr
omiw L

™
£=€ ll’

1
t = Tﬂlog £
dann wird ¢ bei dem Umlaufe U ungedndert bleiben, wihrend ¢ sich um Eins
vermehrt.
Sind nunmehr y,, y,, ..., y, die zu einer der Gruppen (C.) gehorigen

Elemente des Fundamentalsystems und o, die zugehdrige Wurzel der Funda-
mentalgleichung und werde wieder

2wy
(@) o, =e

gesetzt, alsdann ist in Folge der ersten Gleichung der beziiglichen Gruppe (C.)

(3) = gr‘ P1s
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wo ¢, beim Umlaufe U ungeindert bleibt. Aus der zweiten Gleichung (C.)
Y = 0.4ty

folgt, dass % nach dem Umlauf sich um wi vermehrt. Die gleiche Eigen-

1

schaft kommt auch mi zu; es ist also %—mi gegen den Umlauf U unempfind-
1 1 1

lich. Hieraus folgern wir analog wie bei dem entsprechenden besonderen

Fall fiir den Umlauf um einen einzigen singuldren Punkt¥):

(4') Y, = glrl{%o'*"(?nt}’

wo ¢,, ¢, bei dem Umlauf U ungeéindert bleiben. Und so fortfahrend erhilt
man

(5) Yo = gﬁ{"ﬂuo + (?,ut teet (?,u,p-i. t'L_I})

WO ®yy @ups +++y Py el dem Umlauf U ungeiindert bleiben.

Man kann alsdann analog wie fiir den Umlauf um einen einzigen singu-
liren Punkt folgern, dass die Functionen ¢, sich als lineare homogene Func-
tionen von g linear unabhingigen unter ihnen mit constanten Coefficienten
darstellen lassen, und dass namentlich die Coefficienten der hichsten Potenzen
von ¢ sich von ¢, nur um einen constanten Factor unterscheiden.

3. [38
Wir machen jetzt Gebrauch von folgendem Satze:
Ist
(L) y = flzw)

eine Losung der Gleichung (A.), wo  eine willkiirliche Grosse bedeutet, von
welcher die Coefficienten dieser Gleichung unabhingig sind, so sind auch die
simmtlichen partiellen Ableitungen von y nach der Grosse » Losungen der-
selben Differentialgleichung *¥).

Wir haben*#*) nachgewiesen, dass eine ganze rationale Function von
log (2—a), deren Coefficienten abgesehen von einem allen gemeinsamen Factor

#) CRELLEs Journal, Bd. 66, S.1351),
*#) Vergl. KoeHLER, Inanguraldissertation, Heidelberg 1879.
*+¥) CRELLEs Journal, Bd. 68, S. 356%).

1) Abh. VI, S.174, Band I dieser Ausgabe. R.F.
2) Abh, VII, S. 208, Band I dieser Ausgabo, R.F,

41%
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(¢—a)" in der Umgebung von # = e eindeutige Functionen sind, nur dann
identisch verschwindet, wenn die einzelnen Coefficienten verschwinden.

I. Ein analoger Satz gilt auch fiir einen Ausdruck
@) F=g{4,+A4t++4,0,

worin £,¢ dieselbe Bedeutung wie in voriger Nummer haben und
A,A,..., 4, Functionen von #z sind, welche bei dem Umlaufe U
ungeindert bleiben. Das identische Verschwinden von F er-
fordert, dass 4,4,...,4, identsch Null sind. Der Beweis ist ganz
so wie bei dem Specialumlauf um ¢ = e zu fitlhren. Dieser Satz gestattet
auch eine Erweiterung*), welche der fiir einen speciellen Umlauf um eine
einzige singulére Stelle gemachten analog ist, dass das Verschwinden einer
Summe von Ausdriicken der Form (2.), worin die Exponenten » sich nicht
um ganze Zahlen unterscheiden, das Verschwinden aller einzelnen Summanden
zur Folge hat.

II. Ist daher
(3') y = F(zy t)

eine ganze rationale Function von # und ¢, deren Coefficienten
bis auf einen allen gemeinsamen Factor & bei dem Umlauf U
ungedndert bleiben, eine Losung der Gleichung (A), so ist auch

) y = F(e,t+4)

fiir einen willkiirlichen Werth von 2 eine Losung der Glei-
chung (A.).
Der Beweis ist wieder analog wie fiir den Specialumlauf um 2 =a zu
fiihren *#),
39] Hieraus ergiebt sich aber analog wie fiir den Specialumlauf um 2 = a:
IIL Ist

(6) y = F(z1)

*) Vergl. THom£, CRELLES Journal, Bd, 74, 8. 194 und HErrTER, 2.a. 0., S. 238.
“*) Vergl. HEFFIER, 2. 3. 0., S, 107.
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eine Losung der Gleichung (A.) so ist auch %Ltf eine Lésung der-
selben Gleichung.

Wir konnen daher wie fiir den Specialumlauf um 2 =« in No. 1 die
in den Gleichungen (3.) bis (5.) No. 2 enthaltene Integralgruppe durch das
System
Yo = f(t))

-----------

ersetzen, wo

(5.) ft)=¢ g‘l'p-,+ (” ; 1) $uoatt (“; 1) g8 + 1, t}u-l )

und ¢,y 4,y -y §, bei dem Umlaufe U ungeiindert bleiben.
Die Functionen ,, ¢, ..., ¥, geniigen daher den Gleichungen:
_ 1 Oy
(F) hon = g

Wir wollen im Folgenden diese Gestalt der Lisungen als die kanonische
bezeichnen.

4.

Wir setzen jetzt voraus, dass ein Fundamentalsystem w,w,, ..., w, von
Losungen der Gleichung (A.) einer gewissen Anzahl homogener Relationen
des Grades » und mit constanten Coefficienten Geniige leiste. Die Anzahl
der linear unabhéngigen derartigen Relationen ist eine endliche; wir be-
zeichnen dieselbe mit o. Die Relationen seien

(G’) (?z(i"n Wyyveey wn) =

-----



326 ZUR THEORIE DER LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN.

2] Es moge w,w,, ..., w, das kanonische Fundamentalsystem sein, welches
zu einem willkiirlichen Umlaufe U gehdrt und welches gruppenweise in voriger
Nummer durch die Gleichungen (E.) definirt worden ist. Wir lassen eine
Abinderung in der Reihenfolge der in einer Gruppe enthaltenen Integral-
elemente in (E.) derart eintreten, dass wir

Yo = Uy,
(1.) 1(1—1 = wﬂ
9 = uw,

setzen. Die Gleichung (F.) nimmt daher die Gestalt an:

1 0w,
(Fl') Wyyy = —x _#'
Wir wollen die Elemente w,, w,, ..., w, in folgender Reihenfolge schreiben:
(2) Wy Woy ey W5 Wy tqy Wy g9y veey Wy ps <o i

Byttt gt 1 Yttty +20 00 Wby bty o

derart, dass wir die zu der p,p,, ..., p,-gliedrigen Gruppe bez. gehdrigen
Elemente zusammenstellen. ‘

Substituiren wir in (G.) fir w,, w,, ..., w, ihre analytischen Ausdriicke
aus (E.), so miissen nach Satz L., No. 3 (Verallgemeinerung) in den Resultaten
die Coefficienten der einzelnen Potenzen von ¢ verschwinden.

Hieraus folgt

99,

d. h. nach Gleichung (F.)

92,

0
(l"n—l)w:z +_(?Z_(l"1_2)ws +oe ot

09y
1w
ow, ow, 6%‘_1 h
(4-) 09, a"P‘/. 09,
bt (= 1) g2+ e (= 2l g+ 1
awl"x'l‘l ) bt awl'ﬁ +2 ' bt awl"x'l'!‘: 1 ttey
+ ws w =0 *x=12...,0)

Nach der iiber ¢, ¢, ..., ¢, oben gemachten Voraussetzung muss dem-
nach identisch fiir beliebige w,, w,, ..., w

n
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99, _ 00, . Py
aw, (¥, * 3, (=20 Heedt 1w

-~

d do, 0
H) { + gﬁ (=) wy 1o+ '%'—:_2(#«- 2ty gt b1
1 1 -

+ WS w.
= m‘?x""M/.a‘Pz‘l""'l'M-‘q(Pe (x=12...,0)

sein, wo die Grossen M, von w,w,, ..., w, unabhingig sind.

Um die allgemeine Lésung dieses Systems partieller Differential- [41
gleichungen zu finden, haben wir nach Jacomr*) zunéchst das System der ge-
wohnlichen Differentialgleichungen

dw, _ dw, . — dwp,l—-l
(l"x_l)wz (M1_2)ws lwp,l
LS L * B T
(H') (l"z—l)wp,l+2 ("'9—2)wm+3 10y, g
=% dey _ _ do
\ -N1 2 NS

zu integriren, wo

N, = Mo+ M9+ et MA@‘?Q
gesetzt ist.

Ein System von Gleichungen der Form

(5 ‘) dwl dw,, _ dwp—x

(p—l)w, - (w—2)w, - 120,4.
oder das identische System .

dw,
Y = (”—1)7'02)

dw,

d_%g = (u—2)w,
©) '
dw,_,

i

= 1,

v, _
w =0

*) CRELLES Journal, Bd. 2, 8. 322; Gesammelte Werke, Bd. 4, 8.8,
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besitzt die allgemeine Losung

-1 -1 -1
w, = w,ﬁ)““+(”1 )'41¢—28M-2+(y2 )Au $ O e +(“ )Ao}

1
1 dw,
n= T
(7) 0 = 1 d*w,
S e = R
1 dw
Wymy = (ﬂ 1)| dt}u_l )

wo 4,4 _a, .., 4, willkiirliche Constanten bedeuten.

42] Aus d1esen Gleichungen folgt
(8. % = B, + Byw,+ Bw,+ -+ B, w,,

wo die B, sich rational aus den Coefficienten A, zusammensetzen. Dem-
nach ist

(J1) Bko+ Bl:l. S N qut W, = (B,u-l o+By-| Wyt By—l ® #)u—k‘

(k=12...,8-2)

Diese Gleichungen stellen die u—2 Integralgleichungen des
Systems (5.) oder (6.) dar.

Von den Constanten 4, ..., An—z lasst sich eine willkiirlich und so
wihlen, dass die Gleichungen (J,.) die Form annehmen:

b =,
b, =
@) Y2 '7’27
dﬁt—i = Yu-ay

wo ¢, eine ganze rationale homogene Function der Grossen

Wyy Wyy oevy Wy

mit numerischen Coefficienten, p, 9,y ..., 7,., willkiitliche Constanten be-
deuten.

So ergiebt sich z. B. fir p = 4:
4, = w, wA_w;l

(8)

— 2 3
4’2 = wu,— 3w2wsw4+ 27,03.
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Die Functionen ¢,,¢,,...,§, , lassen sich in Determinantenform um-
gestalten®).
. 2w, w, O
Waey Wy |, — .
q)l = ) q’z - wp-s wy,-l wp. !l
Wy Wy
w;l,-s w;c-s wp.—x
: 3w,_, 2w, ; w, 0
Wy Wy Wy pot oL e
Wiy Wymy Wy W,
by = Wyg Wyog Wy |5 b, =
Wymy Wy Wy Wy
Wy Wyog Wy
Wyes Wyey Wy wp,-s
W 5. W.
(J ) (1+ 1) 'w',_l lwn_“l coe wM 0
.
wﬂ-l-l u)”_l cen wI‘_l w"
bn = . . e N
Wy gy wn_u coo Wyiay w“_;'
Wyedmy ’MI,L_;' cee W,
Wyei—g w’,,_;._l vee w“_l
pas = | - C
Wygtms Wymptog o+ o Wymaeg
Ferner ergiebt sich aus den Gleichungen (H') [43
dey, 1
(9. dw = ;D_"(Mu?l'l'st(Ps"'"""ng%)- (k=12...0)
-1 oy
Sind o, 6, ..., 5, die Wurzeln der Gleichung
M=o M, ... M,
I, My—o ... M
(10') 31 22 20 — 0,
.M;,l MQ, e MQ?— g

so werden, wenn diese Gleichung nur ungleiche Wurzeln besitzt, die hieraus
sich ergebenden Integralgleichungen:

*#) Diese Umformung hat mein Sohn RICHARD ausgefithrt.
Vuchs, mathem, Worke, II. 42
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/ _ 1 )
9, € b = 617
{J) 4214 P = d,,
W1
\ 9,8 Wyy . 69,

wo 8, 9,, ..., d, willkirliche Constanten bedeuten.
Bezeichnen wir die den verschiedenen Werthen g, u,,... aus den Glei-
chungen (H') entsprechenden Integralgleichungen (J.) mit oberen Indices, so

ist die Gesammtheit der Integralgleichungen von (H')

‘I’SM) — ygl"x) gl‘x) — 7,2!‘1) q)(f‘x) _ 72:9 .
§) = ), ) = rﬁm, c iy = o,
(J") lllllllllllllllllll
wyl—l w,uy—l wm-l
S e R
P € =0, ge "= Oy vty Pp€ Moo= 39.

I. Die allgemeine Losung des Systems der partiellen Diffe-
rentialgleichungen (H.) ist demnach:

% I“x—
(K) 9 =€ b f( ("'1) '(Pl) q’l\"l:l— 2 EM)r gm)’ vy q)flfs—)m "')y
(k:1)2;--';9)

wo f, willkiirliche Functionen der Argumente bezeichnen.
Diese Argumente sind algebraische Functionen der in das Differential-
gleichungssystem (H.) eintretenden Grossen w,, w,,

Sollen demnach die ¢ algebraische Functionen von w,, w,, ... sein,
so miissen die f, selber algebraische Functionen ihrer Argumente und die
Wyy—1
O'k—‘——w
e " yon 2ul unabhingig werden. Es muss demnach

01=02=---:oe=0

44] sein. Daher muss
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sein, wo f, die allgemeinste derartige algebraische Zusammensetzung seiner
Argumente bedeutet, fiir welche ¢, eine ganze homogene Function von
W,y W,y ... Wird.

Ein #hnlicher Schluss ergiebt sich fiir den Fall, dass die Gleichung (10.)
gleiche Wurzeln hat.

Hieraus ziehen wir den Schluss:

Wenn die ¢, nicht durch die Gleichungen (K,.) bedingte Gestalten haben,
0 kann in keiner der zu den Gruppen (C.) gehérigen Integrale eine Potenz
von ¢ auftreten. Dieses Resultat besagt:

II. Wenn zwischen den Elementen eines Fundamentalsystems
W, W, ..., w, von Losungen der Gleichung (A.) ein System (G.)
homogener Relationen mit constanten Coefficienten stattfindet,
und es haben die Functionen ¢, nicht eine der durch die Glei-
chungen (K.) dargestellten Formen, so werden die Elemente des
jedem beliebigen Umlaufe U zugehdrigen canonischen Funda-
mentalsystems in sich selbst multiplicirt mit je einer Constanten
(einer Wurzel der Fundamentalgleichung) iibergehen.

5,

Wir setzen jetzt voraus, dass ein Fundamentalsystem von Losungen der
Gleichung (A.) einer homogenen Relation

(L) (Y0 Yoy oor Ya) = 0
mit constanten Coefficienten von der Beschaffenheit geniigt, dass
ﬁ17 827 ﬂ)

fiir willkiirliche Werthe dieser Argumente durch die Substitutionen der Gruppe
der Differentialgleichung in sich selbst multiplicirt mit einer Constanten fiber-
geht.

In meiner Arbeit (Acta Math., Bd. 1, S. 323—3267) habe ich fiir den
Fall n =3 gezeigt, dass die Anzahl der Werthe von ¢, fiir welche %, }y!%
gleichzeitig denselben Werth annehmen konnen, eine endliche ist, wenn nicht
die simmtlichen Invarianten der Differentialgleichung verschwinden (was dar-
auf hinauskommt, dass der Grad von ¢ der zweite ist).

1) Abh, XL, §.301—804, Bund IT dieser Ausgabe. R.F.
42%
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45] Nach denselben Principien lisst sich allgemein*) fiir eine Differential-
gleichung »** Ordnung der Satz beweisen, dass die Anzahl der Werthe der
unabhingigen Variablen z, fiir welche simmtliche Quotienten %, %,----, %’f
denselben Werth annehmen konnen, eine endliche ist, wenn nicht die simmt-
lichen Invarianten der Differentialgleichung verschwinden oder die Covarianten

der Form ¢ gewisse Besonderheiten darbieten.

Sei

(M) W= Ayt Ayt A,y
wo 4,4, ..., 4, willkirlich angenommene rationale Functionen von ¢ sind,
und es werde

() by = Ayt At o+ Ao g™

gesetzt, so wird ¢(#,,%,...,u,) die Eigenschaft haben, nach jedem Umlaufe
der Variablen # in sich selbst mit einer Constanten multiplicirt iiberzugehen,
da u,u,...,u dieselbe Substitationsgruppe wie y,,¥,,...,y, besitzen. Fiir
- willkiirliche Functionen A, kann aber ¢(u,,%,,...,%) nicht identisch ver-
schwinden, da fiir einen willkiirlichen Werth von » die Werthe u, u,, ..., u,
willkiirlich bestimmt werden konnen, ¢(¥,d,,...3 ) aber nicht fiir beliebige
Werthe der Argumente verschwindet.

Sei daher

(N) P (thyy gy o0y ) = 2(2),
80 ist () eine nicht identisch verschwindende Function von #, deren logarith-
mische Ableitung rational ist, wenn wir voraussetzen, dass die Differential-
gleichung (A.) zu der Klasse gehdrt, deren Lisungen fiberall bestimmt sind.

Setzen wir

U, U,
(2) j=m, 'j:nz; T = Mpeny

1 1 ul
s0 folgf aus (N.)

(3‘) w3 G (1, gy ooy 711;—1) = K(z)
Fir awei Werthe # und 2, fiir welche 7,,4,,...,7, , dieselben Werthe
erhalten, folgt dann
3
) Uy(2) —_
1@ )
*) Vergl. Lubwie SCHLESINGER, Inanguraldissertation, S. 23 ff., Handbueh, 1L, 1, S. 232.
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Hieraus folgt nach den oben angefiihrten Schliissen:

Die Anzahl der Werthe von 2, fiir welche v,,v,, ..., v, die- [4
selben Werthe annehmen kdnnen, ist eine endliche, wenn nicht
fiir jede Wahl der rationalen Functionen 4,4,,...,4,  die simmt-
lichen Invarianten der Differentialgleichung

A) Z TR Zz,:_“ Foodguu= 0,
welcher die # Geniige leisten, verschwinden.

Da von den Covarianten der Form ¢(w,w,...,u,) hier nicht Gebrauch
gemacht worden ist, so kommen die durch das besondere Verhalten der Co-
varianten entstehenden Ausnahmen in Wegfall.

6.

diejenigen Werthe von z, fir welche jeder der Quo-
tienten 1,4, ..., 7,., denselben Werth annimmt, so ist¥)

(1') t = (a—z)(a_z1)(a_zz) (‘y v—l) = (P(Z, 05)

eine rationale Function von #, und es entsprechen einem bestimmten willkiir-
lichen Werthe von ¢ genau die Werthe ¢, 2, ..

Sind ¢, 2,, 4,

’vl

. 2, fir welche jeder der

Quotienten v,y 7, ..., 7,_, denselben Werth annimmt.
Substituiren wir in Gleichung (A.)

@) u= 12w, t=¢(@u0),
wo
4= e—%fﬂdz(ﬂ)—%(ﬂ_l)
dz !
so geht die Differentialgleichung (A.) iiber in
(®) Y L)

deren Coefficienten rationale Functionen von ¢ sind.
I DieseDifferentialgleichung hat die Eigenschaft, dass ihre
Integralquotienten mit den Functionen 7,7, ..., v, lberein-

*¥) Acta Math, Bd. 1, 8.335ff.1) Lupwie ScHLESINGER, Handbuch, II,1, 8. 244 ff.

1) Abh, XL, 8, 812 ff., Band IT dieser Ausgabe. R.F.
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stimmen, und dass, wenn ¢ einen willkiirlichen Werth der unab-
hingigen Variablen bedeutet, es nicht noch einen davon ver-
schiedenen Werth ¢ giebt, fir welchen jeder der Quotienten
Ty Ty -1 W,., denselben Werth annehmen kann.

Nach einem von Hemmn Lupwic ScHrEsiNgErR bewiesenen Satze#) ist filr
47) eine solche Differentialgleichung die Substitutionsgruppe der Quotienten
Ny Mgy ooy Mooy Welche der Gesammtheit der Umldufe der unabhingigen Va-
riablen ¢ entspricht, eine discontinuirliche.

Da einem willkiirlichen Umlauf der unabhéingigen Variablen # ein be-
stimmter Umlauf der Variablen ¢ entspricht, so ldsst sich hiernach diese
Eigenschaft auf die Gleichung (A.) fibertragen.

Wir erhalten also das Resultat:

Il. Die Differentialgleichung (A.), fir welche eine Form
¢(u,y%,...,u,) mit der durch die Gleichung (N.) bestimmten Be-
schaffenheit existirt, hat die Eigenschaft, dass die den simmt-
lichen Umlédufen der unabhéngigen Variablen # entsprechende
Substitutionsgruppe der Quotienten u, %, ...,n,, eine discon-
tinuirliche ist, wenn nicht fiir jede Wahl 4, 4, ..., 4 _ die

-1

simmtlichen Invarianten der Gleichung (A) verschwinden.

7.

Sei jetat 9,4, ..., 9, ein einem gewissen Umlaufe U, der unabhéngigen
Variablen # zugehdriges Fundamentalsystem der Gleichung (A.) in der kano-
nischen Form und so beschaffen, dass

Yo = o,
(1.) Yo = 0,y
( ;l_n wnym
wo o, w, ..., o, die Wurzeln der dem Umlanfe U, mgehdrigen Fundamental-

gleichung bedeuten.
Sei wieder, wie in Gleichung (M.)

(2') U = Aoy+A1y’+"'+An—xym_”’

*) Handbuch, 11, 1, §. 291,
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wo die rationalen Functionen A, 4, ..., 4,  so gewihlt seien, dass fiir einen
willkiirlich angenommenen Werth 2 = 2,

(3) U = Aof‘/x'l'AlyH'""l'An-x./(xn-n
verschwindet, wobel wir voraussetzen, dass der Modul von o von
keinem der Moduln der ibrigen Gréssen w, ..., w, iibertroffen
wird.

Durch eine k-malige Wiederholung des Umlaufes U, gehen

il o %,

s e ™= 7y 'y Moy =

(*) L u, i, o

iber in

6 = (2 6= (2 o = (2

Wenn die Moduln von o, w,, ..., o, nicht simmtlich gleich sind, so wiirde [48
die k-malige Wiederholung des zu U, inversen Umlaufes U;" mit wachsenden
Werthen von % unzihlig viele dem Unendlichen zustrebende Werthe er-
geben; da aber 4, = oo, 9, = oo, ..., 1,_, = oo fiir # = ¢, dem Werthbereiche
(M3 -+ +y M,y ) angehoren, so wiirde hiernach die Gruppe der Substitutionen
der v, v,, ..., 7,_, nicht discontinuirlich sein.

Dasselbe wiirde sich auch ergeben, wenn zwar

mod(&) =1, mod(-w—‘) =1, ..., mod(—w—”) =1
wl "01 "01

wire, aber die Argumente der Quotienten —% nicht rationale Zahlen wiren.

Wenn aber eine Gleichung der Form (N) existirt, so ist nach Satz IL
voriger Nummer eine solche Annahme nicht zuldssig. Wir erhalten also das
Resultat:

Ist y,9,...,9, ein einem gewissen Umlaufe U, der unabhéngigen
Variablen # zugehériges Fundamentalsystem von Losungen der
Gleichung (A.) in der kanonischen Form und so beschaffen, dass
die Gleichungen (1.) stattfinden, und sind die Voraussetzungen

des Satzes I voriger Nummer erfiillt, so sind die Quotienten
eI
R
" Wenn wir voraussetzen, dass in Gleichung (A.)

(6') =0,

W, . .
<% Binheitswurzeln.
1
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so geniigen die Grossen w, w,, ..., »_ {iberdies der Gleichung
0,00, =1,
Alsdann sind die simmtlichen GrGssen
(I)” (I)“ voy (I)“
selber Einheitswurzeln.
(Fortsetzung folgt)?).

1) Diego Fortsetzung ist nicht erschienen. R.F.

ANMERKUNGEN.

1) Anderungen gegen das Original
Es wurde gesetzt:
S. 822, Zeile 8 y, statt y,
i B
sy LOVvHE=e rsta,tt§=e
» 823, , 8 bleiben statt bleibt,
s 14 wurde »unter ihnen« eingefﬁgt,

2niw Mg
1
U

» 825, in der letzten der Gleichungen (E.) ———— @ 1)' statt IIJIT

» 329, Zeile 1 Determinantenform statt Determinantenformen,

» 882 , 8 v.u dieselben Werthe statt denselben Werth,

» 833, , 2 und 3 dieselben Werthe statt denselben Werth,
s 10 v. u. wurde 7, 4, ..., 14, hinzugefiigt,

» 834, , 10 v. u der statt die,

, 335, Gleichungen (4) und (5.) 1,y statt 7,. R. F.

2) Der in der No. 7, S. 335 gezogene Schiuss, dass die Moduln der Quotlenten = (;— und fiir den
Fall, wo in der Gleichung (A) der Coefffcient p, verschwindet, auch die Moduln der Wy ooy 0y gleich
Eins sein miissen, wenn die zu den Integralquotienten 1, ..., 7,y gehorige Monodromnegruppe eine
discontinuirliche ist, wird durch den Umstand widerlegt, dass schon fir » = 2, also fir den Fall
projectiver Substitutionen einer Variabeln, eine discontinuirliche Gruppe solcher Substitutionen, z.B.
hyperbolische Substitutionen enthalten kann, d. h. Substitutionen der Form

ﬁ_“ __K"l—u

1-p 1-p’
wo die (dem Quotienten % entsprechende) Grosse K einen realen von = 1 verschiedenen Werth besitat.
1
Scw.




LXXIV.

UBER GRENZEN, INNERHALB DEREN GEWISSE BESTIMMTE IN-
TEGRALE VORGESCHRIEBENE VORZEICHEN BEHALTEN.

(Sitzungsherichte der Komigl. preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin,
1902, II, S.4—10; vorgetragen am 9. Januar; ausgegeben am 16. Januar 1902.)

1 [4

Die folgende Notiz ist ein Auszug aus einem ausfithrlicheren Aufsatze,
welcher demnéchst erscheinen wird®) und sich mit der folgenden Aufgabe be-
schaftigt.

Ist F(u,o,...,4™) eine quadratische Form der unbestimmten Function #
und ihrer » ersten Ableitungen #',...,u™, deren Coefficienten gegebene
reale Functionen der realen Variablen z sind; wird ferner vorausgesetzt, dass
die Function # ebenfalls real ist und nebst ihren Ableitungen in der Nahe
eines Werthes 2 = a sich regulir verhalt, so soll ein Intervall a bis b ange-
geben werden, von der Beschaffenheit, dass das Vorzeichen des Integrals

&*
f Flu,oy...,u™)dz

a
fir jede beliebige der bezeichneten Functionen # bestindig dasselbe
bleibt, solange # dem Intervalle @ bis b angehort. Wir bedienen uns hierzu
des Hiilfsmittelé, welches dem in der Variationsrechnung bei der Umformung
der zweiten Variation angewendeten analog ist.
Wir suchen ndmlich einen linearen Differentialausdruck

(1‘) Q(M) — M(m-l- qlu(n-l)_l_ e q,,%,

1) Siehe die nachfolgende Arbeit LXXV, S. 345 dieses Bandes, R.F.
Tuchs, mathem. Werke. III. 43
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dessen Coefficienten reale Functionen von z, so zu bestimmen, dass

U ) 2 d ! n=1
@) Fu,v,...,u")—p,, Q) =d—z(<p(u,u,...,u‘ ")

. . LI .
wird, wo p_ den Coefficienten von u* in F(u,,...,u4™) bezeichnet, und wo

¢ ebenfalls eine quadratische Form ist, deren Coefficienten wohlbestimmte
reale Functionen von # bedeuten.
5] Wihrend jedoch in der Gleichung

x
(3‘) f .F(N’ M” veey u‘"’) ar = (P(M’ u" ceey “(’Il—'l) s
13

x
- (P(uy 7’7 (Y] u’m_‘))x=a +pmnf Q(u)zdx

a »

das Vorzeichen des Ausdruckes

o(u, ...y u(n-,l‘))z:x_ oyt “m—n)x=a

in der Variationsrechnung, der Natur der in dieser Disciplin behandelten
Probleme entsprechend, ausser Betracht kommt, ist es fiir unsere Aufgabe
unumgénglich néthig, das Vorzeichen dieses Ausdruckes zu kennen.

In der oben bezeichneten Arbeit fiihren wir die Untersuchung zunéchst
fiir den Fall aus, wo die Coefficienten der Form F(u,,...,4™) von & unab-
héingige reale Grdssen sind, also fiir

(4) Fluy 'y, u®) = 3 c,u®u®, (k=0’ 1""’”)
X :

wo ¢, reale Constanten bedeuten und ¢, = ¢, ist.
Ohne der Allgemeinheit Eintrag zu thun, kénnen wir ¢ = 0 wihlen.

2.
Fir n =1 sel
1) Q) = w'+qu
und
@) Flu,u)—e, Q) = 2(6y— ¢, q,) wts' + (Goo— 05, 9}) ",

‘Wenn dann

(3') Coo— Cy Q: = -0 Q;,
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so ist*) also

) Fl, )=, 00" = - (o= 08)1)

Wir wahlen die Losung ¢, der Gleichung (3.) so, dass ¢, fir £ =0 un-
endlich wird. Dieselbe ist
) eTI + e"m

(5') 4 = 1 o™ __ gt

wo

v
cll
Der Ausdruck ¢, ist immer eine reale Function von z. Haben nim- [6
lich ¢, ¢, gleiche Vorzeichen, so ist r real, sind die Vorzeichen von ¢, ¢,
entgegengesetzt, so ist r rein imagindr r = gi und es ist ¢, = —g cotg pu.
Fir Functionen , welche sich in der Nahe von 2 = 0 regulir verhalten
und fiir # = 0 verschwinden, ist Q(«) ebenfalls in der Néhe von z = 0 regulr.
Dasselbe gilt von dem Ausdrucke (c,—c,¢,)’, welcher fiir # = 0 den Werth
Null annimmt.
Aus (4.) ergiebt sich

00!

6) /0' " W) s = (o—0,0,)0% + 0, fo * Qpde.

Wir nehmen jetzt an, dass ¢, positiv sei. Da ¢, nach Gleichung (5.) fiir
hinlénglich kleine positive Werthe von 2 einen negativen Werth erhilt, so
ist fiir dieselben Werthe von # ¢, —c¢, ¢, positiv, und dieser Ausdruck behalt
das positive Vorzeichen bis

(7.) C—Cuty = 0
wird.

Ist # = o der kleinste positive Werth, fiir welchen ¢, unendlich wird, g
die kleinste positive Wurzel der Gleichung (7.), und bezeichnen wir mit b
die kleinere der beiden Grossen « und §, so ergiebt sich demnach, dass fiir
eine beliebige Function #, welche fiir 2 = 0 verschwindet und in
der Nahe von =0 sich regular verhialt, die linke Seite der Glei-
chung (6.) positiv bleibt, solange 2 dem Intervalle 0 bisb angehdort.

*) Vergl. LEGENDRE, Mémoires de PAcadémie des sciences de Paris 1786,
43*
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3.

Fiir n> 1 wiirde das LecEnprEsche Verfahren die Integration eines com-
plicirten Systems von Differentialgleichungen erfordern, dessen Discussion in
Bezug auf Realitit und Stetigkeit der Losungen sehr mithsam wére. Es ist
daher die Bestimmung von Q(«) nach einem Verfahren vorzuziehen, welches
dem von Jacosi*) fiir die Discussion der zweiten Variation gelehrten analog
ist. Wir gehen zu diesem Zwecke von der Differentialgleichung

: k=0,...,n

(1) P) = S 1Yot =0 (o)
aus.

Da

(2) b = Gy
7] o erhalt die Gleichung (1.) die Form

3) Ply) = 3, O™ = 0,
wo -

(4) Cm = 2"_2_: (_ l)k cm-k.k+(_ 1)1» Come

Wir bilden nunmehr den linearen Differentialausdruck Q(u) derart, dass
Q(u) verschwindet, wenn fiir » ein System linear unabhéngiger Ldsungen
Yyr Yyy -1 ¥, der Gleichung (3.) gesetzt wird.

Diese Losungen haben gewisse von Hesse#¥) und Cresscr*#*) aufgestellte
Bedingungen zu befriedigen. Dieselben sind erfiillt, wenn wir die Anfangs-
werthe von y,4,,...,¥, so wihlen, dass fir =10 y,y,...,y, bez der
Ordnung 27—1, 2n—2, ..., n verschwindenf).

Wir wollen der Einfachheit wegen, ohne der Allgemeinheit Abbruch zu
thun, voraussetzen, dass die Wurzeln £+, %7, ..., 7 der Gleichung

(6. ﬁ C,r'"" =0

m=0

*) CrELLES Journal, Bd. 171).
**) Ebenda Bd. 547).
*+*) Ebenda Bd. 55,
7) Vergl. FrRoBENIUS, CRELLEs Journal, Bd. 85, S. 198.

1) €. G. J. Jacobis Gesammelte Werke, Bd. IV, S, 39f. R.F.
2) Hesse's .Gesammelte Werke, Abh. 27, S, 442—444. R.F.



UBER DAS VORZEICHEN GEWISSER BESTIMMTER INTEGRALE. 341

von einander verschieden sind, Ist y eine Ldsung der Gleichung (3.), so ist
auch jede Ableitung von y eine Lésung derselben Gleichung. Wir wihlen
daher y, so, dass diese Losung fiir 4 =0 der Ordnung 2n—1 verschwindet,

und dann
dy, d'y arty,
(6') ys=%'; Yy = dx’i’ Yy y"=dx—"‘J"
Es ergiebt sich
12 1 nae  ~nz
*) W=y Z et
Wwo
fe) = 3 Cu™,
(8') n=
— @
fi(e) = zz—_g

Es ist y, eine reale Function von z, folglich auch g¢,,y,,...,9,.
In der Gleichung

©) Q) = 0,

welche durch y,,9,, ..., ¥, befriedigt wird, sind ¢,, ¢,, ..., ¢, demnach reale [8
Functionen von z, welche bekanntlich in der Umgebung von # = 0 eindeutig
werden und welche bez. mit 2,2, ..., 2" multiplicirt fiir # = 0 die Werthe
o, 0, ..., &, annehmen, wo

2 2_12 . 2__ k—li
(10) 4= D) PGt
Um in der Gleichung

n 2 d
(L) Fluyw,...,u") = ¢, Q) = d_i
¢ zu bestimmen, sei
k=0,...,n—

(12) 9 = %A;ﬂu""u‘”. (z=g,...,ﬁ_}>

Bezeichnen wir wie bisher mit oberen Accenten die Ableitungen nach
z, 50 ist

n-1 n-1 n-1
(13.) %;‘f— = D A,uPu® + 20" D) Agul + 20" 3 Ay ul 4 4 2u™ 3 A, u®,
ki =0 I=0 =0
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Es hat daher (11.) die Gestalt

(18) Floy .., u®) = 00 Q)
=1 n=1 n-1
= JApuPu’ +2u X 4,00+ 20" A, ub 4+ 20 4,
ki =0 =0 l=o0

Daraus, dass diese Gleichung in Bezug auf w, « ... identisch erfiillt ist,
ergiebt sich

a4 h=0,1,...,n~1
(15.) —d_xE+Ak—l.l+Ak.l—l = O~ Con Qn-tGn-1 (1:0, 1,...,:41)

(153") An—l.l = Cpery— CrnQnre

Die Gleichung (15.) bleibt bestehen fir £ =0 oder ! =10 oder k=0
und /= 0, wenn die Grdssen mit negativem Index gleich Null gesetzt werden.
Die Gleichungen (15.) und (15a.) liefern auch leicht die expliciten Aus-
driicke fiir 4

e Setzen wir némlich
(16.) Oy = Gy~ Cpn Gt Qn-1

so ergiebt sich

An—l—:,_u = O g0~ Oper, fook Oy 2
- D:c(lla'n—lﬂ,n - 21 - it 2,51 + 31 Op-pirgu~a™""" x '4'1 an,u-lh)

2 -
+ D:'c(Za Opitz, 3 Cpigpt T 4, Optpgpms =" x laan, ,m-7-+2) + e

* Di (J’l Oy, ) ]
wo 4, Binomialcoefficient ist.

9] 4,

Fir beliebige reale Functionen #, welche nebst ihren n—1 ersten Ab-
leitungen fiir # = 0 verschwinden und in der Néhe von « = 0 sich regulér
verhalten, ist Q(u) fiir positive von der Null hinlinglich wenig verschiedene
Werthe von « ebenfalls regulér.

Wir beweisen in der oben bezeichneten Arbeit den Satz:

I Die quadratische Form

— ® 0 k=0,...,n—1
(1) ¢ = EAH“ u (l=0,..‘,n—l)

ist fiir positive in der Niéhe von =0 gelegene Werthe von z
definit und positiv.
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Die Form ¢ behilt also diese Eigenschaft, bis # zum ersten Male die
Gleichung

2) |4yl =0
erfiillt.

Die Function Q(«), welche bei den gemachten Annahmen in der Néhe
des singuldren Punktes # = 0 der Differentialgleichung

(3) Qy) = 0
endlich und stetig ist, verliert diese Eigenschaft, wenn # sich dem nichsten
singuldren Punkte der Gleichung (3.) annahert.

Bezeichnen wir den nachsten positiven singuldren Punkt mit «, wihrend
g die kleinste positive Wurzel der Gleichung (2.) darstellt, so ergiebt sich,
wenn wir ¢, als positiv voraussetzen und die iiber die Functionen # getroffene
Vereinbarung festhalten, nach der aus der Gleichung (11.) No. 3 fliessenden
Gleichung

xX &X
@) [ PO u) = g8 i) 4 [ Q0P
0 0

der Satz:

II. Bedeutet » eine beliebige Function, welche nebst ihren
n—1 ersten Ableitungen fiir # =0 verschwindet und in der Nihe
von £ = 0 sich regulir verhilt, so ist das Integral

@
f Flu, 0, .., u®) o
0

fiir positive zwischen 0 und b gelegene Werthe von z positiy,
wenn b die kleinere der beiden Grossen « und g darstellt, und
wenn ¢, positiv vorausgesetzt wird.

5. [10
Die im vorhergehenden skizzirte Untersuchung hat nicht nur fir die
Anwendungen ein praktisches Interesse; sie kann vielmehr auch in rein ana-
lytischen Fragen verwérthet werden.
Es moge geniigen, dieses an dem folgenden Beispiele zu erldutern.
Betrachten wir die Differentialgleichung

(@) F, .0y u™) = (@), (050
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wo F(u,u',...,u™) dieselbe Beschaffenheit wie im vorhergehenden hat, wih-
rend f(z) eine innerhalb des Intervalls von # = 0 bis 2 = b reguldre reale
Function der realen Variablen z ist (b ist die in voriger Nummer charak-
terisirte Grosse).

Wird eine Losung der Gleichung (s.) durch die Anfangswerthe

u=0, =0, ..., " =0

fir £ =0 bestimmt und diese Losung fiir reale positive Werthe von # ver-
folgt, so unterliegt die Frage, ob man in einem gewissen Intervall einer Singu-
laritit von u begegne, bekanntlich grossen Schwierigkeiten. Aus den Resul-
taten der vorigen Nummer kann man nun beispielsweise folgenden Schluss
ziehen:

Ist f ’ f(x)dz nicht fiir alle Werthe von # des Intervalles 0 bis b positiv,

Z .
so kanu » nicht in dem ganzen Intervalle eine reale sich reguldr verhaltende

Function bleiben.

ANMERKUNGEN.

1) Anderungen gegen das Original,
S. 338, Zeile 9 v. u. wurde »und ¢y = ¢y, ist« hinzugefiigt,
» 340, , 16 linear statt linearer,
» 341 lautet Zeile 11 im Original: Es ist y,, folglich auch y,, s, . .., ¥, reale Functionen von .

2) Wie ich aus Gesprachen mit meinem Vater iber den Gegenstand der vorstehenden Arbeit weiss, sind die
hier skizzirten Untersuchungen durch eine Frage veranlasst worden, die Herr PLaNCK seiner Zeit an
meinen Vater gerichtet hat und die gewisse in der Mechanik auftretende bestimmte Integrale betraf. Auf
eine hieranf beziigliche Anfrage hatte Herr Pranck die Giite mir folgendes zu schreiben: ,Ich hatte in
meinen mathematisch - physikalischen Ubungen in der Universitit oinige Beispiele fir das mechanische
Princip der kleinsten Wirkung behandelt, indem ich in einem, bestimmten Kriften unterworfenen, Punkt-
system ganz willkiirlich virtuelle Bewegungen voraussetzte und darauf den Satz anwandte, dass unter
allen virtuellen Bewegungen die wirkliche dadurch ausgezeichnet ist, dass sie das Integral /(L—U)dt
zu einem Minimum macht, Auf diese Weise kommt man natinlich zu Sitzen tber die Grosse, die dieses
Integral mindestens haben muss, wemn man eine ganz beliehige virtuelle Bewegung, die also beliebige
Functionen enthalt, einsetzt. Es schien mir nun interessant, zu prifen, ob man derartige Sétze auch
anf rein mathematischem Wege, ohne den Umweg iiber die Mechanik, ableiten kann, und deshalb richtete
ich an Ihren Herrn Vater eine derartige Frage®. R. F.




LXXY.

UBER GRENZEN, INNERHALB DEREN GEWISSE BESTIMMTE IN-
TEGRALE VORGESCHRIEBENE VORZEICHEN BEHALTEN#).

(Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 124, 1902, S. 278—291.)

L [278
Es sei F(u,u',...,u4™) eine quadratische Form der unbestimmten Function
 und ihrer n ersten Ableitungen ', ..., 4™ nach einer unabhéingigen Variablen
z, deren Coefficienten gegebene reale und eindeutige Functionen der realen
Variablen # sind. Wir setzen ferner voraus, dass die Function # ebenfalls
real ist und nebst ihren Ableitungen in der Nahe eines Werthes z = a sich
reguldr verhalt, und stellen uns die Aufgabe, ein Intervall von @ bis b anzu-
geben von der Beschaffenheit, dass das Vorzeichen des Integrals

&
f Flu, o)., u™)da
a

fir jede beliebige der bezeichneten Functionen « bestindig dasselbe [279
bleibt, so lange #. dem Intervalle & bis b angehért.

*) Ein Auszug der vorliegenden Arbeit ist in den Sitzungsberichten der Berliner Akademie vom
9. Januar 1902, S. 4 ff, erschienen?),

Wihrend der Drucklegung der vorliegenden Arbeit wurde der Verfasser L, Fucms am Nachmittag
des 26. April d. J. aus voller Schaffenskraft der Wissenschaft und diesem Journal — dessen Binde einen
grossen Theil seines Lebenswerkes enthalten, und dem er 'seit dem Jahre 1862 als Herausgeber vorge-
standen hat — jahlings entrissen. Am Vormittag seines Todestages hatte er noch die erste Correctur des
ersten Bogens dieser Arbeit erledigt. Die Besorgung der weiteren Correcturen und diese vorliufige An-
zeige haben, Namens der verwaisten Journal - Redaction, die Unterzeichneten schmerzexfillt itbernommen.

R. Fucms, L. SCHLESINGER.

1) Vgl. die vorhergehende Abhandlung LXXIV. B.F.
Fuchs, mathem, Werke, IT1. 44
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Wir bedienen uns hierzu eines Hiillfsmittels, welches dem in der Variations-
rechnung bei der Umformung der zweiten Variation angewendeten analog ist.
Wir suchen némlich einen linearen Differentialausdruck

(1) Qu) = U 4 g0 4 e g,

dessen Coefficienten reale Functionen von #, so zu bestimmen, dass

’ ) d ’ =1
(2') F(%’ul""u( ))_pan(u)2 = ((P(%’ “,...,u( )))
dz

wird, wo p,, den Coefficienten von «* in F(u,«',...,u") bezeichnet, und
wo ¢ ebenfalls eine quadratische Form ist, deren Coefficienten wohlbestimmte
reale Functionen von z bedeuten.

Wihrend jedoch in der Gleichung

L
(3) f Flu,uy.yu™yde = oy, u™™),_,
/3

&
—(p(u,u’,...,u‘“‘”)zm+f Do QW) d
a

das Vorzeichen des Ausdruckes

’ (”—1) 4 (7—1)
Oy Wy ooy u), L — @y 0y ey ™)

in der Variationsrechnung, der Natur der in dieser Disciplin behandelten
Probleme entsprechend, ausser Betracht kommt, ist es fiir unsere Aufgabe
unumgénglich nothig, das Vorzeichen dieses Ausdruckes zu kennen.

Wir fihren in dieser Arbeit die Untersuchung zunichst fiir den Fail

(7}

aus, wo die Coefficienten der Form F(u,#...,4™) von « unabhéngige reale

Grossen sind, also fiir
k=0,1,..,n
4, / . 2™y — (O] ydyeeey
4) Flu,u,y,..,u") = kE’lo,,,u u®, 1=0.1.

wo ¢, reale Constanten bedeuten und ¢, = ¢, ist.
Ohne der Allgemeinheit Eintrag zu thun, konnen wir ¢ = 0 wahlen.

IL

Fir n =1 sei

1) Q) = v +qu
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und
(2') F(“y “I) —Cy Q('u’)2 =2 (c()l_ Cy %)uu’ + (coo" Cu Qf)“”'

Soll die rechte Seite dieser Gleichung fiir eine unbestimmte Function [28
 ein vollstindiger Differentialquotient sein, so ist die Bedingung zu erfiillen

(3') Coo— €1y élf = —(y e
Alsdamn ist¥)
, d
(4') F(“y “ )_ 1 Q(u)2 = s (001_ Ca 91)7"’2'

Die allgemeine Losung der Gleichung (3.) ist bekanntlich

Ae”— Be™*
(5.) & =TT B!

wo .
r = \/_@.7
cll

und A und B willkiirliche Coustanten bedeuten.

Wir wihlen uns dasjenige particulére Integral, welches fir # = 0 un-
endlich wird; dasselbe launtet

6) 6= —rm

Der Ausdruck ¢, ist immer eine reale Function von #. Haben némlich
€, ¢, gleiche Vorzeichen, so ist r real, sind die Vorzeichen von ¢, ¢, ent-
gegengesetzt, so ist » rein imaginér r = ¢¢ und es ist ¢, = —o¢ cotg ox.

Fiir Functionen », welche sich in der Néhe von 2 = 0 regulir verhalten
und fiir 4 = 0 verschwinden, ist ¢ , folglich Q(«) ebenfalls in der Nihe
von % = 0 reguldr. Dasselbe gilt von dem Ausdrucke (c,—c, ¢ )%, welcher
fiir =0 den Werth Null annimmt.

Aus (4.) ergiebt sich also

“ fO‘xF(u’ W)de = (6n—0u,) %+ ¢y —/: Q () da.

Wir nehmen jetzt an, dass ¢, positiv sei. Nach Gleichung (6.) hat ¢,
fir hinlénglich kleine positive Werthe von « einen beliebig grossen negativen

*) Vergl. LEGENDRE, Mémoires de V’Académie des sciences de Paris 1786.
44%
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Werth; demnach ist fiir dieselben Werthe von # der Ausdruck ¢ —c, g,
positiv. Dieser Ausdruck behélt das positive Vorzeichen bis

(8) Cy—Cu, =0

wird.

281] Ist 4 = « der kleinste positive Werth, fir welchen ¢, unendlich wifd,
g die kleinste positive Wurzel der Gleichung (8.) und bezeichnen wir mit b
die kleinere der beiden Grossen « und B, so ergiebt sich demnach, dass fiir
eine beliebige Function u, welche fiir £ =0 verschwindet und
in der Ndhe von 2= 0 sich reguldr verhalt, die linke Seite der
Gleichung (7.) positiv bleibt, solange # dem Intervalle 0 bis b
angehort.

IIL

Fir n>1 wirde das LEcEnxprEsche Verfahren die Integration eines com-
plicirten Systems von Differentialgleichungen erfordern, dessen Discussion in
Bezug auf Realitdt und Stetigkeit der Losungen sehr mithsam wire. Es ist
daher die Bestimmung von Q(u) nach einem Verfahren vorzuziehen, welches
dem von Jacomr fiir die Discussion der zweiten Variation gelehrten analog
ist. 'Wir gehen zu diesem Zwecke von der Differentialgleichung

. k=0,...,
(1) P = 1o = 0 (2o
aus.
Da
(2. ty = Oy

so erhilt die Gleichung (1.) die Form

3) P(y) = 3 Gy = 0,

m=o

WO
m=t -
(4') Om = 2k§o (_ 1Y‘ Com—ti % + (_ l)m Come

Wir bilden nunmehr den linearen Differentialausdruck »*" Ordnung Q(w)
derart, dass Q(u) verschwindet, wenn fiir # ein System linear unabhingiger
Losungen y,,4,,...,y, der Gleichung (3.) gesetzt wird.
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Diese Losungen haben gewisse von Hesse*) und Cressce**) aufgestellte
Bedingungen zu befriedigen. Dieselben sind erfiillt, wenn wir die Anfangs-
werthe von #,, 4,y ..., 9, so wahlen, dass, fir £ =0, y,¥, ...,y, bezw. der
Ordnung 2n—1, 20—2, ..., n verschwinden#+*), ,

Wir wollen der Einfachheit wegen, ohne der Aligemeinheit Abbruch [282
zu thun, voraussetzen, dass die Wurzeln +¢,+r,..., 7 der Gleichung

) 3 O, =0
m=o

von einander verschieden sind.

Eine lineare homogene Differentialgleichung mit constanten Coefficienten
hat die Eigenschaft, durch eine beliebige Ableitung einer ihrer Ldsungen
befriedigt zu werden. Ist daher y eine Losung der Gleichung (3.), so ist
auch jede Ableitung von y eine Losung derselben Gleichung. Wir kénnen
daher die Losung y so wahlen, dass dieselbe fiir # = 0 der Ordnung 2n—1
verschwindet, und dann

a4 _ Py _ a7y,

Yy = dz ! Yy = a2 ! oty Yo = P
Da eine Gleichung der Form
Nt vttt Yy =0

mit constanten Coefficienten der Voraussetzung nach nur bestehen kdnnte,
wenn die simmtlichen Coefficienten verschwinden, so sind hiernach y,,9,,...,9,
linear unabhéngig.

Um fiir eine lineare homogene Differentialgleichung m* Ordnung mit con-
stanten Coefficienten, fir welche die characteristische Gleichung lauter ver-
schiedene Wurzeln 7, r,, ..., 7, besitzt, eine Lisung anzugeben, welche nebst
ihren m—2 ersten Ableitungen fir # = 0 verschwindet, wihrend die (m—1)*
Ableitung den Werth Eins erhalt, hat man m Constanten y,,,, ..., 7, derart
zu bestimmen, dass

"f%”?%"‘ ot e =0,

*) Dieses Journal Bd. 54 1),
#*) Dieses Journal Bd. 55.
***) Vergl. FRoBENIUS, dieses Journal Bd. 85, S. 198,

1) Hesse's Gesammolte Werke, Abh. 27, S, 442—444, R.F.
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fir x=10,1,...,m—2, und
r:"—lﬂ + "Z""% +oe 4 romn-tym = 01'
Diese Gleichungen ergeben
6. _—
(6.) n )

wo ¢(r) die Jinke Seite der characteristischen Gleichung der vorgelegten Diffe-
rentialgleichung, ¢'(r) ihre Ableitung nach » bedeutet.
Auf unsere Gleichung (3.) angewendet ergiebt sich demmach:

12 Pl —tal
(1) h=3 257l e
wo
233] flo) = é C,#",
® 0
fo(2) = za_r:'

Nach unseren Voraussetzungen in No. I sind die Coefficienten C, reale
Grossen. Ist daher 7} eine reale Wurzel der Gleichung

(5a.) i} C,s"™ =0,
m=0
so ist f,(r,) real; wenn nun auch r, positiv ist, so ist unmittelbar zu sehen,
dass
_l_lerxaz_ —rxa:}
"Xf%(r'/.)
eine reale Function von % ist. Aber wenn s negativ ist, also r, = ¢, so ist
1l _ g Tu8 _ sing,s
o,

wiederum real.
Ist dagegen 7, eine complexe Grosse gleich «+ i, so ist die Summe
1 Tl _ =ttt 1 —ne
g = +
fulr) T 2 h(r)

wo 17 = e—pi, ins Auge zu fassen. Fs sind aber sowohl f,(r,) wd £(r)
als auch

"o
el

(4 —e

n

’

r. 0 —frx 7% —re
el _ g " _

Ty "
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conjugirte complexe Gréssen. Es ist demnach o eine reale Function von z.
Aus diesen Erwégungen ergiebt sich demnach, dass y, eine reale Function
von # ist, folglich auch y,,...,y,.

In der Gleichung

(9) Q) = 0,
welche durch g, 9, ..., y, befriedigt wird, sind ¢,..., g, demnach reale
Functionen von z. Da die Losungen dieser Gleichung in der Umgebung von
% = 0 Potenzreihen mit nur positiven ganzen Potenzen sind, so ergiebt sich*),
dass ¢.®,¢,4",...,¢,8" in der Umgebung von & = 0 nach positiven ganzen
Potenzen von # entwickelbar sind. Die zu # = 0 gehdrige determinirende
Fundamentalgleichung der Gleichung (9.) hat der Voraussetzung gemass die
Wurzeln n,n+1, ..., 2n—1.

Setzen wir daher [284

(10.) u = z"0,
wodurch (9.) in

(9a.) o™+ b0 =0
iibergeht, wo

s = nlDl(x") + (n— 1)7.—1 % Dl-l(x“) + (%— 2)1—2 %Dl_’(xn) + + 2",

8o sind die Wurzeln der zu x = 0 gehdrigen Fundamentalgleichung von (9a.)
0,1,2,...,n—1, es muss daher («'s,)_ velschwinden fiir 4 =1,2,...,n.
Die Gleichung (ws,) _ = 0 ist dquivalent (n"+¢,2) _ =0, also ergiebt sich

¢ = - %‘ + s'Bl(x)y

wo P,(z) eine nach positiven ganzen Potenzen von x fortschreitende Reihe
bedeutet. Ebenso folgt aus (a°s,) _ =0

2 n—l 2
f_(2—)+ n(’ —1)%x+qu’] =0,

=0

also

*) Dieses Journal, Bd, 68, S, 3601).

1) Abh, VII, S. 213, Band I dieser Ausgabe. R. I,
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wo wieder b,(z) eine nach positiven ganzen Potenzen von x fortschreitende
Reihe bedeutet.
Allgemein ist

(11-) &% = %‘ + s‘Bx(x)’
wo

=1 (1 = (= 1)

(12') o = (- 1y 2 2 )

und P, (z) eine nach positiven ganzen Potenzen von z fortschreitende Reihe
bedeutet.
Um in der Gleichung

(13) Flu, oy, ™) = ¢, Q) = %:%
¢ zu bestimmen, sei
k=0,...,n—1
(14.) ¢ = ;.;Auu""u"’. (l=0,...,n—l)
285] Bezeichnen wir wie bisher mit oberen Accenten die Ableitungen nach z,
s0 ist
dy ) o o = ) W' : 0
(15.) Frie EA'M o +2uZ§°AMu +2u ZZoAuu‘ +o0e+ 20 ZZ:OA,,_,.,M .

Es hat daher (13.) die Gestalt
n=1
(16 F(u, o, .0.,u™)—c,, Qu)} = E Ay u®u® 4 2%’12 Agu®
'y =0
o n—1 3
+ 20 Eo Ay uP 4+ 2u‘”’l§° Ay U

Daraus, dass diese Gleichung in Bezug auf u, ', ... identisch erfillt ist,
exgiebt sich

d4
(17.) ’# t Ayt Ay = = Conai Gumny

(173.) An,—:,z = it~ CpnQn-t

Die Gleichungen (17.) und (17a.) liefern auch leicht die explicitén Aus-
driicke fiir 4, . Setzen wir nimlich

(18') Oy = Cy— Gy Gy In—vs



UBER DAS VORZEICHEN GEWISSER BESTIMMTER INTEGRALE. 353

80 ergiebt sich

An-l—t,p. = Opgp ™ Oppga,umn +ek Ot
- Dz(]‘la'n-lu,u - 21 Uy, 01 + 31an—l+s.;u—a_ ek lxan,u-l.ﬂ)
(19') + D;(22au—l+ﬂ,p,— 3:%—I.+s,p—1 + 42an—l+4,y-2— T~ '4'2 a’n,p,-l+i)
+Di(ha,,),

wo 4, Binomialcoefficient ist.
Aus den Gleichungen (17.) oder (19.) folgt:
A ‘n At1)(n—
(20) (Ao 8, = %);'@%Tp)ﬂ“lﬂ“n-w
Man bestitigt diese Formel aus den Gleichungen (19.) unmittelbar. [286
fiir =0, 2 =1 und beweist alsdann, mit Hiilfe der Gleichung (17.), indem
man dieselbe fiir k¥ =n—i—1, { =g auf die Form bringt

d4, ;.
(17b') An—l-a,;u == _:}x—w - An-l-x,p—l + cn—l—i,;u — ConQhae Qn—m

dass sie giiltig ist fiir 4+1, wenn sie fir 0,1, ..., 2 erwiesen ist.
Setzen wir

80 nimmt die Gleichung (20.) die Form an

cwn(” - k) (n - l)

==l =1 —_
(20&.) (A'Idx w=q ”2(2”_k_l_1) Oy Oy

Iv.

Es selen f(z),f,®),..., f,, () ganze rationale Functionen m" Grades
von #, in welchen der Coefficient von 2" gleich Eins ist. Bilden wir die
Determinante
fam) fEEm) L faotm)
fle+m=1) fix+m—1) ... f(x+m—1)

...... L R N )

fx(x) fz(x) e fm+l (x) |

so ldsst sich dieselbe vermége der Tdentitit

@) ml=fi@tm)—mfE+m—1)+mL@E+m—2)—-+ (1"} (2)
Fuohs, mathem, Werke, IIL 45

) D=

!
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in
1 1 1 o 1 |
3) D=m! fllz+m—1) f(x+m—1) f(x+m—1) ... fr@+m—1)
f(@) f(z) f;(®) Fnsa ()
umformen.
Setzen wir
(4‘) ﬁ.(‘”) —f;(x) = y’zl.fl}.(x)r

wo u, den Coefficienten der hochsten Potenz von z bedeutet, welcher in der
Differenz f,(x)—f,(x) vorkommt, so ergiebt sich

287] [ fn(x'l'm—l) fxs(x'i'm.—'l) ft,m+x(x+m—'1)
f“(m+m—2) fls(w'i'm—z) fl,m+1(x+m—2) . N

................

(5') D = mly,py,.. B3 4

fasFur«+or fomy Sind ganze rationale Functionen (m—1)*" Grades, bei denen
der Coefficient der (m—1)" Potenz gleich Eins ist.
Die Determinante D ldsst sich durch Anwendung der Identitdt

(6. (m—1)! = fu(@+m—1)—(m—1)f(x+m—2)

+(m=1),fu(@+m—3) = + (= 1) f3()
umformen in
| 1 1 .1

fulom=2) folotm=2) ... foan@+m—2) |

.................

fa®@) f1s(@) co (@)

(7') D= mll“nl“zs'“yﬁ,mh

Setzen wir
) @) = fa(@) = pafa®),

wo p, den Coefficienten der hochsten Potenz von « bedeutet, welcher in der
Differenz f,(x)—f,(«) vorkommt, so ist hiernach

/ D= M!,(m_l)[l“azl“zs'”l"a.mﬂ'l"ss"'l"s,mu><
fulstm=3) fulom—3) .. a4 m—2)
©) ( fu@+m=3) ful+m—=3) ... f, . (@+m—3) |

.................

fas () f.(®) vo foymia(@)
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Man sieht, dass durch Fortsetzung dieses Processes schliesslich erhalten
wird
D =mlm~-1)!(m-2)!...211!
+ Mgy M;s Y R
(10') Y ZORERY N

M1, mar
wo die Bedeutung der p mit doppeltem Index aus dem vorhergehenden [288
ersichtlich ist.

Wir heben hier einen speciellen Fall hervor, von welchem wir spéter
Gebrauch machen wollen. Sei

(L) Flz) = z—m)(@x—m—1)...(z—2m)
und
- __Fo -
(12) fil®) = iy sl (A=12,...,m+1)
so ergiebt sich fiir diesen Fall aus der Gleichung (10.)
(A) D = (m!(m—-1)!... 21 11)
V.
Sei
| Aoo A'(;l Aoﬁ.
A, 4, ... 4
1) P = 10 “n ‘ 1 ,
'A'lo Ah . All

wo die A,d dieselbe Bedeutung haben wie in No. IIL
Aus der Gleichung (20a.) No. III ergiebt sich

@) (pxx2(l+l)”-<1+l),)z=o _ (n(n-—l).,.(n——il)z;gﬁ)an_,...u,,,_,,)’o,l,,,f‘A’
wo
1 1 1
2n—1 -2 n—1—1
1 1 1
(3) A=| 2n-2 en—3 em—1-i-1 |
1 1
n—1—4 2n—1—24—1 = 2n—1—22
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Setzen wir

s 2n—1=§,
*) F(E) = (E-HE-a-)...(5-24),

( fk(g) = ’(E_ALE%E_'_T); k=1,2...,441)
289] so wird

1 !
O T v () OO () L (30 I O (T F 5V (B M

wo

LE+D  fE+D) L faE+h) |
p oo | FEFA=Y) fEFA-Y L fuErA-1) |

...............

(6)

Es ist aber nach (A.) No. IV

() A= @t@a=1)1.. 211

Wir erhalten daher schliesslich
(Mxﬂm)";(m)’),:o

B)y [nm—1)...(0—A) oty ... tqy AL (A= 1)1 ... 21 LI cH
T W (2p—1)2n—2)...2n—1—-A)" 2n—1-A—1F...2n—1-24+1)'(2n—1—21)

VI
Nach der vorigen Nummer, Gleichung (B.), ist

P, = (p"x2(l+])n—(l+l)’)

=0
eine wesentlich positive Grdsse.
Die quadratische Form
’ k=01...,n—1
1, — 2% 9,0 ( sy ey
) 7= A 1=0,1,.. 1

lisst sich nach einer von Jacosr®) herriihrenden Methode auf folgende Weise

*) Dieses Journal, Bd. 53, 8. 270%).

1) C. G. J. Jacobi’s Gesammelte Werke, Bd, I, B, 690. R.F.
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durch eine Summe von Quadraten darstellen:

v w U
(2,) = —+—1 4.4 LIRS v ,
po popl pm-l.pm pﬂ—lpﬂ

WO Py Py ey P, die in voriger Nummer, Gleichung (1.), angegebene Be-
deutung haben und U, U,, ..., U, lineare homogene Functionen von #, u', ..., "™
bedeuten, deren Coefficienten ganze rationale Functionen von ¢, ..., ¢, und
deren Ableitungen sind.

Bezeichnen wir mit « den kleinsten positiven Werth von #, fiir welchen
eine der Grossen ¢,, ..., ¢, unendlich wird, so sind fiir alle positiven Werthe
von @, die kleiner sind als «, die Coefficienten A4, der Darstellung der- [200
selben durch Gleichung (19.) No. III .gemiss, stetige Functionen von z.

Nun ist nach: voriger Nummer, Gleichung (B.),

P . . .
3) n= Z(IT):-MI—)"" Glieder mit steigenden Potenzen von .
x

Demnach ist p, fir 0 <z <« stetig und fir hinldnglich kleine Werthe
von # positiv. Fiir hinlinglich kleine Werthe innerhalb derselben Grenzen
ist daher auch nach Gleichung (2.) ¢ eine definite positive quadrati-
sche Form.

Eine Zeichendnderung von ¢ Coefficienten der Quadrate in Gleichung (2.)
wiirde nach dem Trigheitsgesetz bei jeder anderen Art von Transformation
der quadratischen Form in eine Summe von Quadraten ebenfalls eine Zeichen-
anderung von ¢ Coefficienten hervorrufen. Wahlt man hierzu die Trans-
formation durch eine orthogonale Substitution, so ergiebt sich aus der Stetig-
keit der Coefficienten 4,, dass solche Zeicheninderungen erst eintreten
konnen, wenn die Determinante

(4) |4,] = 0
ist.
- Wir wollen die kleinste positive Wurzel dieser Gleichung mit g be-
zeichnen.
Wenn wir ¢ als positiv voraussetzen, so ist fiir Functionen u, welche
nebst ihren (n—1) ersten Ableitungen fir # = 0 verschwinden und sich
iiberdies nebst ihren n ersten Ableitungen fir # = 0 reguldr verhalten, nach
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Gleichung (13.) No. III

& &
(5) f Flu,w,...,u™)de = ¢(u,u, ...,u""")+c,mf Q(u)* dz.
0 0

Wir gelangen also zu folgendem Resultat:

Bedeutet » eine beliebige Function, welche nebst ihren n—1
ersten Ableitungen fiir =0 verschwindet und sich iberdies
nebst ihren n ersten Ableitungen filr # = 0 reguldr verhalt, so
ist das Integral

X
f Fu,,...,u™)dz
0

filr positive zwischen 0 und b gelegene Werthe von z positiy,
wenn b die kleinere der beiden Grossen « und g darstellt, und
wenn ¢, positiv vorausgesetzt wird.

291] VIL

Die im Vorhergehenden skizzirte Untersuchung hat nicht nwr fiir die
Anwendungen ein praktisches Interesse; sie kann vielmehr auch in rein ana-
lytischen Fragen verwerthet werden.

Es moge geniigen, dieses an dem folgenden Beispiele zu erlautern.

Betrachten wir die Differentialgleichung

(“') F(“?”"i veey “m)) = f(x)7

wo F(u,u,...,u™) dieselbe Beschaffenheit wie im Vorhergehenden hat, wah-
rend f(») eine innerhalb des Intervalles von # = 0 bis # = b regulire reale
Function der realen Variablen # ist (b ist die in voriger Nummer charakteri-
sirte G&iisse).

Wird eine Losung der Gleichung () durch die Anfangswerthe

u=0, =0, ..., V=0

fir # =0 bestimmt*) und diese Losung fiir reale positive Werthe von #
verfolgt, so unterliegt die Frage, ob man in einem gewissen Intervall einer

*) Dass dabei selbstverstandlich £(0) von Null verschieden sein muss, hat mir mein Vater bei der
Herstellung des Manuscripts mindlich bemerkt. R. Fucas,
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Singularitit von # begegne, bekanntlich grossen Schwierigkeiten. Aus den
Resultaten der vorigen Nummer kann man nun beispielsweise folgenden
Schluss ziehen:

Ist f wf(x) dz nicht fiir alle Werthe von 2 des Inteivalles 0 bis b positiv,
0

0 kann « nicht in dem ganzen Intervalle eine reale sich regulér verhaltende
Function bleiben.



ANMERKUNGEN.

1) Anderungen gegen das Original.
S. 846, Zeile b v. u. wurde »und ¢ = ¢ ist« hinzugefiigt,
» 38L, , 2 und 3 steht im Original: dass y, folglich auch w;,...,y, reale Functionen
von 2 sind,

2) Vgl die Anmerkung zur vorhergehenden Abhandlung LXXIIL R.F.



LXXVL

UBER ZWEI NACHGELASSENE ARBEITEN ABELS UND DIE SICH
DARAN ANSCHLIESSENDEN UNTERSUCHUNGEN IN DER THEORIE
DER LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN#).

(Acta Mathematica, Band 26, 1902, S. 319—332.)

L [319
In zwei nachgelassenen Abhandlungen (t. II, No. VIII und No.IX der
von Sviow und LiE besorgten Ausgabe der ABerschen Werke von 1881) hat
AsEr die Sitze LucENDRES iiber Vertauschung von Parameter und Argument bei
den elliptischen Integralen dritter Gattung auf lineare Differentialgleichungen
ausgedehnt.
Diese Arbeiten ABers sind alsdann von Jacosr (CrEriEs Journal, Bd. 32,
S.185") durch eine abweichende Darstellung derselben in ein helles Licht ge-
stellt worden. .

*) Die Abhandlung, welche wir hier veroffentlichen, ist die letste, welche aus der Hand des ver-
ewigten Verfassers stammt. Als die Abhandlung schon im Druck war, wurde der Verfasser am 26. April
plotzlich auf der Strasse von der Krankheit betroffen, welche nach wenigen Minuten seinem ruhmreichen,
der mathematischen Wissenschaft mit so grosser Hingabe und so seltenem Erfolg geweihten Leben ein
Ende machte. Die Zeit und der Platz fehlen uns augenblicklich um eine angemessene Schilderung zu
geben von der Stellung, welche Fuces in der mathematischen Wissenschaft einnimmt, sowie von dem ge-
waltigen Einflusse, welchen er auf die Entwickelung der Mathematik in den letzten 37 Jahren, seit dem
Erscheinen seiner berithmten Abhandlung Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen
ausgeiibt hat, Eine solche Schilderung wird jedoch, wie wir erfahren, nicht lange ausbleiben.

Die Redaktion.

1) Jacobi's Gesammelte Werke, Bd. IT (1882), S. 121 R.F.
Fuchs, mathem. Worke, III. 46
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Sind 4, 4, ..., 4 ganze rationale Functionen von #, so betrachtet
Jacorr neben dem- Differentialausdrucke

[yll = Aoy+A1?I'+“-+A,,y‘"”

s20] wo die oberen Accente Ableitungen nach z bedeuten, den Differential-
ausdruck

(4, = — 4.y +D,(4,9)-DP(4,9) + - £DP(4,9) = B,y+ B,y'+ -+ B,y",

welchen wir jetzt als den zu [y] adjungirten*) bezeichnen. Da nach La-
araNGE 2[y] +y[¢], fir willkiirliche Functionen y, ¢ ein vollstindiger Diffe-
rentialquotient ist, so setzt Jacomr

S{elol+ vl de = [9, 2]

Wenn die unabhingige Variable z in [y], [y],, [, #] mit einer unabhingigen
Variablen « vertauscht wird, so sollen diese Ausdriicke mit [¢] [4]") [y, 2],
und im Gegensatze hierzu die urspriinglichen auf % beziiglichen Ausdriicke mit
(417, [¥]7, [y, 2]° bezeichnet werden.

Sei U, dieselbe Function von « wie 4, von z und

A4 -9
Tk—Tk:P"’
so ist
0P, ¢'P, 6"P
U=-bs 5~ t

eine ganze rationale Function von z und e,
(A) U= 3C,a"a?

wo C,, den Coefficienten von #” in [27"™], bedeutet. Jacosr findet nun die

(o) ()
=l =] - v
r—a), T—a g

aus welcher er die andere ableitet:

) a 3 @) i :’/ (a)~_
(B) 5;[%—%_“] "aa[a—z’3] = Uy,

Beziechung

*) Vergl. CreLrEs Journal, Bd, 76, 8, 1831),

1) Abb, XVI, S. 421, Band I diesor Ausgabe, R.F.
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wo y eine Losung der Gleichung [y]” = 0, 3 eine Losung der Gleichung
[4]," = 0 bedeutet.

Ist 4,y 4, -+ ¥, ein linear unabhingiges System von Losungen der Glei-
chung [y], =90, 2,4, ..., 4, ebenso ein linear unabhingiges System von [szr
Losungen der adjungirten Gleichung [2], = 0, die beiden Systeme so gewihlt,
dass [y, 2] =1, [y, 4] =0, fiir =k k, so folgt aus den Gleichungen

9, 2] = 1 (k=12...,n)
fiir eine beliebige Function »
1) = Oy e 4P (1=01,...,n—1)
und ebenso aus den Gleichungen
[v,8] = s (k=12...,n)
fiir eine beliebige Function y
(2) ¥ = yPs +yPs, 4+ +yPs,.

Setzt man mit Jacosr in , fiir 2

z_f g,da

wo § eine Losung der Gleichung [3]” = 0 bedeutet, so folgt unter Anwen-
dung der Gleichungen (B.), (1), (2.) das Resultat:

©  ne%e [ A ueS [
= 20,00 [am s, da [y, du

Wo 1),, 3, resp. dieselben Functionen von « sind wie y,, 2, von z, und wo die
Summation auf der rechten Seite sich auf g =1,2,...,n; b =1,2,...,n und
auf dieselben Combinationen von m,p wie in Gleichung (A.) bezieht.

Fir i=0,1,..,0-1; k = 0,1,. ., n—1 stellt (C.) »* Gleichungen dar,
welche gestatten dle n GTossen f o Y‘“ linear durch die #* Grossen f ﬁg
und tmgekehrt auszudriicken.

Sie liefern die vollstindige Losung des Problems, welches sich ABEL in

der No. IX der bezeichneten Abhandlungen gestellt hatte.
46*
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322] IL
No. 1.

Am Schlusse seiner Abhandlungen (Crerres Journal, Bd. 32, S. 196%)
sagt Jacosr: »Um das aufgestellte Theorem in ein vollstdndiges Licht zu
setzen, und insbesondere die Anfangsgrenzen der Integrale zu bestimmen und
die nothwendigen Beschrénkungen des Theorems anzugeben, ist es néthig,
den Character der Losungen der linearen Differentialgleichungen, deren Co-
efficienten ganze rationale Functionen der Variablen sind, néher zu ergriinden,
wofiir, wenn man die zweite Ordnung i#iberschreitet, noch wenig von den
Mathematikern geschehen istc.

Nachdem mir die Resultate meiner Untersuchungen iiber die Natur dieser
Functionen die Mittel hierzu gewéhrt hatten, unternahm ich es, die ABEL-
Jacomischen Theoreme zu pricisiven. Es gelang mir gleichzeitig, auf diese
pricisirte Formulirung mich stiitzend, Consequenzen dieser Theoreme von, wie
es scheint, weittragender Bedeutung zu ziehen. Die Resultate dieser Unter-
suchung habe ich im Crereschen Jowrnal, Bd. 76, 8. 177 ff.%) unter dem
Titel »Uber Relationen, welche fiir die zwischen je zwei singuliren
Punkten erstreckten Integrale der Losungen linearer Differential-
gleichungen stattfinden« veroffentlicht.

In dieser Arbeit beschrinken wir uns auf Differentialgleichungen der
Klasse, welche ich in meiner Arbeit (Creuies Journal, Bd. 66, S. 146, Gl
(12.)%) dahin characterisirt hatte, dass in den zur Umgebung jedes der singu-
liren Punkte gehdrigen Entwickelungen nicht unendlich viele negative Po-
tenzen auftreten, welche also fir jeden singuldren Punkt eine determinirende
Fundamentalgleichung aufweisen.

Nachdem nachgewiesen ist, dass die adjungirte Differentialgleichung jeder
Gleichung dieser Klasse ebenfalls zu derselben Klasse gehort und dieselben
singuldren Punkte besitzt, werden die Beziehungen erortert, welche zwischen
den zu demselben singuldren Punkte gehdrigen determinirenden Fundamental-
gleichungen der Differentialgleichung und ihrer adjungirten stattfinden.

1) C. G, J. Jacobi's Gesammelte Werke, Bd. II (1862), S. 134, R.F.
2) Abh, XVI, S. 415, Band I dieser Ausgabe. R.PF.
3) Abh, VI, S. 186, Band I dieser Ausgabe, R.P.
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Es wird die Differentialgleichung jener besonderen Klasse in die Form [323
gesetat:

(D)) () = ;“ F(n—n)(g)-n(x) Flayy® =0,
wo F () eine ganze rationale Function K Grades bedeutet und
. Fl@) = (&—a)@z—-a,)... (z-q)
1st.

Nun wird nachgewiesen, dass bei vorgeschriebenen singuliren Punkten
4,6, ..., 4, de Coefficienten der Functionen F, . ,(#) so gewihlt werden
konnen, dass die Wwzeln der zu jedem a, gehorigen determinivenden Funda-
mentalgleichung der Gleichung (ID.) von einander verschieden und ihre realen

Theile negativ und absolut kleiner als Eins sind; was zur Folge hat, dass
auch fiir die zu (D.) adjungirte Differentialgleichung

(E) (12 = 30Dy @ F@e) = 0

die Wurzeln der zu jedem a, gehorigen determinirenden Fundamentalgleichung
die ndmliche Eigenschaft haben. Die Coefficienten konnen aber so gewahlt
werden, dass gleichzeitig die Wuzeln der zu 4 = oo gehorigen determinirenden
Fundamentalgleichung fiir jede der Gleichungen (D.) und (E.) von einander
verschieden und in ihrven realen Theilen positiv und grdsser als Eins werden.

Von der Differentialgleichung (D.) wird in der Fortsetzung der Arbeit
vorausgesetzt, dass die Wurzeln der zu jedem a, gehorigen determinirenden
Fundamentalgleichung von einander verschieden, und in ihren realen Theilen
negativ und absolut kleiner als Fins sind, wahrend fir # = oo nur gefordert
wird, dass die Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichung von ein-
ander verschieden seien. Nach den daselbst angestellten Exorterungen hat
alsdann die zu (D.) adjungirte Gleichung (E.) dieselbe Eigenschaft.

No. 2. [324

Wir setzen (S. 178 der Arbeit')), um die durch die Integration in [y, ]
eingefiihrte Constante zu fixiren,

(1) v, = 38,

1) B, 416, Band I dieser Ausgabe., R.F.
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= 0, (A=a=1) T)@& o HA=a~1 Ty(@)
(2) B, = 2,10 D0 () = X (=1 D (B y).

Wenn nun nach Gleichung (D.)
(3') 4, = En-k)@-n)(x) F (x)k

gewahlt wird, so wird unter den am Schlusse der No. ! erwdhnten Voraus-
setzungen nachgewiesen, dass:
1 (@)

(4) [y, EL:a =0,
wenn y eine Losung der Gleichung (D.), a einer der singuliren Punkte
@, 4,y ...y G, und « von a verschieden ist.

Setzt man in Gleichung (E.) « an die Stelle der Variablen z, und be-
zeichnet dann eine Losung derselben mit 3, so folgt ebenso

5 1 (o)
() [m, 3L=a= 0,

wenn # von a verschieden ist.

Es werde nunmehr die z-Ebene durch einen zusammenhangenden sich
selbst nirgendwo schneidenden Linienzug & zerschnitten, der die Punkte
a, 4, ..., 4, in sich aufnirhmt, der aber auch durch a, = oo hindurchgeht,
wenn die realen Theile der Wurzeln der zu # = oo gehdrigen determinirenden
Fundamentalgleichung grésser als Eins sind. Es mdge / den Theil des
Schnittes & bezeichnen, welcher in einer ein fiir allemal festgesetaten Rich-
325] tung von @, nach g, fihite. Wenn o an die Stelle der Variablen 2 ge-
setzt wird, so soll die «-Ebene durch einen mit & sich deckenden Linienzug
zerschnitten werden.

Es wird jetzt, unter Beibehaltung der in (3.) festgelegten Bedeutung von
4,, von der ABEL-JacoBisehen Gleichung (B.) ausgegangen, in welcher mit y
eine Losung der Gleichung (D.), mit § eine Lisung der Gleichung (E.) (nach
Vertauschung der Variablen # mit «) bezeichnet wird. Wird diese Gleichung
in Bezug auf z lings / von a, bis 4, und in Bezug auf « lings / von a,
bis a,, integrirt, wobei vorausgesetst wird, dass die Theile / und 7, nicht

zusammenstossen, so erhdlt die linke Seite nach den Gleichungen (4.) und
(5.) den Werth Null, es ist also
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Q, a.
(F) f " b f " dally; = 0
a ay

(L c. S.188, GL (4.); S. 206, Gl (T.)%).

Erheblichere Schwierigkeiten stellten sich in den Weg, als wir die
Gleichung (B.) in Bezug auf # und in Bezug auf e resp. lings zweier auf
einander folgender Theile 7,/ zu integriren unternahmen. FEs wiirde mich
zu weit filhren, wenn ich die Hiilfsmittel, welche -wir (L c. S. 189—2067)
aus einem tieferen Eindringen in die Natur der Losungen der linearen Diffe-
rentialgleichungen schopfen mussten, hier skizziren wollte. Ich muss mich
daher begniigen, das 1 c. 8. 206°%) erhaltene Resultat hier nur zu beschreiben:

Wir bezeichnen mit #, 7, ..., 7, das zu & = oo gehdrige kanonische
Fundamentalsystem .von Lésungen der Gleichung (D.), mit GG omn G, das
zu % = oo gehdrige kanonische Fundamentalsystem der adjungirten Gleichung
(E.), welche so gewahlt sind, dass v, ¢, adjungirte Elemente bedeuten (1. c.
p. 183%). Femer bedeuten 7,,7,,...,7, das zum singuliren Punkte a4,
gehdrige kanonische Fundamentalsystem der Gleichung (D.), Cw, Cm’ ey Cn‘u
das zu demselben singuliren Punkte gehorige kanonische Fundamentalsystem
von Losungen der adjungirten Gleichung (E.), welche wieder so gewéhlt sind,
dass 1, und G, adjungirte Elemente bedeuten. (Vergl die Definition des zu
einem singuliren Punkte gehérigen Fundamentalsystems in meinen Arbeiten,
CreLies Journal, Bd. 66, S. 139 und Bd. 68, S. 364°%).

Zwischen diesen Systemen finden die Gleichungen [326

T = 2abamy
®.) .l
G = Satulu

statt, wo b, ¢, Constanten sind, fir deren Berechnung in meiner Arbeit
(Creries Journal, Bd. 75, S. 210%) ein Weg angegeben worden.

Sind 7,7,...,7,

die Wuwzeln der su 4, gehorigen determinirenden

1) 8, 427 und S. 447, Band I dieser Ausgabe. R.F.

2) Ebenda S, 428—447. R.F.

3) Ebenda S.447. R.F.

4) Bbenda S. 422, R. F.

8) Abh, VI, §. 179 und Abh. VI, S. 216217, Band I dieser Ausgabe. R.F.
6) Abh, XIV, S, 396, Band I dieser Ansgabe, R.F.
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Fundamentalgleichung der Gleichung (D.)
@) D) = o,
80 ist
72
Mo = (x_a';t-ﬂ) ‘?l(x):

@) ey
Clp, = (x—a,uu) o

wo ¢,(%), $,(¢) in der Umgebung von » =
von Null verschieden sind.

Es zeigt sich, dass

(9') [’h,u, ng] = (Pl(ap,u) ‘l)l(a;HI)D’(Tl)’

wo D'(r) die Ableitung von D(r) nach » bedeutet.

Die in ¢,(#), §,() auftretenden willkinlichen Factoren werden nun so
gewahlt, dass die rechte Seite der Gleichung (9.) den Werth Eins annimmt,
so dass

(10') [7115n c/I,u] =1

In gleicher Weise lassen sich die unbestimmten Factoren von 7,, ¢, so be-
stimmen, dass

(103") [nky ck] =1L

Zwischen den Grossen ¢, und b, finden die Gleichungen statt

"!‘l (x) ’

a,,, holomorph und fir z=a,,

Zib.h w = 0, hp=12..,0;1Fw
(11)
Z.bhcz. =1

327] Nach diesen Erérterungen und Festsetzungen wird das folgende Resultat
erschlossen:

—Tir,

t, a b
@ el = e R
a, By

wo 3, dieselbe Function von « ist wie 4 von z, L c. S. 2067).

1) Abh, XVI, 8. 447, Band I dieser Ausgabe. R.F.
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1L

No. 1.

Der wahre Sinn und die Wichtigkeit der in den Gleichungen (F.), (G.)
auftretenden Resultate wird in ein helleres Licht gesetzt durch eine Arbeit,
welche ich spater in den Sitzungsberichten der Berliner Akademie (22. De-
cember 1892, S. 11131) verdffentlicht habe.

In dieser Arbeit wird auf die Rolle hingewiesen, welche die Coefficienten
der Fundamentalsubstitutionen der Ldsungen der Differentialgleichung in jenen
Relationen (F.), (G.) spielen. Zu diesem Ende ist nur eine etwas verénderte
Schreibweise der rechten Seite der Gleichung (G.) erforderlich. Durch diese
Schreibweise tritt der Umstand besonders hervor, dass die rechte Seite ledig-
lich von den Coefficienten der auf a,,, besiiglichen Fundamentalsubstitution
der Losungen 7, 7,, ..., 1, abhéngt. Dieser Umstand aber bringt es mit sich,
dass die Relationen (F.), (G.) einen invarianten Character haben, in dem Sinne,
dass sie fir die gesammte Klasse von Differentialgleichungen, zu welcher eine
vorgelegte Differentialgleichung gehdrt, die gleiche Form behalten. Diese In-
varianz macht es moglich, gewisse beschrinkende Voraussetzungen, welche in
der Arbeit (Creries Jowmal, Bd. 76, S.177ff.%) iber die Wurzeln der de-
terminirenden Fundamentalgleichungen gemacht worden sind, aufzuheben.
Dieses wird in der in Rede stehenden Arbeit nachgewiesen; es wird nur, um
Complicationen in der Darstellung zu vermeiden, die Voraussetzung gemacht,
dass die Differenzen zweier jener Wwrzeln, wenn sie nicht simmtlich ganz-
zahlig sind, aber zum Auftreten von Logarithmen keine Veranlassung geben,
nicht zum Theil ganzzahlig sein sollen.

Sei [328

Flo) = 0-0)(0=0) .. (1-8) @=B)@=D,)... (5= b;)

und
) 0) [ = B Faaea@FEY® =0,
@) @) F = D Fpe@F ) = O,

T=¢9+09,

1) Abh. LX, S. 141 dieses Bandes. R.F.
) Abh, XVI, S, 415, Band I dieser Ausgabe. R.F,

Fachs, mothem, Werke, III, 47
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wo b, b,, ..., b, diejenigen singuliren Punkte bedeuten, bei deren Umkreisung
séimmtliche Integralquotienten ungeéindert bleiben, wihrend mit a, Uyy .oy @,
diejenigen singuliren Punkte bezeichnet werden, fiir welche die Differenzen
der Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichungen nicht ganze Zahlen
sind.

Es werden nun vorliufig noch die Voraussetzungen der Abhandlung
(Creries Jowrnal, Bd. 767) festgehalten, dass die Wurzeln der zu a, a,, ..., a,
‘gehorigen determinirenden Fundamentalgleichungen in ihren realen Theilen
negativ und absolut kleiner als Eins sind, und, um die oben erwihnte ver-
dnderte Schreibweise der rechten Seite der Gleichung (G.) zu erzielen, wird
die Substitution

(¢ (s IL, No. 2, G (6))

mit B, die Substitution

[k,, 0, ..., 0

0, 4,,...,0 2
y Moy ) , l"a 8rwa,
e ey

0, 0, ..., 4,)

(ryryy--y 7, die Wurzeln der zu o, gehérigen determinirenden Fundamental-
gleichung) mit I bezeichnet; dann ist

S = (92) = BLB™

die dem Umlaufe um @, angehdrige Fundamentalsubstitution. Setzt man
die Determinante

0A
|bg] =4 uwnd B, = 6_ka')
so ist nach den Gleichungen (11.) in IIL, No. 2
ckl = -%d—.
329] Alsdann ergiebt sich aus Gleichung (G.)
ay, a " &,
@) [ [ g, = CrpeniS A

ty L%

1) Abh, XV, 8. 415 ff., Band I dieser Ansgabe. R.F.
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wenn wir
b.'aB“ k=1,2,...,”
47 = _LA l (Z=1,2,...,n)
setzen. (Vergl. Sitzungsberichte, L c., p. 1117, GL (S')%).

Die rechten Seiten der Gleichungen (G') sind lediglich durch
die auf a, beziigliche Fundamentalsubstitution des Funda-
mentalsystems 7,7, ...,7, bestimmt. Diese Gleichungen repri-
sentiren »' Gleichungen fiir die ' Coefficienten g, dieser Funda-

mentalsubstitution.
No. 2.
Wir kénnen zundchst durch eine Substitution
(1) y = (@=a,)” “la—a)" . @—a) “w,
wo die Grossen o, a,,...,, Null oder positive ganze Zahlen bedeuten, die

Gleichung (D.) in eine Gleichung

@) Bw+ Bw+++ Bu™ =0
verwandeln, fir welche die Wwzeln der zu a,, a,, ..., 4, gehorigen determini-
renden Fundamentalgleichungen in ihren realen Theilen positiv sind.

Ist m—1 die hochste ganze Zahl, welche in den realen Theilen der

Wuzeln der zu e gehdrigen determinirenden Fundamentalgleichung der
Gleichung (2.) enthalten ist, so werde

M) = (x—u,)m‘(x—u,)mz...(x—%)m@,
V@) = @-a) @-a) ..(—a)

gesetzt. 'Wir beweisen nun, dass man n ganze rationale Functionen
¢,(*), ¢,(@), ...y 9,,(¢) derart bestimmen kann, dass, wenn

(3)

(@) P = & (ﬁ)(i )(w)"
und [s3
GH] w= P@)w+ Pl(x) we+ P (x) o

gesetzt wird, die Differentialgleichung, welcher % geniigt,

1) Abh, LX, 5. 145 diesss Bondes. R. F.
47%
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(6.) Cu+Cu'+...+Cu” =0

fiberhaupt dieselben singuldren Punkte wie (2.) besitzt, und dass die realen
Theile der Wurzeln der auf o, a,, ..., a, beziiglichen determinirenden Funda-
mentalgleichungen von (6.) zwischen Null und der negativen Einheit sich be-
finden.

Die Gleichung (6.) gehdrt zu derselben Klasse mit der Glei-
chung (D.), daher sind die Fundamentalsubstitutionen zu je einem
singuldren Punkte fiir beide Gleichungen iibereinstimmend.

Hieraus fliesst das folgende Resultat:

Wenn die Gleichung (D.) in Bezug auf die Wurzeln der de-
terminirenden Fundamentalgleichungen nicht den Voraus-
setzungen entspricht, auf Grund deren die Gleichung (G') auf-
gebaut worden ist, so kann durch rationale Rechnungsoperatio-
nen eine mit (D.) zu derselben Klasse gehorige Differential-
gleichung, wie Gleichung (6.), hergeleitet werden, welche den
genannten Voraussetzungen Genirge leistet. Man hat alsdann
in der linken Seite der Gleichung (G') nur fir v, 3, U die auf die
Gleichung (6.) beziiglichen entsprechenden Functionen zu sub-
stituiren, wahrend die rechten Seiten ungeéndert bleiben. Die
so erhaltenen #’ Gleichungen (G') liefern alsdann die Coeffi-
cienten g, der zu ¢, gehdrigen Fundamentalsubstitution der
Gleichung (D))

No. 3.

In derselben Arbeit werden alsdann noch die Relationen discutirt,
welche durch die Gleichungen (F.) und (G'.) zwischen den bestimmten Inte-
gralen

Oy LT
Je = (e de, HY = f 2 do

G L

und den Coefficienten der zu a,, gehdrigen Fundamentalsubstitutionen fest-

331] gestellt sind. Wir heben daraus das Exgebniss hervor: Sammtliche Gréssen

Jy’ lassen sich dwrch Ji, J&, ..., J%  und simmtliche Grssen H, durch
"

W (] :
HE HY, ..., ., linear und homogen darstellen.



UBER ZWEI ARBEITEN ABELS UND DIE SICH ANSCHLIESSENDEN UNTERSUCHUNGEN., 373

Zum Beschluss wird noch die Rechnung fir » =1 und # =2 durch-
gefithrt.

IV.

Wir erwéhnen hier noch die sich an die vorhergehenden Untersuchungen
anschliessenden Arbeiten der Herren ScuresineeR und Hirsch.

Auf den Zusammenhang, der zwischen dem Vertauschungssatze und der
Integration linearer Differentialgleichungen durch Quadraturen (bestimmte
Integrale) besteht, hat Herr Scuresineer (CrELLES Jowrnal, Bd. 116, S. 971
und Handbuch, Bd. IT', 1897, S. 405ff) hingewiesen. Bedeutet D () einen
linearen homogenen Differentialausdruck #'* Ordnung mit der unabhingigen
Variablen 2 und Coefficienten, die ganze rationale Functionen m'® Grades
sind, so zeigt sich, dass der ABrische Vertauschungssatz als specieller Fall
(¢ = 0) in der allgemeinen Identitit (Gl (C.), L c. p. 102)

D,((e—af™) = Dy((e—a)*")

enthalten ist, wo D, einen linearen Differentialausdruck (m +#)* Ordnung mit
der unabhéngigen Variablen z darstellt, dessen Coefficienten sich aus denen
von D, (und umgekehrt) in einfacher Weise zusammensetzen lassen (Gl (2.),
(3.), L c. p. 102, 103).

Die Losungen von D, (y) = 0 lassen sich auf Grund der angegebenen
Identitdt, durch die Losungen v der zu D, = 0 adjungirten Differential-
gleichung (der Eurerschen Transformirten von D, = 0) in der Form

Yy =fv(5—m)5" dz,
L

und umgekehit die Losungen von D, () = 0 durch die Losungen w der zu
D, = 0 adjungirten Differentialgleichung, in der Form

u =fw(z—m)s“dw
A

daxstellen, wo L, A geeignet gewdhlte geschlossene Integrationswege bedeuten.

Herr Hirscu behandelt (Mathem. Annalen, Bd. 54, S. 202ff) die von [332
mir in den oben erwahnten Arbeiten aufgesteliten Relationen -(Perioden-
relationen), nachdem er (Mathem. Annalen, Bd. 52, S. 130 ) den Fall n =1
vorweggenommen, indem er 1) mit Benutzung der erwihnten ScHLESINGER-
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schen Arbeit diese Relationen in der von mir gegebenen Form aus dem Ver-
tauschungssatze herleitet (Mathem. Annalen, Bd. 54, IL Abschnitt, S. 249—
275), und dann 2) eine andere — der ersten algebraisch dquivalente — Form
dieser Relationen angiebt, die, in Nachbildung der von Riemany fiir die ana-
loge Frage der Theorie der AseLschen Integrale angewendeten Methode, durch
die Auswerthung eines gewissen Randintegrals erzielt wird (L c. § 15—17,
S. 276—295). Unter der Voraussetzung, dass die Monodromiegruppe der
betrachteten Differentialgleichung eine definite HrrmiTEsche Form in sich
selbst transformirt, liefert dieselbe Methode der Randintegration eine Un-
gleichung fir die realen und imaginéren Bestandtheile der gedachten Integrale
(indem eine aus diesen Integralen gebildete HermrrEsche Form sich als stets
positiv definit erweist), die der von Riemann fiir die Periodicititsmoduln der
AsEerschen Integrale aufgestellten Ungleichung analog ist (1. ¢. § 18, S. 295—
313; § 20, S. 316—322).

Berlin, 15, Méxz 1902.

ANMERKUNG.

Anderungen gegen das Original.
Es wurde gesetzt:
S. 364, Zeile 1 v. u. Differentialgleichung statt Differentialgleichungen,
s 370, , 4 v.u den Gleichungen statt Gleichung.
w ws » 8V u Bystatt B,
» 371, , 13 v. u. wurde »Wurzeln der vor zu ay, 6y, ..., @, hinzugefiigt. ~ R. F.
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Hochansehnliche Versammliung!

Wie die Vertreter vieler tausender offentlicher Anstalten unseres Vater- [3
landes an anderen Orten sind wir heute hier vereint, um den Geburtstag
unseres allgeliebten und allverehrten Kaisers und Konigs zu feiern. Es kann
einem Festredner nicht an Stoff fehlen, um seinen Namen in gebithrender
Weise zu verherrlichen. Er daxf nur in die Fille der Heldenthaten hinein-
greifen, durch welche im letzten Decennium unser Konig in drei aufeinander-
folgenden gewaltigen Stufen zum Schopfer unseres neuen deutschen Vater-
landes geworden, um durch schlichte Darstellung derselben ohne idealisirende
Zuthaten jedes deutsche Gemiith zur innigsten Dankbarkeit gegen unsern
Herrscher zu erwérmen und zu erheben. Er darf nur auf die organisatorische
Kraft hinweisen, mit welcher unser Kaiser der neuen Schopfung durch weise
Gesetze einen stabilen Zustand zu verschaffen bemiiht ist, auf die ethische
Energie, welche von ihm ausgehend die widerstrebendsten Elemente in das
allgemeine Bewusstsein der grossen Aufgaben unseres Vaterlandes zu einigen [4
trachtet, um die ehrerbietigste Bewunderung vor dem Manne hervorzurufen,
der an Weisheit ein Greis, als heldenmiithiger Kampfer gegen den #usseren
und inneren Feind deutschen Wesens ein Jingling dasteht.

Allein die grossen Thaten unseres Konigs sprechen noch zu laut in
unserem Herzen, als dass sie durch Worte ihren adiquaten Ausdruck finden
konnten. Gegenitber aber einem solchen Herrscherleben, wie das unseres
Konigs, gegeniiber solch treuer Pflichterfillung in den ihm von der Vor-
sehung auferlegten Aufgaben, werden wir an einem solchen Tage mit un-
widerstehlicher Gewalt an unsere eigenen Pflichten gemahnt, wir werden auf-

gefordert, uns unserer Aufgaben bewusst zu werden, dahin zu streben, durch
Fuechs, mathem. Werke, IIL. 48
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gewissenhafte Erfilllung derselben uns unseres koniglichen Vorbildes und un-
serer Gemeinsamkeit mit dem grossen Vaterlande wiirdig zu machen. Unsere
Aufgabe ist die Pflege der Wissenschaft, und nichts ist geeigneter wissen-
schaftlichen Mé#nnern ihren Beruf zum vollen Bewusstsein zu bringen als die
Vorfihrung dessen, was dem menschlichen Geiste durch beharrliche Ausdauer
bereits gelungen.

Es sei mir daher gestattet, einen kleinen Abschnitt aus dem Buche der-
jenigen Wissenschaft vor Ihnen aufzurollen, welche schon oft eine kdnigliche
genannt worden, und die gewiss vor allen anderen geeignet ist unser Gemiith
zu erheben und die Expansivkraft unseves Geistes anzuregen, ich meine der
5] Astronomie. Der Abschnitt handelt von den neuesten Bestrebungen der
Gelehrten, den renitenten Mitgliedern des Weltgebédudes, welche mit unserem
Sonnensysteme in nahere Berithrung kommen, den Cometen und Sternschnuppen,
Gesetze zu geben. .

Die Untersuchungen iiber diese Himmelserscheinungen haben némlich im
letaten Decennium einen emeuten Aufschwung erhalten, welchen man be-
sonders der Entdeckung des italienischen Astronomen ScHIAPARELLI vom Zu-
sammenhange der Sternschnuppen und Cometen und der weitreichenden Ent-
deckung der Heidelberger Natwforscher Bunsix und Kircmmorr verdankt,
durch welche eine neue Wissenschaft, die Physik des Himmels, gegriindet
worden. In der allerneuesten Zeit hat der als physischer Astronom rithmlichst
bekannte Leipziger Professor ZoLiner durch sein Aufsehen ervegendes Werk:
»Uber die Natur der Cometen, Beitriige zur Geschichte und Theorie der Er-
kenntniss« die Frage tiber den Ursprung und die Natur der erwidhnten Himmels-
erscheinungen so zu sagen zu einer brennenden gemacht.

Man hat es nicht ndthig, um in weiteren gebildeten Kreisen das Interesse
an diesen Untersuchungen wach zu rufen, zu dem problematischen Mittel zu
greifen, welches in dem Hinweise gegeben ist, dass auch in diesen so wie in
den iibrigen - Untersuchungen der Astronomie eine Befriedigung des geistigen
Bediirfnisses nach dem Erkennen und Begreifen der Natur zu finden ist. Ich
nenne dieses Mittel ein problematisches. Denn wenn allerdings fiir das
6] wissenschaftliche Bewusstsein das Erkennen stets das allein Begehrens-
werthe war und bleiben wird, so ist dasselbe fir die grossere Menge der
Gebildeten- nur ein Motiv, in welches sie sich dem wissenschaftlichen Be-
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wusstsein zu Gefallen hineinzwingen muss. Die Geschichte der Astronomie
zeigt dieses auf jedem ihrer Blétter. Da diese Wissenschaft die Herrschaft
des menschlichen Geistes bis in die fernsten Weltriume getragen, "so hitte
man erwarten sollen, dass ihre Resultate, welche den héchsten Triumph der
Intelligenz iiber die Natur darstellen, in das allgemeine Bewusstsein einge-
drungen seien. Keinesweges. Es hat auch nicht einmal geholfen, dass das
theoretische Interesse durch die materielle Theilnahme unterstiitzt wurde fir
die Sonne, die uns Licht und Wérme spendet und unsere Tages- und Jahres-
zeiten regulirt, fiir den Sternenhimmel, welcher dem Schiffer als Leitstern
auf der Meeresfliche dient. Es hat nichts geholfen, dass die Lehre des
Korpernikus zum Dogma der gebildeten Welt geworden, dass die Keprer-
schen Gesetze und das Gravitationsgesetz wenigstens zu einer Zeit des Lebens
jedem gebildeten Menschen zu Gemiith gefiihrt werden. Als wohnten zwei
Seelen im Menschen, deren jede ihrer Wege geht, die eine nimmt diese Lehren
auf, die andere aber verharrt in der Vorstellung vergangener Jahrtausende,
welche in unserer Erde den Mittelpunkt der Welt und im Menschen das
Centrum . dieses Centrums erblickt.

Kriftiger, materieller miissen die Einwirkungen sein, welche ein wirk- [7
liches Interesse an der Astronomie in weiteren Kreisen wachrufen sollen.
Diese erhabene Wissenschaft muss erst Materie werden, sie muss das Menschen-
geschlecht aus seiner Gleichgiiltigkeit dadurch wecken, dass sie eine enge
Wechselseitigkeit zwischen den iibrigen Himmelskorpern und unserer FErde
nachweist, eine Wechselseitigkeit, die bis zur materiellen Berithrung reicht.
Das hat die Astronomie der letsten Jahrzehnte gethan, und ein bedeutendes
Beispiel hierzu bietet uns die neueste I.ehre der Cometen und Sternschnuppen.
Diese modernen Lehren, an sich der lautersten Theorie angehorig, haben uns
die Himmelskorper naher geriickt, nicht wie die Fernrohre nur optisch, son-
dern in michtigen materiellen Impulsen. Sie werden, was so viele Jahr-
hunderte nicht vermochten, erreichen, das Interesse des ganzen Menschen-
geschlechts an der Astronomie.

Dass aber die Natur keine Spriinge macht, dass dieser Umschwung nur
langsam vor sich geht, das haben wir — nicht zu unserem sonderlichen
Stolze — haufig Gelegenheit wahrzunehmen. Man sieht heutzutage z. B. die
Cometen nicht mehr als unheilverkiindigende feurige Ruthen an, aber die

48*
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Furcht vor diesen Himmelskérpern ist keine geringere geworden, seitdem man
von den Astronomen vernommen, dass Cometen auch zuweilen die Laune
8] hitten, mit der Frde handgreiflich zu werden. FEin Beispiel dieser Co-
metenfurcht ist uns noch in frischer Erinnerung aus dem Sommer vorigen
Jahres, wo fir den Monat August ein solches Rencontre angekiindigt war.
Der Schrecken eines solchen Zusammentreffens hort sofort auf, wenn
man weiss, dass mindestens mehreremale eines jeden Jahres, nicht bloss un-
seres Lebens, nicht bloss des Lebens unseres Menschengeschlechtes, sondern
des Lebens der Erde dieselbe gewissermassen durch solche Cometenungeheuer
hindurchgewandert und jetzt noch immer hindurchwandert. Und das geschieht
nicht, ohne dass wir es merken. Wir konnen es vielmehr an dem friedlichen
Schauspiele der Sternschnuppen mit unseren Augen sehen. In der That lehrt
ScuiapareLLl — und alle Thatsachen spréchen dafiir, alle Gelehrten stimmen
ihm bei —, dass wenn es hier auf Frden Sternschnuppen giebt, wir auf der
Wanderung durch einen losgetrennten Theil eines Cometen begriffen sind.
Die dussere Frscheinung eines Cometen, wie man ihn mit unbewaffnetem
Auge wahrnimmt, ist Jedem von uns erinnerlich. Man erblickt am Himmel
in sternartiger Gestalt einen sogenannten Kern, an welchen sich ein fast
immer von der Sonne abgewendeter Schweif von ausserordentlich grosser
Linge anschliesst. LaPracE in seinem beriihmten Werke iiber das Welt-
gebdude weist nach, dass die Cometen in unserem Sonnensysteme als Fremd-
linge angesehen werden miissen. Sie sind gewissermassen Boten, welche von
9] einem Sonnensystem zum anderen wandern. Gerith ein solcher Comet z. B.
in das Reich unserer Sonne, so wird es nicht gleichgiiltig sein, ob er mit
grosserer oder geringerer Hast seine Einfahrt gehalten. Es sind bestimmte
Gesetze vorhanden, deren System Mechanik genannt wird, und diese schreiben
folgendes vor: Fihrt der Comet langsam ein, so'hat er im Reiche sich als
Biirger niederzulassen und wie die Planeten in einer geschlossenen Bahn,
nimlich einer Ellipse um die Sonne zu kreisen. Fihit er mit grosser Hast
ein, so ist er im Reich nicht zu dulden, es ist ihm vielmehr lings eines
parabolischen oder hyperbolischen Zweiges seine Marschrute in die unermess-
liche Ferne anzuweisen, wenn nicht ein Planetenbiixger, in dessen Nihe die
Marschrute voriiberlauft, sich seiner annehmen und ihn so zu sich heran-
ziehen sollte, dass er durch seinen Schutz erst das Biirgerrecht im Sonnen-
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reiche erwirbt. Ts wird ihm dann wiederum eine Ellipse zugewiesen, langs
deren er sich nach den Gesetzen des Reiches um die Sonne herumtummeln
kann.

Zuweilen aber wird einem Cometen nur vorlaufig das Biirgerrecht ertheilt,
um ihm alsbald wieder genommen zu werden. So begiinstigte im Jahre 1765
der Jupiter einen in das Sonnenreich in seiner nichsten Nahe einpassirenden
Cometen derart, dass ihm innerhalb des Reiches eine Ellipse mit 53 jahriger
Umlaufszeit verbrieft wurde. Als er aber, wie er musste, im Jahre 1776 nach
zweimaligem Umlaufe wieder in dieselbe Nihe des Jupiters gelangte, brachte
ihn dieser méchtige Planet auf einen parabolischen Ast, auf welchem er das [ro
Sonnensystem verlassen musste, um uns seitdem nicht wieder sichtbar zu
werden.

Die Cometen, welche sich eingebiirgert, heissen periodische, da sie immer
wieder nach Verlauf desselben Zeitraumes, namlich desjenigen, den sie zum
Durchlaufen ihrer elliptischen Bahn nothig haben, der Sonne nahe genug
kommen, um die zu ihrer Sichtbarkeit nothige Beleuchtung zu erhalten. Die
anderen Cometen sind nur einmal sichtbar.

Schon Kerrer beschiftigte -sich mit der Frage nach der Natur der Co-
meten. Seine Beantwortung derselben, so wie diejenige NEwTons konnten,
dem derzeitigen Standpunkte der Physik entsprechend, geniigen, alles zu
erkliren, was man bis dahin an den Cometen wahrgenommen hatte.

Wahrend man sich nun seit den Zeiten Newrons nach dem Vorgange
von Harrey sorgfiltig mit der Bestimmung der Bahn der verschiedenen Co-
meten befasste, blieb die Frage nach ihrer physischen Beschaffenheit ein
ganzes Jahrhundert fast unberfihrt. Den ersten Anstoss zur Riickkehr zu
derselben zu geben war OLBERS vorbehalten, dessen genaue Beobachtungen
des grossen Cometen von 1811 bis dahin nicht beachtete Erscheinungen an
diesen Himmelskérpern kennen lehrten. FEr beobachtete namlich, dass der
Schweif nicht von dem hinteren, d. h. dem von der Sonne abgewendeten
Theile des Cometen ausging, sondern, dass er von der vorderen, d. h. der
Sonne zugewendeten Seite des Kopfes ausgehend sich zu beiden Seiten des-
selben umbog und nach riickwérts sich in’s Unermessliche verlingerte, etwa [ur
so wie ein fippiges Haar vom Scheitel nach abwarts fillt. OLBERs bemerkt,
man konne sich diese Erscheinung nur erkliren, wenn man annimmt, dass von
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dem Cometen in Folge einer ihm eigenthiimlichen Abstossungskraft auf seine
eigene Materie die inneren Theile desselben nach der Sonne zu geschleudert
werden. Diese wiirden sich fortbewegen, wenn nicht die Sonne ihrerseits
ebenfalls eine Abstossungskraft ausiibte, diese aber zwingt sie zur Umkehr.
Beide Abstossungen treiben sie nach hinten, wo sie den Schweif bilden.

Ein weiterer Fortschritt wurde angebahnt durch Brssev, welcher die von

Oreers gemachten Wahrnehmungen an dem Harrevschen Cometen wieder-
holte und neue Frscheinungen an demselben enthiillte. Er setzt die Resultate
seiner Studien in meisterhafter Weise auseinander in einer beriihmten Ab-
handlung in den Astronomischen Nachrichten des Jahres 1836. Er beob-
achtete namlich an der vorderen Seite des Harrevschen Cometen wirklich die
Ausstromung von Lichtmaterie aus dem Kopf nach der Sonne hin, und die Um-
kehr dieser Materie von einer gewissen Stelle aus zwr Bildung des Schweifes.
Die Umkehrstelle musste da stattfinden, wo die Abstossung der Sonne gegen
die ausstromende Cometenmaterie die die Materie aus dem Kern heraus-
treibende Kraft, oder wie man auch sagen konnte, die Abstossungskraft des
Cometen fiberwog.
12] FEs war hiermit durch unzweifelhafte Beobachtungen zweierlei constatirt,
erstlich eine treibende Kraft, die ihren Sitz im Cometen hat, und die Ma-
terie nach der Sonne hin schleuderte, zweitens eine Repulsivkraft der Sonne,
welche diese Materie zuriickstiess.

Diese Thatsachen sind nicht wegzuleugnen, und eine Cometentheorie,
welche denselben nicht Rechnung trigt, ist als werthlos zu betrachten. In
welcher Weise die Anndherung an die Sonne auf die Schweifbildung ein-
wirken kann, zeigt der Comet von 1680, der in seiner grossten Sonnennshe,
in zwei Tagen einen Schweif von 12 Millionen geographischen Meilen Liange
bildete. BesseL berechnete aus der Grosse der Abstossung die Stérke der
constatirten abstossenden Kraft, indem er von der Voraussetzung ausging, dass
dieselbe sich im umgekehrten Quadratverhéltniss der Entfernung verkleinerte.
Pare wiederholte dieselbe Rechnung an dem uns allen bekannten herrlichen
Cometen von 1858.

Seit Besser sind nicht bloss zahlreiche Cometen entdeckt und ihre Bahnen
bestimmt worden, sondern viele Beobachter haben die Erscheinungen einzelner
Cometen nach dem Vorgange von OuBERs und Besser sorgfaltig untersucht,
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andere haben durch die Spectralanalyse die materielle Beschaffenheit derselben
zu ermitteln sich bemiht, und wieder andere haben mehr oder minder gliick-
liche Hypothesen {iber die Entstehung der Cometen, insbesondere ihrer [13
rathselhaften Schweife aufgestellt.

Fs ist ein hochst interessantes Thema, die Geschichte dieser Hypothesen
zu verfolgen und sie der Reihe nach zu kritisiren. Allein dasselbe wiirde
mich hier zu weit fihren. FEine jedoch kann ich hier nicht unerwéhnt lassen,
weil dieselbe gewissermassen zu dem oben erwédhnten Werke Zoriners Ver-
anlassung gegeten, ich meine die des sonst hochverdienten englischen Natur-
forschers Tywparr. Er sieht ndmlich Kern und Schweif eines Cometen als
chemische Niederschlige eines undurchsichtigen Gases ldngs der Sonnenstrahlen
an., Indem Zouiwer in scharfsinniger Weise die Griinde Tysparis analysirt,
weist er ihm nach, dass er vier neue Hypothesen machen misse, um die
eine ausgesprochene zu halten. Aber selbst wenn man Tynparn alles zugibe,
0 milsste man seine Cometentheorie dennoch verwerfen, da sie insofern einen
entschiedenen Riickschritt in die Zeiten vor Orpems thut, als sie die seitdem
an den Cometen beobachteten Wahrnehmungen, namentlich die fiber die
Lichtausstrémung ganz ignorirt. —

Am meisten Beachtung verdient die Cometen-Theorie von ZoLiNer. Fr
kniipft an die beiden von Orpers und BesserL constatirten Thatsachen, dass
die Cometenmaterie sowohl vom Cometen als von der Sonne abgestossen wird,
und dass hierin die Ursache zur Schweifbildung liege, an und sucht dieselben
su erkliren. Schon OLBERs sagte, er wisse zwar nicht, woher diese Ab- [14
stossungen kédmen, allein er finde nichts Unnatirliches darin, wenn jemand
sie fiir elektrischer Natur hielte, da wir ja die Kraft der Elektricitat in un-
serer feuchten stets leitenden Atmosphére so grosse Wirkungen ausiiben sihen.

Diesen Gedanken fithrt Zorixer aus.  Er stellt sich vor, ein Comet sei
eine flissige Masse. Als solche muss sie sich erhalten, so lange sie im weiten
Weltranme fernab von irgend einer der wérmenden Sonncn wandert. Denn
so lange hat sie es sehr kalt, nimlich wie PouviLLer berechnet hat, 142° unter
dem Gefrierpunkte des Wassers. Nihert sie sich auf ihrer Reise einer Sonne,
z. B. der unsrigen, so beginnt auf dem vorderen Theile die Verdampfung.
Diese wird um so energischer, je niher der Comet der Sonne kommt, am
stirksten in der grossten Ndhe. Es strémt also Cometenmaterie in Dampf-
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form nach der Somne hin. Das erklirt die erste von OrBERs und BEssen
constatirte Thatsache der Abstossung des Cometen auf seine eigene Materie
in sehr einfacher Weise. Danach hat man zur Frklérung dieser Erscheinung
keine neue geheimnissvolle Kraft zu erfinden, man kommt vielmehr mit der
banalen Frscheinung der Verdampfung einer Flissigkeit aus, wie wir sie auch
auf Frden wahrnehmen. Wie kommt es aber, dass die Verdampfung in so
energischer Weise vor sich geht? Der Umstand allein, dass z. B. der HaLLey-
15] sche Comet in seiner Sonnennéhe von der Sonne nur halb soweit absteht
als die Erde vermag dieselbe doch nicht vollstindig zu erklaren? Doch diese
Schwierigkeit lasst sich nach der Zoiiwerschen Theorie beseitigen. FEs ist
némlich ein Gesetz der Warmelehre, dass die Verdampfung einer Flissigkeit
bei bestimmter Temperatur so lange fortdauert, bis die Spannkraft der iiber
der Fliissigkeit lagernden Démpfe eine gewisse festgesetzte Grenze erreicht.
Ist die fliissige Masse michtig, so zieht sie den entwickelten Dampf kriftig
an, driickt thn zusammen, vergrossert seine Spannkraft, die Verdampfung hort
bald auf Ist sie gering, so kann die Verdampfung bis zur vollstindigen
Umwandlung in Dampfform fortgehen — wie es in der That bei den kleinen
Cometen der Fall ist.

ZoLLNER sagt weiter, bei der kréftigen Dampfentwickelung werde die
Fliissigkeit michtig durcheinander geschiittelt und zerrissen, und dadurch
werde der Dampf elektrisch — man hat in der That in der Néhe zerstin-
bender Wassertheilchen, z. B. in der Néhe von Wasserfillen, Elektricitdt sich
entwickeln gesehen. Andererseits weisen die elektrischen und magnetischen
Einfliisse der Sonnenatmosphére darauf hin, dass die letztere elektrisch sei —
ist ja doch auch unsere Atmosphére elektrisch. Nun darf man nur noch
annehmen, dass Sonnenelektricitit und Cometenelektricitat gleichartig sind,
un die zweite von OLBERs und BEsser constatirte Thatsache, dass die Cometen-
16] matetie von der Sonne abgestossen werde, zu erkliren. Es kdmpfen hier
zwei Krifte, die Massenanziehung der Sonne und die elektrische Abstossungs-
kraft. Zoriner zeigt durch Rechnung, dass in dem Kampfe dieser Krifte die
letztere die Oberhand behidlt, wenn deren Spielball ein kleiner Korper ist.
In der That hat man es aber mit kleinen Dampfkérperchen 7u thun. Daher
treibt sie die Abstossungskraft zuriick und zwar so kriftig, dass sie — wenn
die Elektricitit der Sonnenatmosphire an Stirke nur der unserer Erde gleich
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kime — in zwei Tagen schon 70,540,000 geogr. Meilen nach hinten zuriick-
legen miissten und so den Schweif mit der immensen Geschwindigkeit bilden,
wie man es wahrgenommen.

Diess in der Hauptsache die Zorinersche Theorie. Ich muss es mir ver-
sagen, hier die Schwierigkeiten, welche sie, besonders der bald zu besprechenden
Scrisparernischen Lehre von den Sternschnuppen gegeniiber, noch bestehen
lisst, zu berithren, da ich schon zu lange Thre Geduld durch Hypothesen auf
die Probe gestellt. Es ist Zeit, dass wir zu lebendigen Thatsachen iibergehen.

Unter den Minnern, welche sich mit den Sternschnuppen beschiftigt,
haben wohl einige, wie CouLvier-Gravier, Brick, KESsELMEYER und andere,
die Ansicht vertheidigt, dass die Sternschnuppen ihren Ursprung in unserer
Erde oder in der Atmosphire derselben hitten. Allein ihre Griinde waren
zu leicht zu widerlegen. Es ist vielmehr die Ansicht durch alle Thatsachen
erhartet und zum Gemeingut aller Gelehrten geworden, dass jede Stern- [17
schnuppe ein verhaltnissméssig kleiner Korper sei, welcher ebenso wie seine
gewaltigen Himmelsgenossen, dem Gravitationsgesetze gehorchend, eine Bahn
um die Sonne beschreibt, und auf seiner Wanderung das Ungliick hat, der
Erde so nahe zu kommen, dass sie ihn mit unwiderstehlicher Gewalt zu sich
heranzieht. Hatte die Erde keine Lufthiille, so wiirde der Korper, wemn
seine Bewegung in einer Verticalen erfolgte, mit gewaltiger Geschwindigkeit
auf die Frde stiirzen. — Fr tritt némlich nach den Beobachtungen schon mit
einer Geschwindigkeit in die Atmosphére der Erde ein, welche im Durch-
schnitt der anderthalbfachen Geschwindigkeit der Frde bei ihrem Umlaufe
um die Sonne gleichkommt. Er wiirde also an sich schon in jeder Secunde
circa 6 oder in jeder Minute 360 geogr. Meilen zuriicklegen. Diese Ge-
schwindigkeit wird aber noch vergrossert durch die Anziehungskraft der Erde,
welche ja auch die Geschwindigkeit jedes freifallenden Korpers vergrossert.
Wie michtig wire also der Anprall einer Sternschnuppe, wenn sie auf unsere
Erde fiele! Nun hat zwar Arexanper Herschen die Sternschnuppenkérper-
chen gewogen — ich meine nicht mit einer wirklichen Wagschale, denn wie
hitte er des zu Wagenden habhaft werden sollen, sondern durch eine Reihe
aus der mechanischen Warmelehre entlehnter Schliisse — und fiir die meisten
dieser Korperchen das Gewicht von etwa § bis 1 Gramm erhalten. Die Stérke
des Anpralls wird jedoch durch die sogenannte lebendige Kraft, d. h. durch [8

Fuchs, mathem, Worke. ITI. 49



386 REDE AM KUNIGSGEBURTSTAG 1873.

das Product aus der Masse und dem Quadrat der Geschwindigkeit gemessen.
Es wiirde deshalb der Anprall doch so méchtig sein, als der einer Kugel
von iiber 3 bis {iber 9 Pfd. Gewicht, welche mit einer Geschwindigkeit von
2000 Fuss in der Secunde abgeschossen wiirde. Erwigt man, dass in manchen
Nichten die Zahl der Sternschnuppen so gross ist, dass sie wie Schneeflocken
herabstiirzen, dass z. B. nach einer Schitzung von Arsco am 12. November
1833 an seinem Beobachtungsorte wenigstens 240,000 fielen, so kdnnte uns
fiir alles auf der Exde Lebende bange werden, wenn man nicht durch tausend-
jahrige Exfahrung wiisste, dass die Sternschnuppen stets friedlich verschwunden
sind, ohne Schaden angerichtet zu haben. Aber erst die Lehren der Physik
neueren Datums geben fiber die Grilnde der Unschddlichkeit der Meteore
Aufschluss, Aus denselben folgt, dass wenn ein sich bewegender Korper eine
Reibung oder den Widerstand eines Mittels zu erleiden hat, seine lebendige
Kraft sich in Wirme umsetzt. Der Sternschnuppenkdrper tritt in die Atmo-
sphiire ein. Zwar sind an der Eintrittsstelle die Luftschichten sehr dinn, da
aber der Widerstand mit der Geschwindigkeit des anrennenden Kérpers in
einem betrichtlichen Verhaltnisse wichst, so wird in noch bedeutender Hohe
von der Frde, im Mittel in einer Hthe von 12 deutschen Meilen, die lebendige
19] Kraft des Meteors ganz in Warme umgesetzt sein. Diese Warme reicht
hin, so kleine Korper weissglithend zu machen und sie zu verflichtigen. So
dient also die Atmosphare der Erde als Panzer gegen die himmlischen Ge-
schosse, welche sie verzehrt, ehe sie ihre Reise bis zur Frde vollendet.

Gleichzeitig erkennen wir hieraus noch etwas Anderes. Wir sagten vor-
hin, die Sternschnuppe beschreibe im Weltraume eine Bahn um die Sonne.
Sie wird nun zwar von dieser beschienen, und milsste uns so gut wie die
Planeten sichtbar sein auf ihrer Reise im Weltraume. Allein sie ist zu klein,
sie erhalt also auf ihrer Oberfliche zu wenig Licht, um uns so viel zuzu-
senden, dass wir sie sehen kionnten. Hieraus folgt, dass sie uns unsichtbar
bleibt, bis sie in unserer Atmosphdre weissglihend geworden, was etwa im
Durchschnitt in einer von Héhe 153 deutschen Meilen von der Frde geschieht,
und uns wieder entschwindet, wenn sie sich entweder aufgezehrt, oder wenn
es ihr gelungen, allerdings sehr erhitzt unserer Atmosphire wieder zu ent-
schliipfen. '

Begreiflicherweise hoffen die Naturforscher, dass diese Erscheinungen nicht
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wenig zur Aufklarung der schwierigen Frage iiber die Hohe unserer Atmo-
sphire beitragen werden.

Ich habe schon angefiihrt, dass in manchen Néchten des Jahres die
Sternschnuppen in ausserordentlich grosser Zahl auftreten. Von diesen sind
schon lange am meisten hervorgetreten die Nacht vom 10. August und die
Nichte "vom 12. und 13. November. Im Jahre 1833 beobachteten einige [20
amerikanische Astronomen, dass die feurigen Linien, welche die einzelnen
Sternschnuppen des Novemberschwarmes beschrieben, alle nach ein und dem-
selben Punkte des Himmelsgewtlbes, ndmlich nach einem genau bestimmbaren
Punkte des Sternbildes des Lowen hinwiesen. Sie nannten diesen Punkt den
Radiationspunkt. Professor Ormstep erkannte sofort in dieser Erscheinung
einen wichtigen Schliissel zur Losung des Réthsels der Sternschnuppen.

Weitere Beobachtungen ergaben, dass auch der Augustschwarm einen
solchen Radiationspunkt am Himmel habe, und zwar im Sternbilde des Per-
seus. Von nun ab gab es erst so zu sagen einen Lcitstern, die in den ver-
schiedenen Nachten des Jahres sich zeigenden Sternschnuppen zu gruppiren.
Jede solche Gruppe hat einen solchen herrschenden Mittelpunkt, einen Ra-
diationspunkt. Durch die Bemiihungen fleissiger Beobachter, namentlich des
Professors Hers zu Miinster, Jurws Scamipr in Athen und des englischen Ge-
lehrten Grey hat man jetzt nahezu hundert solcher Gruppen formirt und
ihre Radiationspunkte am Himmel bestimmt.

So lange menschliche Augen den Sternenhimmel bewundern, erregten die
Sternschnuppen ihre Aufmerksamkeit. Wie konnte es kommen, dass obgleich
seit den Zeiten Gariers das bewaffnete Auge selbst nach den entferntesten
Nebelflecken ausschaute, eine Thatsache wie dic der Radiation der Glieder
gines Sternschnuppenschwarms nach einem bestimmten Himmelspunkte bis in
die dreissiger Jahre unseres Jahrhunderts dem Scharfblicke der Astronomen [z1
entging? Nun die Antwort hierauf ist leider sehr leicht. Es galt noch bis
vor gar nicht langer Zeit nicht fir guten Ton, nicht eines wissenschaftlichen
Mannes wiirdig, mit solchen Proletariern unter den Himmelserscheinungen,
wie die Sternschnuppen es sind, sich zu beschiftigen. In solchen Gestéind-
nissen der Geschichte der Wissenschaft liegt wahrlich das heilsamste Gegen-
gift gegen den die Wissenschaft nicht selten gefihrdenden Gelehrtendiinkel.

Da ich mich hier auf das Nothdiirftigste beschrinken muss, so wollen
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wir bei den beiden wichtigsten Schwérmen, dem Augustschwarm und No-
vemberschwarm stehen bleiben, wovon der erstere die Perseiden, der letatere
die Leoniden genannt wird, ndmlich nach ihren Radiationspunkten. Was
hat ein Radiationspunkt fiir eine Bedeutung? Es ist eine bekannte Exfahrung,
dass parallele Linien in einiger Entfernung zusammenzulaufen scheinen, wie man
es jederzeit in einer lingeren Baumallee wahmehmen kann. Die Wege, welche
die einzelnen Sternschnuppen eines Schwarmes beschreiben, sind so weit von
uns entfernt, dass sie diesen Schein in hohem Grade hervorrufen miissen. In
der That sind in Wirklichkeit die feurigen Linien eines Schwarmes parallel,
und nur die perspectivische Téuschung lésst sie nach dem Radiationspunkte
22] convergiren. Jede der feurigen Linien ist ein Theil der Bahn eines Stern-
schnuppenkorperchens des Schwarmes um die Sonne. Dasselbe geht also seinen
Weg im Weltraume nicht vereinzelt, sondern ein méchtiger Schwarm solcher
Korperchen fliegt in parallelen Bahnen nebeneinander her.

In eine neue Phase trat die Lehre von den Sternschnuppen durch die
berithmte Abhandlung tiber die Sternschnuppen von ErMaNN in den Astrono-
mischen Nachrichten des Jahres 1839. Um uns eine deutlichere Vorstellung
von dem Wesentlichen derselben zu verschaffen, miissen wir die spateren Be-
stimmungen der Meteorenbahnen, namentlich die von ScHIAPARELLI mit zu
Hiilfe nehmen.

Der Augustschwarm fliegt mit grosserer oder geringerer Stirke am 10.
August jedes Jahres iiber unsere Kopfe hinweg. Die Bahnen seiner Mit-
glieder, oder wie man auch sagen kann, die Bahn des Schwarms ist nun
dahin ermittelt worden, dass sie eine Ellipse sei, deren Ebene gegen die Ebene
der Erdbahn um einen starken Winkel, namlich 64°3' geneigt ist. Ihr Um-
fang ist ausserordentlich viel grosser als der der Erdbahn; der Schwarm hat,
nimlich von der Sonne einen mittleren Abstand 50mal so gross als der der
Erde von der Sonne, und braucht 108 Jahre, um seinen Umlauf zu vollenden.

Wir thun nunmehr gut, wenn wir folgende Fiction anwenden. Ein himm-
lischer Kiinstler eile hinter dem Schwarme her — er muss allerdings schon
400 Meilen in der Minute machen — und zeichne fiir jede einzelne Stern-
23] schnuppe mit machtiger Farbe die Theile der jedesmal zuriickgelegten
Bahnstrecken nach, so wiirden wir, wenn der Maler vor 108 Jahren seine
Reise angetreten, jetzt einen gewaltigen elliptischen Ring von michtiger Breite
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am Himmel sehen, und das wire die Bahn des Augustschwarmes. Jedesmal
am 10. August passirt die Erde dieselbe Stelle dieses farbigen Ringes; der
Schwarm, den sie in diesem Jahre daselbst getroffen, ist iibers Jahr weit im
farbigen Ringe fortgeeilt, und doch findet die Frde an derselben Stelle den
Raum nicht leer, ein neuer Schwarm, welchem derselbe farbige Ring als Bahn
angehort, schiesst auf sie los. Da dieses ein Jahr ums andere so fortgeht, so
schliesst man daraus, dass der farbige Ring in seiner ganzen Ausdehnung von
eilenden Sternschnuppen erfiillt ist. Der fictive Ring ist ein wirklicher ge-
worden, mit Materie erfiillt. Dieser Ring wire das ganze Jahr hindurch am
Himmel zu sehen, wenn das ihm von der Sonne geliehene Licht nicht zu
schwach wire. Nur in der Nacht des 10. August, wo wir ihn passiren, wird
ein Theil desselben in der oben angegebenen Weise durch unsere Atmosphare
in leuchtende Sternschnuppen verwandelt. Von seiner Dicke kann man sich
eine Vorstellung daraus machen, dass die Erde, welche in einer Secunde
4 Meilen weit fliegt, volle 6 Stunden braucht, um ihn zu passiren. Es haben
danach Ermann und Bocustawskr seine Dicke auf 864000 geogr. Meilen be-
rechnet.

Die Bahn der Leoniden, oder des Novemberschwarms, ist ebenfalls [2
bestimmt worden. Dieselbe ist ebenfalls eine Ellipse, noch gewaltig genug
an Umfang, aber geringer als der Ring des Augustschwarmes, es ist namlich
nach ScriaPAReLLI der mittlere Abstand des Novemberschwarms von der Sonne
das 10ifache des mittleren Abstandes der Erde von der Sonne. Die Ebene
seiner Bahn schmiegt sich mehr der  Erdbahn an, sie hat gegen dieselbe nur
eine Neigung von 17°44". Der Schwarm durchlduft seine Bahn in 33§ Jahren,
Machten wir wieder die Fiction, dass diese Bahn mit uns sichtbarer Farbe
im Himmelsraume festgebannt ware, so ist dieselbe zwar in einem grossen
Theile mit eilenden Sternschnuppen erfillt. Denn drei Jahre hintereinander
trifft die Frde, wenn sie auf ihrer Sonnenreise an derselben Stelle der Bahn-
Ebene des Novemberschwarmes in den Nachten des 12. und 13. November
ankommt, michtige Meteorschwérme an. Bei der Wiederkehr nach 4 Jahren
aber ist es bis auf einige Nachziigler leer geworden, und erst nach 33 Jahren,
wenn der Schwarm seinen Umlauf vollendet, erneuert sich das Schauspiel.
Das letzte Mal ging die Erde durch den Novemberschwarm hindurch in den
Jahren 1866—69, und bot besonders im Jahre 1867 in Nordamerika am 12,
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und 13. November das Schauspiel eines Sternschnuppenschauers in seiner
ganzen Pracht. 33 Jahre vorher, am 12. November 1833, bewunderte und
25| beschrieb ArAco das Phanomen und noch 33 Jahre vorher beobachteten
Avexanoer v. Houpordr und Boneraxp den Feuerregen des 12. und 13. No-
vember. A

So wire denn also die am Himmel festgemachte Bahn der Leoniden nicht
iiberall ausgefiillt, aber wie méchtig lang der Schwarm, der sich auf dieser
Bahn fortbewegt, sein miisse, ergiebt sich daraus, dass, obgleich jedes Glied
des Schwarmes in jeder Secunde durchschnittlich 6 geogr. Meilen fliegt, die
Frde drei Jahre hintereinander an derselben Stelle Sternschnuppen dicht ge-
sdet findet. Hier haben wir also ein Ringstiick, welches sich in unserer far-
bigen Ellipse in 33; Jahren herumbewegt.

Ahnliche Meteormassen wie die des August und November durchziehen
den Himmelsraum in unabsehbarer Zahl. Sie schieben sich ihrer ganzen
Linge nach hnlich wie diese in Bahnen um die Sonne fort, die entweder
auch Ellipsen sind und uns ebenfalls periodisch sichtbar werden, oder in
Parabeln oder Hyperbeln, in welchem Falle sie sich auf einem der unend-
lichen Zweige dieser Linien in den Weltraum verlieren. Die Bahnen dieser
verschiedenen Meteorschwirme sind unter allen moglichen Winkeln gegen die
Ebene der Ekliptik geneigt, so dass man mit Recht sagen kann, das ganze
Sonnensystem wird von Meteorkorperchen durchschwérmt. Zieht man hierzu
die Thatsachen, dass unser ganzes Sonnensystem sich im Weltraum fortbewegt,
26] so miissen wir schliessen, dass nirgendwo in demselben 8de Leere herrscht,
vielmehr iiberall ein lustiges Jagen und Rennen materieller Individuen statt-
findet.

So standen die Dinge, als im Jahre 1866 ScriaPARELLI mit dem kiihnen
Gedanken auftrat, Cometen und Sternschnuppen seien nicht von einander
verschieden, ndmlich Sternschnuppenschwirme seien abgetrennte Theile eines
Cometen. _

Seine Griinde sind sehr einfach. Jedermann ist die Erscheinung von
Ebbe und Fluth bekannt. Welcher Ursache verdankt diese die Entstehung?
Nun, die verschiedenen Theile der Frde sind vom Monde ungleich weit ent-
fernt, die Stirke der Anziehung des Mondes auf einen Theil der Erde ver-
ringert sich aber im umgekehrten Quadratverhltniss der Entfernung, demnach
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zieht der Mond die verschiedenen Theile der Erde verschieden stark an. Steht
der Mond in unserem Zenith, so hat er das Bestreben uns und unsere Anti-
poden so weit als moglich auseinanderzutreiben. Dass wir nicht auseinander-
gehen, verdanken wir der an sich respectabelen Anziehungskraft der gesammten
FErdmasse auf ihre einzelnen Theile. Es kémpfen hier zwei Krifte gegen-
einander und nach den unerbittlichen Gesetzen der Mechanik — siegt immer
die starkere. Aber die stirkere biisst dabei so viel an Macht ein, als der
unterliegende Theil zur Verfigung hatte, der Sieger gebietet alsdann nur
iiber den Uberschuss. Dieser Uberschuss ist zu schwach, um die trotzige
Masse des Festlandes auseinanderzutreiben, das nachgiebigere Wasser folgt [2r
ihr, und dieser Folgsamkeit verdanken wir die Erscheinung der Ebbe und Fluth.

Dieselbe Naturkraft aber, welche uns Ebbe und Fluth verursacht, bringt
manchen Cometen ins Verderben, bereitet ihm einen schnelleren oder langsame-
ren Untergang. Wenn wir von den physischen Beschaffenheiten der Cometen
auch ganz absehen, so ist doch allbekannt, dass die Dichtigkeit der in ihnen
angehduften Materie sehr gering sei, weil sie das Licht hinter ihnen stehender
Sterne nicht bloss nicht abhalten, sondern auch wie aus den sorgfaltigen Mes-
sungen von Besser und STrUvE hervorgeht, nicht einmal — wie es unsere
atmosphérische Luft thut — brechen, d. h. von seiner Richtung ablenken.
Filllt man daher zwei gleich grosse Wiirfel mit Luft und Cometenmaterie, so
enthdlt demnach der letztere ausserordentlich viel weniger Massentheilchen
als der erstere.

Gelangt also eine so lockere Masse, wie ein Comet es ist, auf seiner Reise
im Weltraum in die Anziehungssphire der Sonne, so wird alsbald durch die
‘Verschiedenheit der Anziehung derselben auf die verschieden entfernten Theile
des Cometen eine Kraft hervorgerufen, &hnlich der, welche auf der Erde die
Erscheinung der Ebbe und Fluth hervorruft. Aber die Masse des Cometen ist
so unvergleichlich viel nachgiebiger als das Wasser, dass sich Theile des Co-
meten loslosen. ScriAPARELLI nennt daher diese Kraft die auflosende Kraft [28
der Sonne. Dieselbe wird um so energischer, je mehr der Comet sich in seiner
Bahn der Sonne nahert, da die Verschiedenheit der Abstinde der einzelnen
Theile desselben um so mehr ins Gewicht fallen, je weniger betrichtlich sie sind
— ein Umstand, der ja auch zur Folge hat, dass die Mondfluthen die Sonnen-
fluthen so sehr an Hohe iiberragen. — Was geschieht nun mit den losgeldsten
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Cometentheilen? Jeder Korper, und mag er kleiner wie ein Sandkérchen, diinner
wie die Luft in den GEmssuerschen Rohren sein, muss qua Materie, wenn er ins
Reich der Sonne kommt, sich in einer Fllipse oder einer Parabel oder einer
Hyperbel um die Sonne bewegen. Der losgeldsten Cometenmasse wird die Wahl
unter diesen Bahnen nicht schwer werden, sie wird ndmlich in demselben
Geleise verbleiben, in welchem sich ihre Mutter, der Comet, bewegt. Nun
sagt ScHiAPARELLI, diese losgeldste Cometenmaterie sei eben jener Schwarm
eilender Korperchen, die uns als Sternschnuppen erscheinen. Wahrlich nichts
ist einfacher als diese Theorie. Und doch wiirden ihr die ungldubigen Natur-
forscher nur das Lob einer geistreichen Hypothese gespendet haben, wenn sie
nicht sichtbarlich durch die Erfahrung sich hatte bestitigen lassen. Das ist
aber in reichlichem Masse geschehen. Orpporzer in Wien hatte die Bahn des
grossen Cometen des Sommers 1862 in den Astronomischen Nachrichten
29] sorgfaltig bestimmt. Fine Vergleichung dieser Bahn mit der schon oben
erwihnten des Augustmeteors lieferte ScrraparELLI das iiberraschende Resultat,
dass beide Bahnen zusammenfallen, und so sprach ScmisPARELLI das grosse
Wort aus: der grosse Comet des Sommers 1862 ist die Mutter der Perseiden,
des Augustschwarms, Mutter und Kind laufen in demselben Geleise um die
Sonne. Kurze Zeit darauf (am 28. Januar 1867) erschien wieder von OpPoLzER
in den Astronomischen Nachrichten die Bahnbestimmung des Cometen
1866 No. I oder des Tempetschen Cometen, und schon am 29. Januar ge-
langten Perers in Altona, OrpporzEr und ScHisparernl, alle drei unabhingig
von einander zu dem Resultate, dass der TemPELsche Comet die Mutter der
Leoniden, des Novemberschnuppenschwarms sei, dass beide, Comet und der
von ihm losgeldste Theil, in ein und demselben Geleise um die Sonne kreisen.
Seitdem ist es gelungen, zu noch vielen anderen Sternschnuppenschwirmen
die beztiglichen Cometen zu finden, aus denen sie entstanden und mit welchen
sie in gemeinsamer Bahn um die Sonne laufen.

Wenn der Comet, von dem durch die auflésende Kraft der Sonne Stern-
schnuppencomplexe abgetrennt werden, sich wieder in seiner Bahn von der
Sonne entfernt, so wird zwar die auflosende Kraft der Sonne fortwirken und
immer neue Masse von ihm trennen, aber mit der Entfernung von der Sonne
30] wird diese auflosende Kraft immer geringer und geringer. Immer diinner
und diinner wird also der Riickstand, welchen der Comet in seinem Geleise
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guriicklisst, und der ihm nacheilt. Aber wenn der Comet sich wieder der
Sonne ndhert, verstirkt sich wieder seine Auflésung und das geht so fort.
Es hat demnach keine Schwierigkeit, zu begreifen, wie sich z. B. nach und
nach der Ring des Augustphdnomens, welchen wir oben beschrieben, bilden
konnte.

Leverrier hat berechnet, dass die kosmische Wolke, welche den TEmpEL-
schen Cometen bildet, im Jahre 126 unser Zeitrechnung aus fernen Welt-
rdumen in unser Sonnensystem eingediungen. Die Sonne hat ihm seitdem
sehr arg mitgespielt, sie hat von ihm den oben beschriebenen gewaltigen
Schwarm der Novembersternschnuppen losgelost, wahrend der Comet selbst den
Beobachtern immer kleiner und kleiner erscheint. Sein wahrscheinliches Loos,
so wie das vieler seiner Briider ist, ganz und gar in einen Sternschnuppenring
aufgelost zu werden. So arg spielt die Sonne in ihrer Fiirsorge fir die Ord-
nung ihres Reiches den Eindringlingen in dasselbe mit.

Vor der Scumparerrischen Frklarung der Sternschnuppen waren die Ex-
fahrungen, die man am Bieraschen Comet gemacht, wunderbare Rathsel.
Dieser Comet gehorte zu den ordentlichsten Himmelsbiirgern. Er legte in je
6+ Jahren seine Bahn um die Sonne zuriick und fand sich regelméssig zur
bestimmten Zeit an bestimmter Stelle, den Befehlen der Astronomen gehorsam,
ein. Da plotzlich theilte er sich im Jahre 1846 vor den Augen der Be- [31
obachter in zwei Theile. Beide Theile liefen nun sich von einander immer
mehr entfernend 20 Jahre als getrennte Cometen neben einander her, bis sie
im Jahre 1866 ganz und gar verschwanden.

Die Spaltung dieses Cometen hat nach der Scmparzruschen Theorie
nichts Befremdliches. Es ist die anflosende Kraft der Sonne, welche dieselbe
bewirkte. Nach derselben Theorie musste man auch erwarten, dass die ver-
schwundenen Theile sich in Sternschnuppen aufgelost haben. Diese Frwartung
hat sich erfiillt, und die Scrspareriische Theorie hat einen glinzenden Triumph
gefeiert. Wir waren alle Zeugen davon. In diesem Winter am 27. November
fand eines der grossartigsten Sternschnuppenphénomene statt. Es war dasselbe
nur ein starkes Auftreten cines um diese Jahreszeit in bestimmten Perioden
sich wiederholenden Sternschnuppenschauers, welchen man der Auflosung des
Bieraschen Cometen zu verdanken glaubte.

In der Richtung der Fortbewegung der Sternschnuppen, d. h. nach dem

Fuchs, mathom, Worke, I1I 50
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Himmelspunkte hin, welcher dem Radiationspunkte gerade gegeniiber liegt,
hatte man suchen miissen, ob sich nicht in Begleitung der Sternschnuppen
Reste des BreLaschen Cometen entdecken liessen. Dieser Himmelspunkt liess
sich aber in unseren Gegenden nicht gut beobachten. Da kam der Géttinger
32] Astronom Krinkerrues auf den gliicklichen Gedanken, den Astronomen Poc-
son auf Madras, welcher Ort der Beobachtung der genannten Himmelsstelle
giinstig war, am 30. November telegraphisch aufzufordern, daselbst nach dem
Cometen zu suchen. Am 3. December fand Pocsox wirklich an der be-
zeichneten Stelle einen Cometcn. Indesscn, um einen Cometen als einen be-
stimmten, hier also als den Bieraschen zu legitimiren, dazu braucht man eine
Anzahl scharf markirter Kennzeichen. Diese konnten so schnell in zureichen-
dem Masse nicht signalisirt werden. Da half wieder Oprorzer, welcher durch
seine Beobachtungsenergie schon so viel zur Glorificirung der ScHIAPARELLI-
schen Lehre beigetragen. Durch scharfsinnige Combination des unzureichenden
Beobachtungsmatcrials hat er es hochst wahrscheinlich gemacht, dass der von
Posson beobachtete Comet der Kopf des Bieraschen Cometen sei. — Sehen
wir aber auch ganz von der Frage des Bieraschen Cometen ab, so ist die
eine Thatsache unangreifbar feststehend, dass Kuinkerrues durch die Stern-
schnuppenerscheinung im Stande war, einen Cometen — den Urheber der Er-
scheinung — in der Bahn des Sternschnuppenschwarms zu entdecken.

Glanzender konnte die ScuiaParernische Theorie nicht bewdhit werden.
Ein selten schones Loos fiir eine menschliche Entdeckung.

So werden wir durch das Datum der Entdeckung Scmiaparerus auf das
denkwiirdige Jahr 1866 zurfickgefithrt. Wir sehen in demselben die italienische
33] Nation mit der unsrigen vereint nicht nur auf der Arena des Kampfes fiir
das Vaterland, sondern auch des Kampfes, dessen Ziel die Erweiterung der
Grenzen unseres Wissens ist. Wenn wir von der Betrachtung der unermess-
lichen Weltrdume zu unserer Erde zurfickkehren, so konnte ein enges Gemiith
und ein kurzsichtiges Auge leicht verfithrt werden, diese kleine Erde mit dem
Treiben der auf derselben befindlichen Geschtpfe kleinlich zu finden. Der
Naturforscher ist vor diesem Irrthum sicher — er weiss es, dass die Welt im
Kleinen; die Welt unter dem Mikroscop und noch mehr die Welt der sich
unserem Auge ganz entziehenden Atome ebensoviel gilt als die Welt im
Grossen, dass das unermesslich Grosse und unermesslich Kleine nur relativ
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von einander verschieden sei. Und wer ist es, in dem sich beide Vorstellungen
vereinen? Es ist das winzige Geschopf, der Mensch, dessen Geist, selber un-
endlich, die beiden Pole der Unendlichkeit erst in¥die Natur hineintrigt.

Wihrend wir also auf unserer Excursion in das ferne Weltreich die
selbstsiichtige Illusion verloren, der Mittelpunkt des Kosmos zu sein, auf
welchen iberall die Zwecke der Natur hinwiesen, wie die Halbmesser eines
Kreises auf dessen Centrum, so haben wir als Frsatz das unvergleichlich
erhabenere Bewusstsein mitgebracht, durch die Kraft unseres Geistes das [34
ganze Weltall umfassen, so zu sagen den Kosmos reproduciren zu kénnen.

Muss nicht dieses Bewusstsein auch eine hohere Werthschitzung der
tibrigen Ideen, deren Tréiger der menschliche Geist ist, also insbesondere der
Ideen der Sittlichkeit hervorrufen? Zwar wird die Vergleichung mit den
Ideen, welche der Naturforschung zu Grunde liegen, uns belehren, dass so
wie diese auch die Ideen der Sittlichkeit in ihrer Anwendung dem Irrthume
unterworfen sind. Allein sie lehrt uns auch, dass die Ideen an sich — von
ihren Anwendungen unabhdngig — ewig unverdnderlich sind, dass sie uns
durch ein Labyrigth von Inrthiimern, wenn auch nur in asymptotischer An-
naherung, zur Wahrheit fithren werden.

Wenn wir also von unserer Himmelsreise auf unsere Erde zuriickkehren,
so werden wir — weit davon entfernt, das, was auf derselben um uns herum
durch Menschenhand vollbracht wird, gering zu schitzen — vielmehr ein
offenes Herz allem Grossen und Edlen, das sich darin kundgiebt, entgegen-
tragen.

Wenn wir also von unserer Himmelsbetrachtung aus auf das Jahr 1866
hingefiihrt werden, so wird die Erinnerung an die Thaten dieses Jahres —
vollbracht im Namen der erhabenen Idee des Vaterlandes — auf unser Ge-
miith einen um so gewaltigeren Eindruck machen. Und — es ist das eine [35
herrliche Eigenschaft der menschlichen Natur — von dem Vollbrachten wenden
wir uns sofort dem Vollbringer zu in inniger Dankbarkeit. Wir huldigen
unserem Kaiser, welcher damals in seltener Seelengrosse die durch die Ge-
schichte unseres Vaterlandes geschaffenen Hemmnisse zu {iberwinden und den
Grundstein zu unserem neuen deutschen Reiche zu legen vermochte. Wir
wissen alle, wie michtig dieser konigliche Vorgang engherzig erbaute Schranken
erschiittert, und das bis dahin nur als lebendige Kraft latente nationale Be-
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wusstsein der Deutschen zur energievollen Thitigkeit befreit hat. Und wir
preisen unsern Kaiser und uns gliicklich, dass schon nach Verlauf weniger
Jahre unter seiner heldenmiithigen Fithrung der herrliche Bau selber hat voll-
fihrt werden konnen, dass der Traum vieler Jahrhunderte in einer so kurzen
Spanne Zeit zur Wirklichkeit geworden. — Doch noch ist das Gebiude nicht
nach allen Seiten geschlossen, von allen Seiten stiirmen feindliche Elemente
heran, in die Liicken einzudringen und die Grundfesten zu untergraben. Aber
die starke Hand unseres Kaisers, die starke Hand, welche die Vorsehung. Zux
Vollbringung so grosser Thaten ausersehen, wehrt heldenmiithig alle Angriffe
ab und umgiebt das neue Gebdude mit kréftiger Schutzwehr. Moge diese
starke Hand noch lange Jahre unser Schirm und Schutz sein. Mdge es
36] unserem Kaiser noch vergonnt sein, sein Werk vollendet und unangreif-
bar zu schauen. Mbge er als schonsten Lohn heiliger Pflichterfiillung noch
sehen konnen, was ein grosses deutsches Reich in Frieden an Grossem und
Erhabenem zu schaffen vermag.
Gott segne und erhalte unseren Kaiser und Konig.
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Hochansehnliche Versammlung! [s
Geehrte Collegen!

Liebe Commilitionen!

In einer Zeit, in welcher die Anwendungen der Naturwissenschaften auf
alle Zweige menschlichen Schaffens einen so gewaltigen Umfang angenommen
haben, dass das allgemeine Interesse durch die Errungenschaften auf den Ge-
bieten der Technik vollstandig absorbirt wird, und die Schopferin dieser Er-
folge, die theoretische Wissenschaft, ganz in den Hintergrund des dffentlichen
Interesses gedréngt erscheint, ist es wohl nicht iiberfliissig, sich des Verhalt-
nisses bewusst zu werden, in welchem die reine Wissenschaft, die Theorie,
zu ihren Anwendungen, der Praxis, steht, sich den Einfluss vor Augen zu
fuhren, welchen Theorie und Praxis gegenseitig auf einander ausgeiibt haben.

Es wirde selbstverstindlich an dieser Stelle unméglich sein, alle Zweige
der Naturwissenschaften in den Kreis unserer Betrachtung zu ziehen. Wenn
ich mir aber die Beschrinkung auferlege, nur die sogenannten exacten Natur-
wissenschaften ins Auge zu fassen, so dirfte gewiss der grossere Theil meiner
Ausfihrungen fir die iibrigen Naturwissenschaften bestehen bleiben. Ich
habe mir aber die exacten Naturwissenschaften auserwahlt, nicht nur, weil sie
meinem speciellen Forschungs- und Lehrgebiet, der Mathematik, am néchsten
stehen, sondern vielmehr weil die Mathematik den genannten Zweigen der [4
Naturwissenschaften geradezu zugezéhlt werden muss.

Um dieses gerechtfertigt zu finden, ist es nicht néthig, hier in eine tiefere
Speculation einzugehen. Es liegt auf der Hand, dass die Objecte der Natur-
betrachtung, soweit sie durch Maass und Gewicht in Raum und Zeit erfasst
werden konnen, ihren addquaten Ausdruck in den geometrischen und ana-
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lytischen mathematischen Formen finden. Aber auch umgekehrt haben die
mathematischen Gebilde ihren entsprechenden Ausdruck in den Naturerschei-
nungen, wenn auch diese Naturerscheinungen erst spiter, lange nachdem die
mathematischen Gebilde gewissermaassen divinatorisch erzeugt waren, uns be-
kannt werden. FEs mogen zur Erliuterung einige Beispiele geniigen.

Der Mathematiker construirt die Fliche, welche unter dem Namen des
Ellipsoids bekannt ist, aus rein geometrischen Anschauungen. Fine specielle
Form dieses rdumlichen Gebildes, das Sphdroid, welches durch Umdrehung
einer Ellipse um ihre kleine Axe entsteht, erweist sich in der Natur als die
uns alle gar sehr interessirende Form des von uns bewohnten Himmelskorpers,

Viele Jahrhunderte, ehe KerrrErR gezeigt, dass die Planeten, also auch
unsere Erde, sich in einer Ellipse um die Sonne bewegen, waren die Mathe-
matiker von rein theoretischen Gesichtspunkten zur Betrachtung dieser krum-
men Linie und zur Erforschung ihrer Figenschaften gelangt.

Die Eigenschaft derselben Linie, dass die von den beiden Bremnnpunkten

nach einem Punkte der Linie gezogenen Strahlen mit der Tangente daselbst
gleiche Winkel bilden, findet in der Optik und Akustik ihren Ausdruck darin,
dass die von einem der Brennpunkte eines elliptisch gebauten Gewdlbes aus-
gehenden Licht- oder Schallwellen nach ihrem Auftreffen auf die Wand sich
in dem anderen Brennpunkte concentriren.
5] Aber auch in der Methode der Forschung sind Mathematik und exacte
Naturforschung nicht wesentlich verschieden. Diese Behauptung wird paradox
nur denjenigen erscheinen, welchen nur die fertigen Formen und Beweis-
methoden der Mathematik bekannt sind, nicht aber den Forschern auf diesen
Gebieten. Wie der Naturforscher Naturerscheinungen gegeniibersteht, welche
zuverldssig nach gewissen Gesetzen verlaufen, und bestrebt ist, diese Gesetze
durch Beobachtung, Vergleichung mit bekannten Naturerscheinungen und Ver-
suchen mit Hiilfe entweder schon vorhandener oder erst zu construirender
Werkzeuge zu erforschen, gerade so steht der mathematische Forscher ge-
wissen Gebilden gegeniiber, welche ebenso zuverldssig gewissen Gesetzen unter-
liegen, und ebenso muss derselbe durch Vergleichung mit anderweitig be-
kannten Thatsachen der Mathematik und durch Anwendung bereits vorhan-
dener oder erst herzustellender Hilfsmittel die Geheimnisse dieser Gebilde
zu entschleiern suchen.
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Ich wiinschte wohl hier zu zeigen, dass diese Ubereinstimmung der For-
schungsmethoden mehr als eine bloss oberflichliche sei, wenn nicht eine
solche Auseinandersetzung den Rahmen dieses Vortrages iiberschritte.

In unserem Zeitalter, in welchem die Anwendung der Dampfkraft und
der Electricitit so bewundernswerthe Verinderungen in der Lebensfiihrung
des menschlichen Geschlechtes herbeigefiihrt hat, in welchem durch die Er-
leichterung des Verkehrs der Menschen unter einander der Austausch nicht
nur der materiellen, sondern auch der geistigen Giiter in so gewaltiger Weise
gefordert, durch die Finfihrung von Maschinen die Production in allen ge-
werblichen Unternehmungen so zu sagen ins Unermessliche gesteigert und
dafiir die Arbeit menschlicher Hand in hohem Maasse bewerthet worden ist,
in unserem Zeitalter, sage ich, ist es besonders wichtig, sich gegenwirtig zu
halten, dass schon in allen Zeitaltern, von welchen uns die Geschichte be- [6
richtet, Forschritte gemacht worden sind, welche fiir jede dieser Zeitepochen
von michtigen Einwirkungen auf das menschliche Leben gewesen sind.

Da das Neue sich stets auf Grund des bereits Vorhandenen aufbaut,
musste natiitlich die Geschwindigkeit des Fortschrittes in dem Maasse sich
steigern, wie ein Zins auf Zins angelegtes Capital sich zu einem immer
grosseren nnd grosseren Capital aufspeichert. Fragen wir unms, aus welcher
Quelle die immer neuen Machtmittel zur Bekdmpfung und Ausnutzung der
Naturkrifte dem Menschen zufliessen, so lehrt uns die Geschichte, dass diese
Quelle nur selten die auf ein bestimmtes Ziel gerichtete Arbeit des Menschen
gewesen ist. Denn der Zusammenhang zwischen den einzelnen Erscheinungen
in der Natur ist meistentheils sehr verborgen, und was in der Natur dicht
neben einander hergeht, tritt dem Menschen ebenso wie dasjenige, was weit
auseinander zu liegen scheint, durch lange Jahrhunderte als indifferent in
Bezug auf einander entgegen. Wer hitte z. B. noch im Anfange unseres
Jahrhunderts zu sagen vermocht, dass Warme, Licht und Electricitit ein und
derselben Quelle entstammen?

Das wahre Bindeglied zwischen den einzelnen Errungenschaften der
Menschheit ist die Wissenschaft, diejenige Bethatigung des menschlichen
Geistes, welche in das Wesen -der Dinge einzudringen bestrebt ist, allein um
der Erkenntniss willen, ohne auf den Nutzen oder auf die Losung eines

praktischen Problems zu zielen.
Fuchs, mathom, Werke, III. 51
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Es zeugt von einer vollstindigen Verkennung des Wesens der Wissen-
schaft, wenn einer meint, dass ein auf Grund von Erfahrungsthatsachen er-
wachsenes und auf einen bestimmten Zweck gerichtetes Problem geldst werden
konne, wenn ihn nicht das Gliick dahin begiinstigt, dass er in der Wissen-
schaft die Hilfsmittel zur Losung vorbereitet findet. Denn in der Forschung
7] nach wissenschaftlichen Wahrheiten muss der menschliche Geist sich von
dem Besonderen loslosen und sich zu freiem Fluge nach allen Richtungen
entfalten. Er darf nicht bei einer Vorstellung stehen bleiben, er muss viel-
mehr die mannigfaltigsten Gebilde durchmustern und in scheinbar indifferenten
Dingen das Gemeinsame zu erfassen streben. Was schwer losbar oder un-
losbar in besonderer Sphire erscheint, wird oft in unerwarteter Weise von
einer scheinbar fern von ihr liegenden Sphire belichtet, und die Gesetze der
einen werden durch die der anderen enthiillt. Die Geschichte der Wissen-
schaft lehrt, dass oft Jahrhunderte andauernde Arbeit des frei thitigen mensch-
lichen Geistes, welche ohne einen anderen Zweck, als den der Aufdeckung
wissenschaftlicher Wahrheiten unternommen war, in unerwarteter Weise zur
Auffindung weltbewegender Naturgesetze gefithrt hat.

Es sei mir gestattet, an einem Beispiele die Art, wie die Wissenschaft
arbeitet, hervorzuheben.

Die ersten Anfinge der Geometrie sowie alle Anfinge naturwissenschaft-
licher Bethétigung haben ihren Ursprung in den Anforderungen des téglichen
Lebens.  Allmahlich loste sich aber die Geometrie von dem beschrinkten
Standpunkte des Suchens nach dem unmittelbar Niitzlichen los, es entstand
die eigentlich wissenschaftliche Geometrie. Die vollendetste Ausbildung fand
dieselbe in den alten Zeiten bei den Griechen, demjenigen Volke, bei welchem
die Keime fast aller unserer Wissenschaften zu suchen sind. Man braucht,
was die Grundlagen der Geometrie anbetrifft, nur den Namen Eukrm zu
nennen, dessen Werk noch heutzutage ein mustergiltiges Lehrbuch dieser
Wissenschaft bildet. Zu den schonsten Errungenschaften der griechischen
Mathematiker auf dem Gebiete der Geometrie gehdrt die Theorie der drei
krummen Linien Ellipse, Hyperbel, Parabel, welche unter dem Namen Kegel-
8] schnitte bekannt sind. In spateren Jahrhunderten haben andere Nationen
dieselbe Theorie vertieft und sie auf andere Gebilde ausgedehnt.

Wenden wir fiir einen Augenblick unser Augenmerk von diesem schein-
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bar so begrensten Gebiete menschlichen Forschens weg und auf nichts Ge-
ringeres als auf das Weltall hin. Jedem Gebildeten ist es bekannt, welche
Anstrengungen die hervorragendsten Philosophen und Naturforscher durch
Jahrhunderte hindurch gemacht, um das Gesetz der Bewegung unseres Pla-
netensystems zu erforschen, wie viele Theorieen aufeinander gehiuft worden
waren, welche schon durch ihre Complication den Stempel des Unnatiitlichen
an sich trugen, und in der That auch von den Erscheinungen der Natur nicht
vollkommen Rechenschaft gaben; bis es Krrprrr nach einer durch zwanzig
Jahre fortgesetzten Bearbeitung des Tycmo DE Brammschen Beobachtungs-
materials gelang, die Bewegung der Planeten durch die drei Gesetze, welche
wir mit dem Namen der Kepprerschen bezeichnen, in der natiirlichsten und
in vollkommen erschopfender Weise zu erkliren. Ich muss diese Gesetze
hier wiederholen, um den Zusammenhang mit dem Vorhergehenden hervor-
treten zu lassen:
I. Die Planeten bewegen sich in Ellipsen, in deren einem Brenn-
punkte die Sonne sich befindet.
II. Die von diesem Brennpunkte nach dem Planeten fithrenden Strahlen
beschreiben in gleichen Zeiten gleiche Flachenrdume.
III. Die Quadrate der Umlaufszeiten verhalten sich wie die Cuben der
grossen Axen ihrcr Bahnen. 4

Treten wir jetzt in eine dritte Sphire der Naturforschung ein, welche
wieder scheinbar von den beiden vorhergehenden abseits liegt. Newron war,
wie man erzihlt, durch das Fallen eines Apfels von einem Baume zum Nach-
denken iiber die Ursache des Falles angeregt worden, und wurde zu dem
Resultate gefiihit, dass eine Einwirkung der Erdmasse auf die Masse des [o
fallenden Korpers die wahve Ursache sei, ein Resultat, aus welchem sich die
Fallgesetze in ungezwungener Weise ergeben.

Man stand also zu dieser Zeit dvei Thatsachen gegeniiber, wovon jede
einer besonderen wissenschaftlichen Sphérc angchérte: die Natur und die
Eigenschaften der Kegelschnitte, die KeppLerschen Gesetze und die Massen-
anziehung, welche der Erdkdrper auf die Korper an seiner Oberflache ausiibt.
Aus diesen Thatsachen folgerte Newron auf analytischem Wege, dass die
Planeten von der Sonne mit einer Kraft angezogen werden, welche direct

proportional ihren Massen und umgekehrt proportional dem Quadrate ihrer
51%
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Entfernungen ist; sowie, dass fiir alle Planeten das Grundmaass der Anziehung
dasselbe ist.

Dieses Gesetz, welches sich dahin zusammenfassen lasst, dass die Kraft,
mit welcher zwel wigbare Massen auf einander wirken, fir alle wigbaren
Massen von derselben Natur ist und dem Producte der Massen direct, dem
Quadrate ihrer Entfernung umgekehrt proportional wirkt, beherrscht also die
Bewegungen der Himmelskorper, soweit sie den Raum erfiillen, ebenso wie
die Bewegung eines an der Erdoberfliche fallenden Steines.

Diesem Gesetze hatte linger als ein Jahrhundert nach seiner Entdeckung
die Beschrinkung auf die wigbaren Massen angehaftet, als es CouLoMB mit
Hiilfe der Torsionswage gelang, die Kraftwirkung elektrischer und magnetischer
Massen einer Messung zu unterwerfen und festzustellen, dass zwei elektrische
oder zwei magnetische Massen sich mit einer Kraft anziehen oder abstossen,
welche dem Producte der Massen direct, dem Quadrate ihrer Entfernung um-
gekehrt proportional ist. Jetat gelangte die Wissenschaft durch Induction zu
dem Schlusse: Das Nrwronsche Gesetz gilt nicht nur fir die wigbare Materie,
10] es ist vielmehr ein allgemeines Naturgesetz fiir alle Wirkungen von Massen
auf einander, welcher Natur diese Massen auch sein mogen.

Diesem Bilde von der Arbeit der Wissenschaft liesstn sich, wenn die
Zeit es gestattete, zahlreiche andere anreihen. Welche schone Aufgabe wire
es beispielsweise, die Entwickelung der Lehre der galvanischen Strome zu
verfolgen, von den ersten Versuchen Garvanis an einem bei der Beriihrung
mit verschiedenen Metallen zuckenden Froschschenkel bis auf unsere Zeit,
wo die electrischen Drihte sich fast iber die ganze Erde hinziehen! Wir
wiirden auch hier sehen, wie Ménner der Wissenschaft, allein von dem Streben
nach der Erforschung der Naturgesetze getrieben, Versuche mit unablissigem
Eifer verfolgen, welche weit von einer unmittelbaren praktischen Anwendbar-
keit entfernt sind (wie es ja auch die Versuche von Garvant und Vorra waren),
oder wo sie, wie Gauss und WEBER bei der Verwendung der Entdeckung von
Oxrstep auf die Anlage eines Telegraphen auf, praktisch verwerthbare Resul-
tate stiessen, welche ihnen reichen materiellen Gewinn und Popularitit ver-
sprachen, solche Verwerthung anderen iiberlassen, um unbehindert ihre For-
schungen — in welchen sie nicht von anderen vertreten werden zu konnen
hoffen durften — zum Segen der Menschheit fortzusetzen.
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Die Anfinge der exacten Naturwissenschaften, sagten wir vorhin, haben
ihren Ursprung in den Anforderungen, welche das praktische Leben an den
Menschen stellte. So berichtet uns beispielsweise Hrrovor, dass die Aegypter
zur Erfindung der Geometrie durch die Nothwendigkeit gefiihrt wurden, die
in Folge der Niliiberschwemmungen verloren gegangenen Landesbegrenzungen
wieder herzustellen.

Da Messen und Zihlen untrennbar mit einander verbunden sind, so haben
wir mit Wahrscheinlichkeit auch die Wiege der Arithmetik in Aegypten auf-
zusuchen.

Um eine Fintheilung der periodisch wiederkehrenden Jahres- und [u
Tageszeiten zu finden, und insbesondere auch um sich bei ihren Fahrten auf
dem Meere orientiren zu kionnen, wurden schon in uralter Zeit die Menschen
zur Beobachtung des Himmels hingeleitet. Wenigstens entstanden aus solchen
praktischen Bediirfnissen die ersten Anfinge der wissenschaftlichen Astronomie
bei den Chaldédern.

Bekannt ist, dass ArcumEDEs durch den Auftrag des Konigs Hrero von
Syrakus, den etwaigen Silbergehalt seiner Krone festzustellen, zur Auffindung
eines Grundgesetzes der Hydrostatik gefiihrt wurde, welches seinen Namen
tragt.

Aber auch, nachdem die einzelnen Disciplinen der Naturwissenschaften
ausgebildet waren, hat das praktische Leben zu allen Zeiten einen Impuls zu
wissenschaftlicher Forschung gegeben. Dieses geschah nach zwei Richtungen
hin. Einerseits wurden Praktiker, welche die ihnen durch die Wissenschaft
iiberlieferten Kenntnisse als Mittel benutzten, um die Naturkrifte fir die
Zwecke des Menschengeschlechts zu unterjochen, oder Einrichtungen zu
schaffen, welche das Wohlbefinden desselben zu erhohen geeignet sind, zu
Einzelproblemen gefiihrt, welche die Wissenschaft aufnahm, um ihre Macht
an der Losung dieser Probleme zu priifen, oder — wenn die Errungenschaften
der Wissenschaft hierzu nicht ausreichten — in diesen Problemen einen An-
stoss zu weiterem Forschen zu finden. Andererseits hat es geniale Minner
gegeben, welche bei Gelegenheit ihrer praktischen Aufgaben intuitiv Gesetze
erschauten, deren Priifung alsdann zur weiteren Ausdehnung der Wissenschaft
gefiihrt.
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Es haben sich daher jederzeit die Praxis und die Wissenschaft gegen-
seitig in die Hinde gearbeitet, und wenn die Wissenschaft aus dem reichen
Schatz ihrer Errungenschaften der Praxis die Mittel zur Bewiltigung der von
12] der Natur ihr entgegengesetzten Schwierigkeiten bieten muss, so verdankt
andererseits die Wissenschaft der Praxis so viele segensreiche Impulse.

Es kann daher nur zum Schaden des Forschrittes der Menschheit ge-
reichen, wenn kiinstlich ein feindlicher Gegensatz zwischen der reinen Wissen-
schaft und der Technik construirt wird.

Wohl haben beide verschiedcne Aufgaben. Die Aufgaben des Technikers
sind stets auf bestimmte praktische Zwecke gerichtet. Zu ihrer Losung ist
unstreitig hiufig eine grosse geistige Anstrengung und hohe geistige-Begabung
erforderlich; aber der Techniker muss diese Aufgaben mit den Hiilfsmitteln
der Wissenschaft in kurzer Zeit losen konnen oder auf ihre Losung ver-
zichten; es sei denn, dass er das Ziel, welches ihm die Praxis gesteckt, bei
Seite lassend zum wissenschaftlichen Forscher wird. Denn die Geschichte
der Wissenschaft lehrt — und wir haben diess bereits hervorgehoben — dass
concrete Aufgaben héufig erst in weit auseinander liegenden Zeitrdumen, nach-
dem dem Husseren Anscheine nach weit ab von diesen Aufgaben liegende
Gebiete cultivirt worden sind, ihre Losung gefunden haben.

Sollte es also dahin kommen, dass wir, hingerissen von der gerecht-
fertigten Bewunderung der Erfolge der Technik, uneingedenk des Antheils
der reinen Wissenschaft an diesen Erfolgen, die letztere auf Iosten des
praktisch Niitzlichen vernachléssigten, so wiirden wir nicht nur des schénsten
unserer Giiter, des Verstdndnisses des Waltens der Natur- und Geisteskrifte,
fiir welches kein noch so hoher Grad leiblichen Behagens uns zu ent-
schadigen vermag, verlustig gehen, sondern auch gerade der Technik die
Wuzrzel weiteren Fortschrittes in kommenden Zeiten unterbinden. Denn wer
vermag es zu sagen, ob nicht in kommenden Zeiten neue Fortschritte der
Wissenschaft der Technik Mittel zufithren werden zu FErrungenschaften,
welche diejenigen, auf welche wir so stolz sind, weit in den Schatten stellen
werden?

13] Ich kann es mir nicht versagen, hier die schénen Worte wortlich wieder-
zugeben, welche HerMuorrz im Jahre 1862 in einer akademischen Rede, be-
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titelt: »Uber das Verhiltniss der Naturwissenschaften zur Gesammtheit der
Wissenschaftc, iiber die Aufgabe wissenschaftlicher Forschung gesprochen:
»Wer bei der Verfolgung der Wissenschaften nach unmittelbarem
»praktischen Nutzen jagt, kann ziemlich sicher sein, dass er vergebens
vjagen wird. Vollstindige Kenntniss und vollstindiges Verstindniss des
»Waltens der Natur- und Geisteskrifte ist es allein, was die Wissen-
sschaft erstreben kann. Der einzelne Forscher muss sich belohnt
»schen durch die Freude an neuen Entdeckungen, als neuen Siegen
»des Gedankens iiber den widerstrebenden Stoff, durch die #sthetische
»Schonheit, welche ein wohlgeordnetes Gebiet von Kenntnissen ge-
»wihrt, in welchem geistiger Zusammenhang zwischen allen einzelnen
»Theilen stattfindet, eines aus dem anderen sich entwickelt und alles
»die Spuren der Herrschaft des Geistes zeigt; er muss sich belohnt
»sechen durch das Bewusstsein, auch seinerseits zu dem wachsenden
»Capital des Wissens beigetragen zu haben, auf welchem die Herr-
»schaft der Menschheit iiber die dem Geiste feindlichen XKréfte be-
»ruhfe,

Soweit Hermmorrz.

Aber glicklicher Weise ist jede Befiirchtung vor der Niederdriickung
der Wissenschaft durch eine noch so grosse Macht der Verhiltnisse grundlos.
Der Antricb unseres Geistes zur Erforschung der Wahrheit ist eine ewige
unvergingliche Macht, welche von keiner anderen Macht {iberwunden werden
kann.

Diese Macht ist es auch, welche die treueste Stiitze unserer Universititen
stets gewesen ist und fiir immer bleiben wird. Es ist stets das stolze Be- [14
streben unserer Universititen gewesen, die Wissenschaft an sich und nur um
ihretwillen zu lehren. Mit Recht fordern wohl der Staat und die Gesell-
schaft, dass die Universitat ihre Beamten und Axzte ausbilde. Wir losen
jedoch auch diese Aufgabe am besten dadurch, dass wir als hdchstes Ziel
unserer akademischen Erziehung die Pflege der Wissenschaft als solcher, die
Erweckung der Liebe zu derselben, die Heranziehung und Anspornung der
Jugend zur Mitarbeit an den idealen Aufgaben der Menschheit ansehen. Wir
meinen, dass in diese Bahnen geleitete junge Ménner auch die besten in
ihrem Berufe werden miissen. Systematische Abrichtung zu einem bestimmten
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Berufe wird nur handwerksmissig arbeitende Kréfte erzielen, welchen bei den
Aufgaben des wirklichen Lebens diejenige' geistige Elasticitdt abgeht, die all-
gemein wissenschaftlich geschulten Ménnern eigen ist. Diese Frziehungs-
methode unserer Universititen hat allezeit nicht nur reiche Friichte der
wissenschaftlichen Forschung eingetragen, sondern auch dem deutschen Vater-
lande ein von hohen Idealen getragenes und in seinem Berufe tiichtiges Be-
amtenthum gegeben, um welches uns andere Nationen beneideten.
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Hochansehnliche Versammlung! [3
Werthe Commilitonen!

Unsere Universitit feiert an dem heutigen Tage das Geddchtniss ihres
erhabenen Stifters, des Konigs Friedrich Wilbelms des Dritten von Preussen.
Diese alljghilich wiederkehrende Feier gewshrt uns, deren Aufgabe es ist die
Wissenschaft an dieser Universitdt zu pflegen, in erster Linie die hochwill-
kommene Gelegenheit immer von Neuem den Manen des Stifters unsere
Huldigung und den Ausdruck pietitvoller Dankbarkeit darzubringen fiir die
Schaffung wissenschaftlicher Pflanzstitten, deren Antheil an der Wieder-
erhebung des preussischen Staates und an der Entwickelung zu seiner jetzigen
Grosse, sowie mittelbar zur Exfullung seiner Mission fir das gesammte Deutsch-
land allseitig anerkannt wird.

Aber diese Feier wird auch stets eine segensreiche Riickwirkung auf
unser geistiges Leben ausiiben. Wenn wir unseren Blick in die Geschichte
der Zeit versenken, in welcher die Griindung unserer Universitit sich vollzog,
so werden wir nicht nur von Bewunderung erfilllt werden fir die Manner,
an deren Spitze der Konig Friedrich Wilhelm IIL, welche den Muth hatten,
in bedréingter Zeit, die Wiederbelebung des Staates in der Pflege des idealen
Sinnes seiner Biirger, in der Forderung der Wissenschaft, zu suchen; sondern
wir werden auch durch die Folgen dieses idealen Strebens fiir die Gesammt- [4
heit dariiber belehrt, dass die Ideale die wahren Triger des Wohles der
Menschheit sind; wir werden befestigt in unserem unentwegten Streben fiir
die Wissenschaft und in dem Kampfe gegen jedwedes Hemmniss dieses
Strebens. Fs wird dieser Tag auch stets fiir einen jeden von uns ein solcher

sein, an welchem wir, jeder in dem Gebiete, welches ihm zugiinglich ist,
52*
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einen Riickblick auf den Fortschritt der Wissenschaft zu thun veranlasst sind
und uns so der Aufgaben bewusst werden, welche uns die Arbeiten unserer
Vorginger vorbereitet haben.

Wenn ich in der Wissenschaft, welcher ich mein Streben gewidmet habe,
heute einen solchen Riickblick unternehme, wobei ich mich auf das neun-
zehnte Jahrhundert beschréinke, so wire es — auch wenn es hier ausfihrbar
wire — eine Vermessenheit, wollte ich das gesammte Gebiet der mathemati-
schen Wissenschaft umfassen. Diese Wissenschaft hat im Laufe des XIX.
Jahrhunderts eine so gewaltige Ausdehnung angenommen, hat sich in so ver-
schiedenartige Disciplinen verzweigt, dass es dem Einzelnen nicht mehr mdg-
lich ist, die verschiedenen Theile unserer Wissenschaft mit gleichmassig tief
eingehendem Verstindnisse zu durchforschen.

Aber auch, wenn ich nur einzelne Zweige zum Gegenstande einer er-
schopfenden Erérterung machen wollte, so wiirde sich eine solche Erdrterung
in den Rahmen meines heutigen Vortrages nicht einfigen lassen.

Es sei mir daher gestattet nur zweier, in erkenntnisstheoretischer Hinsicht
wichtiger Thatsachen hier zu gedenken, welche den Arbeiten der Mathematiker
des XIX. Jahrhunderts ihr besonderes Geprige aufgedriickt haben.

Die erste Thatsache besteht in der Realisirung und unbedingten Ver-
5] wendung der bis dahin als imaginir bezeichneten Grossen. Diesen Grossen
waren die Mathematiker schon seit langer Zeit begegnet, wenn es sich darum
handelte, gewisse Gleichungen aufzuldsen. Ihr Auftreten wurde jedoch nur
dahin gedeutet, dass die in diesen Gleichungen gestellten Forderungen nicht
erfillbar seien. Dass aber die Bezeichnung »imaginire Grdssen« eine un-
zutreffende ist, ergiebt beispielsweise schon der Umstand, dass zu einer Zeit,
wo die Briiche noch nicht in den Kreis der Zahlen Aufnahme gefunden hatten,
die als Briiche auftretenden Losungen gewisser Gleichungen ebensogut ima-
gindr hétten genannt werden miissen. Deshalb hatte es auch schon im
XVIII. Jahrhundert nicht an Versuchen gefehlt, den sogenannten imaginiren
Grossen eine reale Bedeutung zuzueignen. Aber erst Gauss gelang es, diesen
Grossen das gleiche Biirgerrecht in der Mathematik zu verschaffen, welches
bis dahin nur den sogenannten realen Grdssen zuerkannt worden war. Der
Unterschied zwischen beiden Gréssenarten besteht, wie Gauss hervorhebt, nur
darin, dass die realen Grossen nur die Lage der Punkte einer geraden Zahlaxe
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reprasentiren, wihrend die sogenannten imagindren Grdssen im Stande sind,
die Lage der Punkte der gemzen~ Ebene zu bestimmen. Der Schritt von den
realen Grdssen zu den sogenannten imaginéren erschien nicht gewagter als
der von den ganzen Zahlen zu den Briichen, von den rationalen Zahlen zu
den irrationalen u.s. w. Da der Name imaginire Grossen viel zur Ver-
wirrung der Begriffe beitrfigt, so ist fiir diese Grissen allgemein die Be-
zeichnung complexe Grdssen angenommen worden.

Wenngleich Gauss in seinen Schriften zahlreiche Belege dafiir hinter-
lassen hat, dass er iiber die Principien der Mathematik tiefe philosophische
Speculationen angestellt hat — so hat er sich beispielsweise bei Gelegenheit
der Rechtfertigung der complexen Gréssen nicht enthalten konnen, in einer
Fussnote gegen einen von Kant herriihrenden Beweis der Vorstellung, dass [6
der Raum nur eine Form unserer #usseren Anschauung sei, Stellung zu
nehmen — so ist er dennoch als dchter Mathematiker und Naturforscher fiir
das Recht der complexen Grossen erst auf Grund der thatsichlichen Wahr-
nehmung eingetreten, dass diese Grossen ebenso unentbehrlich seien, wie die
sogenannten realen, dass erst durch die Anwendung der ersteren gewisse Ge-
setze der Arithmetik einen allgemeinen Charakter gewinnen konnen. Es ist
charakteristisch, dass Gauss gerade auf einem Gebiete die complexen Gréssen
zum Siege fihren konnte, welches, wenn der Ausdruck erlaubt ist, das aller-
realste in der Mathematik ist, nimlich auf dem Gebiete der Zahlentheorie.
Die schonen Reciprocititsgesetze fir die quadratischen Reste finden sich schon
bei den biquadratischen Resten nicht mehr vor, solange man einseitig nur
reale Zahlen zuldsst; sie erstehen aber, wie Gauss entdeckt hat, in ijhrem
ganzen Umfange, sobald man complexe ganze Zahlen in den Zahlenkreis auf-
nimmt.

Es ist hier am Platze eines Fortschrittes Erwidhnung zu thun, welcher
im XIX. Jahrhundert, nach dem Vorbilde des Vorgehens von Gauss auf dem
Gebiete der biquadratischen Reste, zundchst in der Zahlentheorie gemacht
worden ist. Die complexen ganzen Zahlen sind ganze ganzzahlige Functionen
der vierten Wurzel der Einheit. Wihrend das Gebiet dieser Zahlen insofern
dem Gebiete der realen ganzen Zahlen gleichstand, dass dort wie hier die
Primfactoren der Zahlen demselben Gebiete angehoren wie diese, so zeigten
die nach der Analogie gebildeten ganzen ganzzahligen Functionen einer be-
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liebigen Einheitswurzel schon die Abweichung, dass die Primfactoren der Ele-
mente dieses allgemeinen Zahlengebietes nicht immer in demselben Zahlen-
gebiete gefunden werden konnen. Dieser Ubelstand fithrte Kummzr, welcher
7] durch lange Jahre eine Zierde unserer Universitit gewesen ist, zu dem
genialen Gedanken, dem bezeichneten Zahlenkreise die von ihm sogenannten
idealen Zahlen zu adjungiren; das so erweiterte Zahlengebiet gewinnt alsdann
wieder die Eigenschaft, dass die Primfactoren der Zahlen mit diesen zu dem-
selben Gebiete gehdren. Dieser Schritt von den complexen Zahlen zu den
idealen ist nun zwar in seinem inneren Wesen vollstindig von dem Uber-
gange von den realen Zahlen zu den complexen verschieden. Denn nicht
nur, dass die complexen Zahlen dieselben Rechnungsoperationen gestatten,
wie die realen Zahlen, sondern — wie Gauss schon hervorgehoben hat — es
ist mit den complexen Zahlen das Grossengebiet iberhaupt abgeschlossen,
welches sich dieser Eigenschaft erfreut. Wenn ich dennoch den Ausdruck
brauche, dass die idealen Zahlen nach dem Vorgange von Gauss gebildet
worden sind, so rechtfertigt sich derselbe durch den Hinweis auf die Auf-
gaben, welche sich der Schopfer der idealen Zahlen neben dem Beweise der
Unmoglichkeit der Auflosung der beriihmten Fermarschen Gleichung gestellt
hat, nimlich fir die Potenzreste der aus den Einheitswurzeln gebildeten
ganzen Zahlen die den quadratischen und biquadratischen Reciprocitits-
gesetzen entsprechenden Gesetze fiix die hoheren Potenzreste zu finden. Es
war mir auch eine willkommene Gelegenheit diese Entdeckung Kummers zu
erwéhnen, da sie von den ausgedehntesten Folgen fiir die Zahlentheorie und
die Algebra des XIX. Jahrhunderts gewesen ist.

Als Gauvss im Jahre 1831 in den Gottingischen gelehrten Anzeigen fiir
das Biirgerrecht der sogenannten imagindren Grdssen mit Entschiedenheit
offentlich das Wort ergriff, hatte er schon seit langen Jahren zu beobachten
Gelegenheit gehabt, dass die Rechnung mit den sogenannten imaginiren
Grossen, mehr als ein blosses Spiel mit Zeichen bedeutete. Es geniige hier
zweier solcher Erscheinungen Erwihnung zu thun.

8] In einem »Disquisitiones arithmeticae« betitelten Werke, welches im Jahre
1801 der damals vierundzwanzigjahrige Gauss herausgab, einem Werke, welches
der Zahlentheorie und der Algebra neue Bahnen erschloss, befindet sich als
letater Abschnitt eine Untersuchung fiber die Kreistheilung. Schon zu EukLms
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Zeiten verstand man es, durch Anwendung von Cirkel und Lineal die Kreis-
peripherie in drei, vier, fiinf, finfzehn gleiche Theile zu theilen und ebenso
in eine Anzahl, welche durch wiederholte Verdoppelung dieser Zahlen ent-
steht. Es hat dann wihrend zweitausend Jahren kein Fortschritt in der
Frage der Kreistheilung stattgefunden, bis Gauss an der genannten Stelle
das Problem zur Entscheidung brachte, durch welche Zahlen die Anzahl der
Theilpunkte bestimmt sein miisse, damit die Theilung mit Cirkel und Lineal
ausfiihrbar sei. Und welches war der Weg, der ihn zu dieser Entdeckung
fihrte? Es war das Studium der imaginédren Wurzeln der Einheit,
eine Untersuchung, welche fir die Algebra und die Zahlentheorie des XTIX.
Jahrhunderts von méchtigem Einflusse geworden ist, und welche als eine ihrer
unmittelbaren Friichte die Losung des bezeichneten Problems der Kreistheilung
lieferte. Gab da der Gewinn, welchen die Anwendung der sogenannten ima-
gindren Grossen fiir das reale Gebiet der Geometrie abgeworfen hatte, nicht
Anlass genug, den Schleier, welcher jene Grossen umgab, zu zerreissen?

Nicht weniger aber gab eine andere Gelegenheit einen Anstoss zum
Nachdenken iiber das Wesen der imagindren Gréssen. Die Konigl. Societit
der Wissenschaften zu Kopenhagen hatte in den zwanziger Jahren des XIX.
Jahrhunderts die fir die Kartenprojectionen und die hohere Geodisie funda-
mentale Preisaufgabe gestellt: »die Theile einer gegebenen Fliche auf einer
anderen gegebenen Fliche so abzubilden, dass die Abbildung dem Abgebildeten
in den kleinsten Theilen dhnlich seic

In einer Abhandlung, welche der Losung dieser Aufgabe gewidmet [o
ist, zeigte Gauss, dass dieselbe mit Notwendigkeit zur Anwendung von Func-
tionen einer complexen Variabeln fithit, welche wir heutzutage als monogene
oder analytische Functionen zu bezeichnen pflegen. Hier zeigte sich von
Neuem die Wirkung der sogenannten imaginiren Grdssen auf die Welt des
Realen, und somit die Ungebithr, die Realitit jener Grossen in Abrede zu
stellen. In der That fithrt Gauss in der genannten:Schrift vom Jahre 1831
die eben bezeichnete Abbildungsaufgabe als einen der Impulse zu der von
ihm unternommenen Rechtfertigung der complexen Grdssen an.

Man darf es wohl sagen, dass die gewaltigen Fortschritte, welche die
Analysis im XIX. Jahrhundert gemacht hat, wesentlich dem Umstande zu
verdanken sind, dass man abweichend von den Speculationen fritherer Zeiten
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bei der Betrachtung der Abhingigkeit verdnderlicher Grdssen, dieselben nicht
auf sogenannte reale Werthe beschréinkte, sondern vielmehr die allgemeinen
complexen Werthe in Betracht zog. Auf Schyitt und Tritt kann man diese
Behauptung in der Analysis dieser Zeit nachweisen. Ich muss mich jedoch
hier damit begnfigen, dieses an einigen den Elementen der Analysis ent-
nommenen Beispielen zu erldutern.

Sind zwei verinderliche Grossen in algebraischer Abhéngigkeit von ein-
ander, und verlangt man, dass die eine der Verénderlichen durch den Zu-
sammenhang mit der anderen jeden beliebigen realen Werth erziele, so ist
dieses im allgemeinen nicht moglich, so lange der Werthbereich dieser anderen
Veréinderlichen dem realen Gebiete angehort; dieses wird vielmehr erst da-
durch moglich, dass man dieser Verdnderlichen gestattet, die reale Axe zu
verlassen und sich frei in der ganzen Ebene zu ergehen. Das Gleiche nehmen
10] wir, um bei den elementaren Functionen zu verbleiben, bei den trigono-
metrischen Functionen Sinus und Cosinus wahr. Man erzielt fiir dieselben
nur einen realen Werthbereich, der, vom Zeichen abgesehen, nicht grdsser
ist als Eins, so lange die unabhingige Variable nur reale Werthe durchliuft,
wihrend die Gesammtheit aller iibrigen realen Werthe fiir jene Functionen
erst hervorgerufen wird, wenn man fir die unabhéngige Veréinderliche com-
plexe Werthe zuléisst.

Es ist hier jedoch am Platze hervorzuheben, dass eine #hnliche Er-
scheinung zu Tage titt, auch wenn man fiir die functionalen Beziehungen
zwischen zwei Verdnderlichen durchweg das Gesammtgebiet der complexen
Grossen zuldsst. Die Entwickelung der Analysis des XIX. Jahrhunderts hat
zu Functionen einer complexen Variabeln gefiihrt, bei welchen die Gesammt-
heit aller complexen Werthe der unabhéingigen Verinderlichen nur zu einem
beschréinkten complexen Werthbereich der abhingigen Verinderlichen fiihrt.
Es darf sogar wohl behauptet werden, dass diese Eigenschaft der Mehrzahl
derjenigen Functionen gukommt, welche durch Differentialgleichungen definirt
werden. Man kénnte nun auf den Gedanken kommen, diesem Mangel durch
Einfiihrung neuer Grossen, denen die complexen Grossen untergeordnet sind,
abzuhelfen, in der Hoffnung, fir die Functionswerthe dadurch die ganze Ebene
frei zu machen, dass die unabhéingige Verinderliche auf das Gebiet jener neuen
Grossen ausgedehnt wird. Allein da, wie schon erwihnt, allgemeinere Grossen
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als wie die complexen nicht den simmtlichen Rechnungsoperationen wie die
letzteren unterworfen werden konnen, so muss man auf diesen Versuch ver-
zichten. Man muss vielmehr die Thatsache des beschrinkten Werthbereiches
der Function als einen natiirlichen Ausfluss des Grossenbegriffs hinnehmen.

In die Epoche, in welcher Gauss das Resultat seiner Reflexionen iiber
die complexen Grossen substantiirte, fallt die Entdeckung der Theorie der [ix
elliptischen Functionen durch Aper und Jicosi Diese Functionen, welche
der Analysis des XIX. Jahrhunderts neue Perspectiven erdffneten, und seit-
dem der Geometric und Mechanik durch zahlreiche Anwendungen dienstbar
geworden sind, wiren ohne Herbeizichung der complexen Grossen in ihrem
innersten Kern unverstindlich und einer Weiterentwickelung unfhig geblieben.
Wihrend nimlich die trigonometrischen Functionen sich einer realen Periode
erfreuen — eine Eigenschaft, auf welcher die schénsten Anwendungen jener
Functionen beruhen —, wurde in den elliptischen Functionen ein Functions-
gebiet erschlossen und zugleich zum Abschluss gebracht, welches mit zwei
Perioden begabt ist. Aber diese beiden Perioden sind so beschaffen, dass
ihr Verhiltniss durch eine sogenannte imaginire Grosse dargestellt wird. Die
letztere Eigenschaft aber ist gerade das Fundament fir die analytische Dar-
stellung der elliptischen Functionen geworden, eine Darstellung, welche auch
die Anwendbarkeit dieser Functionen fiir das reale Sein bedingte.

Wihrend Gauss das Verdienst zugesprochen werden muss, den complexen
Gurossen ihr Biirgerrecht in dem Reiche der Grossen gesichert zu haben, ist
es dem grossen franzosischen Mathematiker Caveny vorbehalten geblieben,
die bis dahin nur geduldéte complexe Grosse zur Herrscherin in der Analysis
zu erheben. Caucny, unser Aller Lehrmeister in der Analysis, auf dessen
Schultern alle, welche bis jetzt nach ihm diesem Gebiete ihre Krifte zuge-
wendet, gestanden haben, begann in den zwanziger Jahren des XIX. Jahr-
hunderts eine lange Reihe von Arbeiten, in welchen er zuerst die elementaren
Theile der Analysis, die bis dahin sich nur auf reale Werthe bezogen hatten,
auf der Basis der complexen Grossen neu begriindete, um alsdann zur Aus-
dehnung der in der Differential- und Integralrechnung verwendeten Vor- [r2
stellungen auf die complexen Verénderlichen fortzuschreiten. Auf diesem
Wege gelang es ihm, iiberall unverriickbare Fundamente fiir die ganze Ana-

lysis festzulegen. Indem er so die ganze Machtfille der complexen Grossen
Fuchs, mathem, Werke, IIT, 53
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entfaltete, schuf er die Grundlagen fir die Functionentheorie unserer Zeit.
Es ist mir nicht mdoglich, an dieser Stelle die wunderbaren Erfolge dieses
Meisters und die schone Architektonik, welche durch ihn und seine Schiiler
im Gebiude der Functionentheorie ausgestaltet worden ist, auch nur zu skiz-
ziren. Man gewinnt einigermassen eine Vorstellung hiervon, wenn man das
Lehrgebiude der elliptischen Functionen, wie es sich nach der Mitte des
Jahrhunderts — nachdem die Lehren Cavcmys von seinen Schiilern Brior
und Bouquer fiir die Theorie dieser Functionen fliissig gemacht worden waren
— mit der Gestalt vergleicht, welche Slieses Lehrgebéude in fritherer Zeit
darbot; wenn man die Grundlagen der Theorie der Asrrschen Functionen,
welche von WemRrsTrass und REmMaNN geschaffen worden sind, ins Auge fasst;
wenn man die Basis kennen lernt, auf welcher sich eine rationelle Theorie
der Differentialgleichungen aufbauen liess, eine Theorie, welche gleichwie
die eben genannten Disciplinen fix die Anwendungen auf die Probleme der
Mechanik und Physik so wichtige Folgen aufzuweisen hat.

Je weiter die neue Theorie der Functionen fortschiitt, desto mehr Licht
verbreitete dieselbe iiber das Verhéltniss der sogenannten imagindren Grdssen
zu den realen. Ich will hier nur beispielsweise auf die von Caucmy aus-
gebildete Integration einer Function einer complexen Verinderlichen léngs
willkiirlicher Bahnen in der Ebene hinweisen. Diese eréffnete nicht nur eine
neue Quelle fir die Werthbestimmung von bestimmten Integralen mit realen
Veranderlichen, sie erwies sich vielmehr als das einzige Hilfsmittel, um bis
13] dahin dunkel gebliebene Erscheinungen in der realen mathematischen Welt
zu erhellen. Es sei mir gestattet, dieses an einem einfachen Falle zu erliutern.
In den Elementen der Integralrechnung stellen sich die trigonometrischen
Functionen der realen Verinderlichen als die Umkehrungsfunctionen gewisser
bestimmter Integrale dar. Wollte man aus dieser Definition die periodische
Natur dieser Functionen erschliessen, so wiirde dieses Unternehmen schlechter-
dings erfolglos bleiben, solange man das bestimmte Integral an die reale Bahn
fesselt. Erst wenn man die complexe Integration lings beliebiger Bahnen
zuldsst, kommt die reale Periode unserer Functionen zum Vorschein. Wieder
einer der zahlreichen Fille, in welchen sich die Vorausschau von Gauss
bestitigt, dass die complexen Grdssen nicht nur fir den logischen Aufbau
der meisten Disciplinen der Mathematik unentbehrlich seien, dass ihnen
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vielmehr eine reale Wesenheit im Reiche der Grdssen zugeschrieben werden
miisse.

Die zweite Thatsache, von welcher wir oben gesagt, dass sie den Arbeiten
des XIX. Jahrhunderts ihr characteristisches Geprége aufgedriickt habe, lésst
sich als die Methode kennzeichnen, die functionalen Beziechungen zwischen
verinderlichen Grossen begrifflich so zu fixiren, dass die Abhéngigkeit
derselben fiir ihren ganzen Verlanf vollkommen und unzweideutig bestimmt
wird, unabhingig davon, ob fir die functionalen Beziehungen geeignete Dar-
stellungen durch analytische Formen herstellbar sind.

In gewissen Fillen gelangt man zu einer solchen begrifflichen Fest-
stellung, indem solche Fundamentaleigenschaften einer Functionsklasse eruirt
werden, aus welchen alle anderen Eigenschaften derselben als logische Folge-
rungen fliessen. Solcher Fundamentaleigenschaften kann es mehrere geben.
Da sie sich gegenseitig begrifflich bedingen, so wird unter denselben eine
solche ausgewahlt werden konnen, welche entweder begrifflich die ein- [14
fachste ist, oder welche den Zwecken der besonderen Untersuchung entspricht.
So ist beispielsweise fiir die trigonometrischen Functionen eine solche Funda-
mentaleigenschaft das fir dieselben aus den Elementen der Mathematik be-
kannte Additionstheorem. In der That, wenn Functionen gefordert werden,
welche sich eines solchen Additionstheorems wie die trigonometrischen Func-
tionen erfreuen sollen, so ergiebt sich#), dass diese Functionen dem Gebiete
der trigonometrischen Functionen angehdren. Eine andere solche Fundamental-
eigenschaft der trigonometrischen Functionen ist ihre Periodicitdt, da alle mit
dieser Eigenschaft begabten Functionen ebenfalls dem Reiche der trigono-
metrischen zu eigen sind. Fiir die trigonometrischen Functionen besitzen wir
zwar einfache analytische Darstellungsformeln in unendlichen Reihen oder
Producten. Aber dort, wo aus einer Schlussreihe gefolgert wird, dass eine
Function sich der einen oder der anderen der bezeichneten Fundamental-
eigenschaften erfreut, wird ihre Zugehorigkeit zum Kreise der trigonometri-
schen Functionen hieraus unmittelbar erkannt werden konnen, wihrend diese
Erkenntniss vermittelst der analytischen Darstellung nur mithsam und oft erst
durch langwierige Rechnungen zu erzielen ist.

) CavcRY, Analyse algébrique, Chap. V.
53 *
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Ahnlich ist es mit den doppeltperiodischen (elliptischen) Functionen be-
stellt. Diese besitzen ebenfalls ein Additionstheorem, welches eine Funda-
mentaleigenschaft dieser Functionen in dem Sinne darstellt, dass aus der-
selben alle anderen Eigenschaften dieser Functionen hergeleitet werden konnen.
Dieser Umstand hat es WEErsTrAss, dem unvergesslichen Meister der Analysis,
moglich gemacht, in einer spiteren Epoche seiner Vorlesungen an hiesiger
15] Universitit, vom Additionstheorem ausgehend, die ganze Theorie der ellip-
tischen Functionen aufzubauen.

Eines der lehr- und folgenreichsten Beispiele fiir die Bestimmung einer
Function durch besondere Merkmale vollzog sich an der Theorie des Potentials,
jener Function, welche in der Physik tberall, wo das Newronsche Gesetz
gilt, insbesondere in der Lehre vom Magnetismus und von der Electricitit,
von so grosser Bedeutung geworden ist. Der Werth des Potentials ist von
der geometrischen Gestalt der Massen, auf welche dasselbe Bezug nimmt, und
von der Dichtigkeit derselben abhingig, und ist durch ein einfaches oder
mehrfaches bestimmtes Integral dargestellt. Die wirkliche exacte Berechnung
jedoch ist nur in den seltensten Fillen durchfihrbar, unter einer solchen Be-
rechnung die Darstellung durch bekannte Functionen verstanden. KEs ist einer-
der schonsten Gedanken des grossen mathematischen Denkers G. LEerevne-
Dmicnier gewesen, dem Ausdrucke des Potentials diejenigen functionalen
Eigenschaften abzulauschen, durch welche die Abhéngigkeit seines Werthes
von der Lage der durch die Newronschen Krifte afficirten Massen vollkommen
und unzweideutig bestimmt wird. Hierdurch ist die Frage der Ausrechnung in
den Hintergrund gedréingt und fiir die wichtigsten Schliisse sogar entbehrlich
gemacht.

Der von Dmicnier am Potential entwickelte Gedanke ist seitdem zu
einem fundamentalen Princip fir alle Gebiete der mathematischen Physik,
namentlich fiir die Lehre der Electricitdt und des Magnetismus, sowie fiir
die Lehren der Wirme und der durch die Elasticitdt hervorgerufenen Be-
wegungen ausgewachsen; und es war noch Dmicmrrr selbst vergénnt, die
leitenden Gedanken an grossen Beispielen zu verwirklichen. Uberall begegnen
wir hier gewissen Differentialgleichungen, welche die physikalischen Vorginge
16] definiren. Fs liegt jedoch in der Natur solcher Differentialgleichungen,
dass sie eine unendliche Mannigfaltigkeit von Losungen darbieten. Aus dieser
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unendlichen Mannigfaltigkeit hat man nun diejenigen Losungen heraus-
zuschilen, welche die in einem bestimmten physikalischen Problem durch
die Natur gegebenen Nebenbedingungen, wie Anfangszustinde, Grenzbedin-
gungen, Unstetigkeitsbedingungen, erfillen. Um jedoch zn erkennen, ob die
diesen Bedingungen angepassten Losungen der Differentialgleichung das wahre
Naturgesetz darstellen, ist es erforderlich nachzuweisen, dass diese Losungen
auch die einzigen sind, welche den Nebenbedingungen geniigen. Hier greifen
nun die von DiricHrer am Potential entwickelten Principien ein und haben
in vielen wichtigen Fallen auch schon zum Ziele gefiihrt.

In der Geschichte der Mathematik begegnen wir héufig der Thatsache,
dass Gedanken, welche Probleme auf dem Gebiete der exacten Naturwissen-
schaften hervorgerufen, reiche Friichte fir die mathematische Speculation ge-
tragen haben. Nirgendwo aber ist in einer kurzen Spanne Zeit die Ernte
fir die Mathematik reicher gewesen, als in dem Falle dieser DiricHrETschen
Principien. Diese Emte so schnell zur Reife zu bringen, ist dem Genius
von Riemann gelungen, RmEmanwy, welcher zum Schmerze der mathematischen
Welt der Wissenschaft in so frilhem Alter entrissen worden, und welcher
dennoch wahrend seines kurzen Lebens durch Erweiterung der mathematischen
Erkenntniss sich einen Platz in der Reihe der grdssten Mathematiker des
Jahrhunderts gesichert hat. Auf der bekannten Thatsache fussend, dass die
Bestandtheile jeder Function einer complexen Variabeln einer und derselben
partiellen Differentialgleichung geniigen, legte er, sich an die DiricarETschen
Methoden anschliessend, den Grund zu einer neuen Auffassungsweise der
Theorie der Functionen einer complexen Variabeln. In dieser Auffassungs-
weise scheiden sich die Functionen von einander nach den Grenz- und [r7
Unstetigkeitsbedingungen, welchen sie einzeln unterliegen. Das Bemerkens-
wertheste an dieser Characteristik der Functionen ist die begriffliche Be-
stimmung derselben, losgelost von ihrer Darstellbarkeit vermittelst analytischer
Formeln. Von den Resultaten, welche Riemany auf diesem Wege gefunden,
will ich hier nur seiner bewundernswerthen Theorie der - allgemeinen ABEL-
schen Functionen Erwihnung thun. Seine Methode machte es ihm mdglich,
diese Theorie auf wenigen Druckbogen zu entwickeln, wihrend deren Aufbau
auf dem Grunde der analytischen Form der algebraischen Functionen zu so
grossen Weitliufigheiten Anlass giebt. Es schmilert auch den Ruhm Rie-
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MANNS nicht, dass in der Begriindung der von ihm hierbei verwendeten Prin-
cipien Liicken vorhanden waren, welche erst spiter von anderen Mathematikern
ausgefiillt worden sind.

Wenn verdnderliche Grossen in functionalen Beziehungen stehen, so ver-
langen wir von einer Darstellung dieser Beziehungen durch analytische Aus-
driicke zundchst, dass sie fir den ganzen durch die Natur der Beziehungen
begrenzten Bereich der Verinderlichen giiltig sei.

In analytischer Hinsicht ist an eine solche Darstellung die weitere For-
derung zu stellen, dass aus derselben das Gesetz der Abhingigkeit der Ver-
anderlichen, d. h. die fundamentalen Eigenschaften dieser Abhingigkeit un-
mittelbar abgelesen werden konnen.

Ich lasse die grossen Schwierigkeiten ausser Acht, welche zur Gewinnung

einer solchen Darstellung zu iiberwinden sind. Es muss jedoch hervorgehoben
werden, dass die Darstellung erst moglich wird, wenn der functionale Zu-
sammenhang bereits begrifflich in seinem ganzen Umfange erfasst ist, sodass
die Darstellung fir die Erkenntniss der dargestellten Functionen wesentlich
neues nicht liefert.
18] Grosser ist der Werth der analytischen Formeln, welche functionale Be-
ziehungen darstellen, in der Anwendung auf practische Probleme, némlich
da, wo es sich um die numerische Berechnung von Gréssen handelt, welche
bei Versuchen oder Beobachtungen zu ermitteln sind; wie beispielsweise in
der Astronomie bei der Bestimmung der Elemente der Bahn eines Himmels-
korpers aus gewissen Beobachtungsdaten. -Aber in den Anwendungen wird
an eine analytische Darstellung noch die dritte Forderung gestellt, dass sie
sich einer raschen Convergenz erfreue.

Wird die Abhéngigkeit von Grossen, welche sich in der Natur gegen-
seitig bedingen, durch mathematische Hiilfsmittel, wie durch Differential-
gleichungen gebunden, so spiegelt sich das Gesetz dieser Abhangigkeit schon
in dem begrifflich fixirten Zusammenhange der den Differentialgleichungen
geniigenden Quantitaten ab, wie zahlreiche Probleme der mathematischen Phy-
sik, insbesondere in den Anwendungen der Potentialtheorie beweisen. Es sei
mir gestattet, an einem einfachen Beispiele den ausgesprochenen Gedanken
zu erliutern. Die Lage und die Geschwindigkeit eines schweren Punktes, der
sich auf einem verticalen Kreise bewegt, (die sogenannte Pendelbewegung) in
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ihrer Abhéngigkeit von der Zeit wird durch eine Differentialgleichung be-
stimmt. Die begriffliche Discussion der Functionen, welche dieser Differential-
gleichung Geniige leisten, giebt schon dariiber Aufschluss, dass je nach der
Grosse der Anfangsgeschwindigkeit drei Bewegungsweisen moglich sind, wovon
die eine die hin- und hergehende Bewegung (die eigentliche Pendelbewegung)
darstellt. Diese Bewegung entspricht dem Falle, dass die Ldsung der Diffe-
rentialgleichung periodisch wird. Wir lernen die Periode und damit die
Schwingungsdauer, sowie die Grosse der Elevation bestimmen, und erhalten
hiermit vermittelst der begrifflichen Discussion ein klares Bild von den wich-
tigsten Momenten der Bewegung. Andererseits sind die Functionen, welche [19
diese Bewegung in ihrer Abhéngigkeit von der Zeit bestimmen, die soge-
nannten elliptischen Functionen. Fiir diese hat die Theorie Darstellungen
durch Quotienten zweier sehr rasch convergirender Reihen geliefert. Uber
die Art der Bewegung liefern diese Darstellungen keine neuen Aufschliisse,
wohl aber sind sie bei dem durch Beobachtung herzustellenden Zusammen-
hang zwischen der Pendellinge, der Erdschwere und der Anfangsgeschwindig-
keit mit Vortheil numerisch zu verwerthen.

Von besonders hervorragender Bedeutung ist im XIX. Jahrhundert die
begriffliche Bestimmung der Functionen fiir die Integration der Differential-
gleichungen geworden. Wenn eine Differentialgleichung vorgegeben war, so
hatte man friiher planlose Versuche gemacht sie so zu transformiren, dass sie
auf gewisse Typen zuriickgefilhrt wiirde, welche man im Laufe der Zeit zu
integriren gelernt hatte. Oder man suchte, wo dieses nicht gelang, die Diffe-
rentialgleichung auf sogenannte Quadraturen zuriickzufiihren; und wo auch
dieser Versuch misslang, stellte man Reihen her, welche die Differential-
gleichung befriedigten. Diese planlosen Versuche konnten jedoch, wie wir
heutzutage einzusehen in der Lage sind, in nur seltenen Fillen zum Ziele
fihren. Die Fille, wo eine vorgelegte Differentialgleichung auf jene kleine
Anzahl von Typen oder auf Quadraturen zuriickfithrbar ist, sind nur als Aus-
nahmsfille zu bezeichnen — abgesehen davon, dass in der Regel die Hiilfs-
mittel fehlen, um jedesmal die Méglichkeit oder Unmoglichkeit der Zurfick-
fihrung zu erkennen., Aber wemn auch die Zuriickfihrung auf Quadraturen
gelingt, so ist damit fiir die Erkenntniss der Natur der Losungen einer Diffe-
rentialgleichung nur selten etwas gewonnen, wie das Beispiel der einfachsten
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Differentialgleichungen zeigt, wo von vornherein die Form der Quadratur ge-
0] geben ist. Eine solche auf eine Quadratur zuriickfithrbare Differential-
gleichung ist z. B. diejenige, welche durch elliptische Functionen gelést wird,
und es war nichts weniger als die Theorie dieser Functionen erforderlich,
um eine Einsicht in die Natur der Losungen der Differentialgleichung zu ge-
winnen.

Und was die letzte Zuflucht anbetrifft, die Losungen der Differential-
gleichungen durch Reihen darzustellen, so musste dieser Versuch an dem
Umstande scheitern, dass solche Reihen in der Regel die Function nicht fiix
den ganzen zulissigen Bereich der unabhingigen Verdnderlichen liefern.

Auch auf diesem Gebiete haben die Arbeiten von Cavcry und die seiner
Schiller den Weg geebnet, auf welchem sich im XIX. Jahrhundert ein voll-
stindiger Umschwung in der wissenschaftlichen Behandlung der Differential-
gleichungen vollzog. Wie Gauss zum ersten Male eine strenge Begriindung
des Satzes gegeben hat, dass jede algebraische Gleichung eine Wurzel besitze,
so hat Caucry fiir die Differentialgleichungen eine sichere Grundlage durch
den Nachweis geschaffen, dass es immer Losungen der Differentialgleichungen
gebe, welche gewissen vorgeschriebenen Bedingungen geniigen. Die Existenz
solcher Losungen stellt Cavcny zuerst fiir beschrinkte Gebiete der Verinder-
lichen, dann aber durch sein Fortsetzungsprincip fiir den ganzen Geltungs-
bereich der Functionen fest. — Brior und Bouquer, Schiller von Cauchy,
haben seine Principien an der Theorie der Differentialgleichungen erster Ord-
nung in einer im Jahre 1856 erschienenen Arbeit erprobt, welche als ein
Markstein auf dem Wege bezeichnet werden muss, den seitdem die Lehre
von den Differentialgleichungen eingeschlagen hat.

Es ist hier natiirlich nicht am Platze, eine Geschichte der Entwickelung
dieser Disciplin bis auf die jetzige Zeit zu geben. Jedoch sei mir gestattet,
a] auf die Gedanken hinzuweisen, welche bei der begrifflichen Bestimmung
der durch Differentialgleichungen definirten Functionen durchgingig die lei-
tenden sind. Wenn der Geograph die Configuration eines Landes beschreiben
will, so werden ihm alle die Theile, welche eine gleichmissige und zusammen-
hingende Beschaffenheit haben, keine Anhaltspunkte zur Characteristik des
Landes geben kénnen. Er muss die Unterbrechung des Planums durch Fliisse
und Seen, die -Erhebungen des Bodens, wie sie das Gebirge darbietet, um es
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zusammenzufassen, die Unregelmissigkeiten, die Unstetigkeiten im Planum
heranziehen, um ein vollstindiges Bild der Landschaft entwerfen zu konnen.
Ahnlich ergeht es dem Analytiker, welcher die Losungen von Differential-
gleichungen characterisiren will.

In einem Gebiete veréinderlicher Grossen geben diejenigen Stellen, wo
die Losungen der Differentialgleichungen ein gleichmassiges, einformiges Ver-
halten zeigen, keine directen Anhaltspunkte zur Beurtheilung der Natur der
Losungen. Erst die Stellen, wo die Losungen ihre Einformigkeit verlieren,
seien es Punkte, Linien oder Flichen, sind die Elemente, aus welchen sich
die Individualitdt der Losungen entwickelt. Diese Unregelmissigkeiten nennen
wir singuldre Stellen. Ihre Auffindung ist das erste, freilich oft miihsame
Geschéift des Analytikers. Das Studium des Verhaltens der Losungen in der
Umgebung der singuliren Stéllen ist der ndchste Schritt. Die dritte ent-
scheidende Aufgabe ist die, die Einwirkung des Verhaltens der Ldsungen in
der Umgebung der singuléren Stellen auf den Werthvorrath jener fiir jede
beliebige Stelle des Gebietes der unabhingigen Verdnderlichen zu erkennen.
Zur Herstellung dieser Erkenntniss muss man sich nicht scheuen, alle Theile
der Mathematik, wie fern sie auch zu liegen scheinen, in Contribution zu
ziehen.

Die Integration der Differentialgleichungen in dem bezeichneten Sinne
hat dem in alterer Zeit geiibten planlosen Transformiren derselben gegen- [22
tiber den Vorzug, dass auf rationellem Wege die Natur der Losungen aus
dem, was die Differentialgleichungen selber iiber sie aussagen, erforscht wird.
Aber man wird die Schwierigkeit der Aufgabe schon daraus ermessen, dass
jede auf's Gerathewohl herausgegriffene Differentialgleichung immer eine neue
Functionenklasse characterisixt, deren erschopfende Erforschung oft eine ganz
neue Disciplin erschaffen miisste. Es kann hiernach ebensowenig eine allge-
meine Regel fiir die Integration der Differentialgleichungen angestrebt werden
als es in der Medicin angezeigt wére, nach einem Universalmittel zur Heilung
aller Krankheiten zu trachten. Aber es ist in erkenntnisstheoretischer Hin-
sicht schon als ein hoher Gewinn zu bezeichnen, dass der Weg, welchen
man zu gehen hat, gewiesen ist, mag man in seiner Verfolgung bei der ein-
zelnen Aufgabe auch auf zeitweise uniiberwindliche Schwierigkeiten stossen.

Die Bemithungen auf diesem Gebiete sind aber des Schweisses der Edlen
Fuohs, mathom. Worke, IIT. b4
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werth. Man erwige nur, dass der grosste Theil der Aufgaben der Analysis
selbst, sowie die Aufgaben der Mechanik und Physik auf Differential-
gleichungen filhren, dass also das Schicksal dieser Aufgaben von der ratio-
nellen Entwickelung der Theorie der Differentialgleichungen abhingt.

Wohl kénnen wir, mit Riicksicht auf die Schwiche und die Unzulinglich-

keit unserer menschlichen Kraft, mit einer gewissen Genugthuung auf das
guriickblicken, was auf dem Gebiete der Theorie der Differentialgleichungen
im XTX. Jahrhundert geleistet worden ist. Wir diirfen jedoch unser Auge
nicht vor der Erkenntniss verschliessen, dass wir erst den Eingang in ein
grosses Reich der Wissenschaft erzwungen haben, dass die gethane Arbeit
verschwindend klein ist gegentiber der Arbeit, welche uns und zukiinftigen
Geschlechtern zu thun noch tibrig bleibt.
23] Dieses Endergebniss eines Riickblickes auf einen besonderen Theil der
mathematischen Wissenschaft wird sich als das Resultat eines Riickblickes
auf jede wissenschaftliche Disciplin wiederholen, die Erkenntniss némlich von
der Unendlichkeit der Wissenschaft und das sich Bewusstwerden des be-
scheidenen Maasses des bereits Errungenen im Verhéltniss zur Unendlichkeit
der noch zu losenden Aufgaben. Dieses Bewusstsein, meine werthe Commi-
litonen, die Sie dazu berufen sind, in einer kommenden Generation die
Fiihrung in der wissenschaftlichen Arbeit zu iibernehmen, ist weit davon
entfernt, Sie zu entmuthigen. Wenn dieses Bewusstsein dazu angethan ist,
in Thnen die Bescheidenheit wach zu erhalten, so wird dasselbe auch stets
die Pietdt gegen die Ménner wach erhalten, welche vor Ihnen nach ihren
Kriften der Wissenschaft'gedient haben. Diese Pietit aber wird Thnen stets
ein Sporn sein, gleich jenen nicht in dem Streben zu ermiiden, mit allen
Thren Kraften die menschliche Erkenntniss schrittweise zu fordern.

ANMERKUNG.

Anderung gegen das Original
S. 4922, Zeile 1 und 2 v. u. heisst der Text im Original:
Die Lage und die Geschwindigkeit der Bewegung eines schweren Punktes auf einem
vertikalen Kreise (der sogenannten Pendelbewegung). R F.




LXXX.

ANZEIGE BETREFFEND DIE UBERNAHME DER REDACTION
DES JOURNALS FUR DIE REINE UND ANGEWANDTE MATHEMATIK.

(Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 109, 1892, zwischen S. 88 und 89.)

Am 29. December 1891 wurde die mathematische Welt durch die Nach-
richt von dem Hinscheiden des Herrn Leororpo KroNECKER schmerzlich iiber-
rascht. Schwer getroffen sehen sich durch diesen Verlust alle, welche an dem
Fortschritte der mathematischen Wissenschaften Antheil nehmen, schwer ge-
troffen alle die Korperschaften, welche das Glick gehabt, sich seiner uner-
miidlichen und segensreichen Mitarbeiterschaft zu erfreuen.

Die mathematischen Arbeiten KronEckers haben auf die Entwicklung
der Mathematik unserer Zeit einen so tief eingreifenden Einfluss ausgeiibt,
und sie umfassen so ausserordentlich viele Gebiete, dass eine angemessene
Wiirdigung derselben an einem geeigneteren Orte Platz finden muss. Wir
haben nur noch die Aufgabe, dem Danke der mathematischen Welt fiir die
hohen Verdienste des Dahingeschiedenen um unser Journal hier Ausdruck zu
geben.

Der unterzeichnete gegenwirtige Redacteur wird sich bemiihen, der bis-
herigen Tradition des Journals treu zu bleiben, und bittet die Mathematiker,
auch fernerhin durch wissenschaftliche Beitrige dem Jowrnal ihr Wohlwollen
zu bekunden.

Berlin, im Januar 1892. Fucns. -

b4 *
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+ HERMANN VON HELMHOLTZ.
(Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 114, 1895, S. 353.)

Die Redaction exfilllt die schmerzliche Pflicht, an dieser Stelle des
schweren Verlustes zu gedenken, welchen die wissenschaftliche Welt durch
das am 8. September v. J. erfolgte Dahinscheiden von Hermany v. HELMHOLTZ
erlitten hat. Es kann nicht unsere Aufgabe sein, die Verdienste des grossen
Forschers an dieser Stelle zu wiirdigen. An diesen Verdiensten sind so zahl-
reiche und verschiedenartige Gebiete menschlichen Wissens betheiligt, dass
nur das Zusammenwirken der verschiedenen Vertreter dieser Gebiete ein ge-
treues Bild der wissenschaftlichen Thatigkeit des Dahingeschiedenen wird
schaffen konnen. Unserem Journal wird alsdann die Ehre zufallen, fir die
Wiirdigung seiner ausgezeichneten mathematischen Leistungen die wesentliche
Quelle darzubieten. Seit dem Jahre 1858, wo H. v. HeLmeoL1z im 55. Bande
seine berithmte Arbeit {iber die Integrale der hydrodynamischen Differential-
gleichungen veréffentlichte, hat derselbe das Journal durch eine lange Reihe
von mathematisch-physikalischen Arbeiten geziert, von welchen jede einzelne
als Fundament einer Disciplin betrachtet werden muss.

H. v. Hermeortz hat aber unserem Journal auch noch in weiterem Sinne
sein Interesse erwiesen. Er hat es nicht nur gestattet, dass vom 104. Bande
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an auf dem Titelblatte unter die Namen der Mitwirkenden auch der seinige
aufgenommen werde, sondern er hat auch seine Mitwirkung durch wirkliche
Antheilnahme gern bethitigt, wenn dieselbe in Anspruch genommen wurde.
Die Redaction darf daher die Ehre in Anspruch nehmen, unter denjenigen,
welche die wissenschaftliche Thatigkeit des grossen Mannes zu besonderem
Danke verpflichtet hat, in vorderster Reihe zu stehen.



LXXXII.

NACHRUF.
(Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 115, 1895, S. 349—350.)

Die Redaction hat die schmerzliche Pflicht zu erfilllen, des Verlustes [349
dreier Mitarbeiter des Journals zu gedenken, welche seit kaum einem Jahre
der wissenschaftlichen Welt durch den Tod entrissen worden sind.

ARTHUR CA’QLEY, geboren 16. August 1821 in Richmond Surrey, war bis
zum Jahre 1863 als Barrister at law thitig, in welchem Jahre er zum Sadle-
rian Professor fir die reine Mathematik in Cambridge gewahlt wurde. Diese
Stellung bekleidete er bis an sein Lebensende. Er starb am 26. Januar 1895.

Es ist uns versagt, hier den Lebenslauf sowie die reiche wissenschaftliche
Thétigkeit des berithmten Gelehrten zu schildern, wie es ihm vergdnnt war,
in die in diesem Jahrhundert fiir die mathematischen Wissenschaften neu
errungenen Disciplinen schopferisch und fordernd einzugreifen. In vorziig-
licher Weise hat bereits Professor A. R. Forsyre in den Obituary Notices
of the Proceedings of the Royal Society Vol. 58 das Leben und Wirken
Cavievs geschildert (vgl. auch t. VIII of the Collected Mathematical Papers,
herausgegeben von Forsyra, woselbst sich auch ein Verzeichniss der Vor-
lesungen befindet, welche Caviey in dem Zeitraum von 1863 bis 1895 in
Cambridge gehalten hat).

Die mathematischen Schriften Cavieys sind sehr zahlreich, ein grosser
Theil derselben stammt schon aus der Periode vor 1863, indem wihrend der
Thitigkeit am Bar die Zeit zwischen der Jurisprudenz und der Mathematik
getheilt war.
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Caviey hat noch bei Lebzeiten eine vollstindige Sammlung seiner
Schriften unternommen, von welcher es ihm vergtnnt war, die sieben ersten
Binde zu vollenden. Der weiteren Ausfiihrung dieser Aufgabe hat sich in
dankenswerther Weise Herr Forsyrn unterzogen, aus dessen Hénden wir jiingst
den achten Band empfangen haben.

350] Unser Journal hat ganz besonderen Anlass, das Andenken CaviEvs in
hohen Ehren zu halten. Vom 29. Bande des Journals an hat er dasselbe bis
in sein létztes Lebensjahr durch seine unschatzbaren Beitrige ausgezeichnet.

Lupwic ScurirLi, geboren am 15, Januar 1814 zu Burgdorf, Canton Bern,
gestorben am 20. Mérz 1895 als Professor der Mathematik an der Universitit
Bem, bildete ebenfalls eine lange Reihe von Jahren hindurch — vom 43,
Bande bis zum 78. — eine Zierde unseres Journals. Nachdem er eine An-
zahl vorziiglicher Arbeiten aus den Gebieten der Geometrie, der Optik, der
Astronomie in den Mittheilungen der naturforschenden Gesellschaft zu Bern,
und besonders auf die Theorie der elliptischen Functionen beziigliche analy-
tische Untersuchungen in Grunerts Archiv verdffentlicht hatte, war das CrELLE-
sche Journal die Stitte, an welcher er sich durch seine Leistungen in der
Algebra, in der Geometrie, in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen,
der Kugelfunctionen und der Modulargleichungen sowie in dem Problem der
conformen Abbildung ein unvergingliches Denkmal gesetzt hat.

Joser DieneEr, geboren am 5. November 1818, von 1859 bis 1868 Pro-
fessor der Mathematik und Vorstand der mathematischen Schule am Poly-
technicum in Karlsruhe, von 1868 bis 1888 Director in der allgemeinen Ver-
sorgungsanstalt im Grossherzogthum Baden, starb am 27. November 1894.
Ausser zahlreichen Schriften in Gruserts Archiv, in den Nouvelles Annales,
im Journal von TorroLint, in den Denkschriften der Kénigl. Ges. d. Wissensch.
zu Prag und der Kaiserl. Akademie in Wien, sowie einer Reihe von Biichern
zur Einfithrung in das Studium der Geometrie, der Analysis, der Geodisie,
der Mechanik, der elliptischen Functionen, der hoheren Gleichungen und der
Variationsrechnung sind von dem in seinem Streben zur Forderung der mathe-
matischen Wissenschaften unermiidlichen Gelehrten 14 Abhandlungen in un-
serem Journal (von Band 34 bis 46) erschienen,
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+ KARL WEIERSTRASS.
(Geb. 31. October 1815, gest. 19. Februar 1897.)

(Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 117, 1897, S. 357.)

Am 19. Februar dieses Jahres ist die mathematische Welt durch das
Hinscheiden von KarL WeierstrAss in tiefe Trauer versetzt worden.

Von seinem ersten Auftreten in der mathematischen Litteratur an bis in
ein -hohes Alter hinein hat WEeierstRass die Wissenschaft nicht nur durch
seine Entdeckungen bereichert, sondern auch durch sein Eingreifen in die
Arbeiten der Zeitgenossen und durch seine Lehrthétigkeit an der hiesigen
Universitat, deren Zierde er iiber 40 Jahre gewesen, in einem solchen Maasse
gefordert, dass eine Wiirdigung dieser reichen Wirksamkeit eine zu umfang-
reiche Aufgabe ist, um an dieser Stelle Platz zu finden.

Aber die Redaction dieses Journals hat die besondere Pflicht, hier das
Andenken des grossen Mathematikers zu ehren. Unser Journal hatte das
Gliick, seine berithmtesten Arbeiten in seine Spalten aufnehmen zu kénnen;
und unter den Mitwirkenden ziert der Name WEERsTRASS unser Journal vom
53. bis zum 117. Bande, wihrend die Binde 91 bis 103 ihn im Verein mit
Kronecker als Redacteur bezeichnen durften.

Berlin, im Mirz 1897.

Fuchs, mathem, Werke, III 55
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ERNST CHRISTIAN JULIUS SCHERING f.
(Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 119, 1898, S, 86.)

Am 2. November dieses Jahres verschied nach langem Leiden der ordent-
liche Professor der Mathematik an der Universitdt Gottingen Ernst ScHERING,
geb. am 13. Juli 1833 im Forsthause Sandbergen bei Bleckede an der Elbe
(in der Provinz Hannover). Ausser durch seine zahlreichen auf die reine
Mathematik und auf die mathematische Physik beziiglichen Arbeiten hat er
die mathematische Welt ganz besonders durch die im’Auftrage der Konig-
lichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen von ihm besorgte Heraus-
gabe der gesammelten Werke unseres grossen Lehrmeisters KarL FriepricH
Gavuss zn bleibendem Danke verpflichtet. Seine eigenen Schriften befinden
sich grosstentheils in den Nachrichten und Abhandlungen der Géttinger Ge-
sellschaft der Wissenschaften, eine derselben, zahlentheoretischen Inhalts, hat
der Verfasser dem 100. Bande unseres Joumals einverleiben lassen.

December 1897.

b5 *
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FRANCESCO BRIOSCHI +.
(Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 119, 1898, S. 259.)

Am 13. December 1897 verschied in Mailand der Prasident der R. Ac-
cademia dei Lincei, Director des R. Istituto tecnico Superiore in Mailand,
Herausgeber der Annali di Matematica pura ed applicata, Francrsco BrioscHu.
Die mathematische Welt vereint sich mit dem Vaterlande des Dahingeschie-
denen in der tiefen Trauer um den schweren Verlust, welcher die Wissen-
schaft betroffen. An anderen Orten haben hervorragende Gelehrte die grossen
Verdienste, welche Brioscar durch seine eigenen ausgezeichneten Arbeiten und
durch die Forderung der mathematischen Studien in Italien sich erworben
hat, in gebithrender Weise gewiirdigt. Wir haben aber die Pflicht, an dieser
Stelle des langjéhrigen Mitarbeiters an unserem Journale (seine Aufsitze be-
ginnen im 50. Bande desselben) in dankbarer Pietit zu gedenken.
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CHARLES HERMITE .
(Geb. 24, December 1822 in Dieuze (Lorraine), gest. 14, Janunar 1901 in Paris.)

(Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 123, 1901, 8, 174.)

Der Anfang des Jahres 1901 brachte der mathematischen Welt die
schinerzliche Trauerkunde, dass ihr Altmeister Cmaries HermiTe am 14. Ja-
nuar aus diesem Leben geschieden ist. Wenn diese Kunde fiberall auf dem
ganzen Erdball die Herzen derer, welche die mathematischen Wissenschaften
pflegen, tief exschiittern musste, so sind es die deutschen Mathematiker, welche
durch die ganze Schwere dieses traurigen Ereignisses nicht weniger betroffen
worden sind als die Verehrer des grossen Mannes in seinem Vaterlande. Der
Verewigte hat nicht nur mit den mathematischen Forschern Deutschlands
wihrend seiner ganzen Lebenszeit in engster Verbindung gestanden, sondern
auch an ihren wissenschaftlichen Arbeiten in hervorragender Weise sich be-
theiligt und fiir die Verbreitung der Resultate dieser Arbeiten in die weitesten
Kreise Sorge getragen.

Die Redaction dieses Journals hat einen Mitarbeiter verloren, welcher
ein halbes Jahrhundert lang eine der héchsten Zierden des Journals gewesen
ist. Seine ruhmreiche Mitwirkung am Journal beginnt 1846 im 32. Bande
desselben mit der Arbeit »Extrait de deux lettres de M. CHarLEs Hermite & M.
C. G. J. JacoBi« und schliesst im Jahre 1896 im 116. Bande ab. Es gestattet uns
nicht der Raum, an dieser Stelle in eine angemessene Wiirdigung der hohen
Bedeutung der zahlreichen Arbeiten des Meisters auf den Gebieten der Zahlen-
theorie, der Algebra, der Theorie der Formen und der Analysis, und des
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michtigen Einflusses einzutreten, welchen sie auf die Ausbildung der genannten
mathematischen Disciplinen durch seine Schiiler ausgeiibt haben. Ein solches
Unternehmen erheischte eine geschichtliche Darlegung der mathematischen
Bestrebungen seiner Zeit. Auch sind unsere Herzen iiber den Verlust des
Mannes noch zu tief bewegt, um einer so schwierigen Aunfgabe nahezutreten.
Selten mag es in der Geschichte der Mathematik vorgekommen sein, dass
ein Gelehrter seinen Zeitgenossen auch als Mensch so nahe getreten ist und
mit der Verehrung auch die Liebe derselben gewonnen hat. Jedes aufrichtige
wissenschaftliche Streben erregte sein Interesse, gleichgiiltig ob der Strebende
seinem Vaterlande angehorte oder dem Auslande; und es war ein Ausfluss
seiner unbegrenzten und unparteiischen Liebe zur Wissenschaft, dass ihn mit
der lebhaftesten Theilnahme fiir das wissenschaftliche Streben auch die hersz-
liche Theilnahme fiir die Person des Strebenden erfiillte.
Wir werden seiner stets in Verehrung und Liebe gedenken.

Gottingen, Druck der Dieterich’schen Univ.-Buchdruckerei (W. Fr. Kaestner).
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zur Theorie der Differentialgleichungen und zur Functionentheorie?).

Abbildung
durch eine rationale Function:
Abh. XTIV, Bd. I, 361,
. XV, L 413,
. LV, ) IO, 75,
. LVIO, , III, 103,

» LXXII, , I, 313;
durch eine algebraische Function:
Abh. XVII, Bd. I, 457,
» XVIL , I, 473
Grenzkreis, Bd, I, 363, 379; Bd. I1I, 75, 103.
Regel fiir den Radius des Grenzkreises, Bd. I,
369, [411]; Bd. TII, 78, 110, [116].
— von m+1 beliehigen Punkten auf die
(m+ 1) Einheitswurzeln, Bd. I, 370 ff,
Beispiele, m+ 1 = 4, Bd. T, 380 ff.
Anwendung zum Studium einer Function mit
einer endlichen Anzahl von Verzweigungs-
punkten, Bd. I, 389 ff.; Bd. IIL, 112,
Insbesondere der Lisungen linearer homo-
gener Differentialgleichungen mit ratio-
nalen Coefficienten, Bd. I, 391 f
Vergl. Ubergangssubstitutionen, Funda-
mentalsystem.

Adjungirte lineare Differentialglei-
chung, Bd. I, 416 ff

Definition, Bd. I, 421.

Adjungirte Fundamentalsysteme, Elemente,
Bd. I, 422.

Fiir den Fucnsschen Typus; Beziehung awi-
schen den determinirenden Fundamental-
gleichungen adjungirter Differentialglei-
chungen, Bd. I, 419 ff.

Beziehung zwischen den Substitutionen, die
adjungirte Fundamentalsysteme erleiden,
Bd. I, 434f

Differentialgleichungen, die mit ihrer Ad-
jungirten zu derselben Klasse gehoren,
Bd. III, 300.

Vergl. Associirte Differentialgleichungen.
Algebraische Gebilde, die eine Involu-
tion zulassen,
Abh. XLVII, Bd. II, 417,
» L » I, 453,
Algebraisch integrirbare lineare

Differentialgleichungen

gehtren zum Fucasschen Typus, Bd. I,
199.

1) Die Abhandlungen I—IV des ersten Bandes, LXXIV, LXXV, LXXVII—LXXXVI des dritten
Bandes sind in diesem Sachregister nicht beritcksichtigt. Bei den einzelnen Stichworten ist in der Regel
nur diejenige Stelle angegeben, wo der betreffende Gegenstand am vollstdndigsten ertrtert ist.

56*
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a) Zweiter Ordnung:

Abh. XIX, Bd. IL 1,

. XX, . I 11,
, XXI, , II, 63,
» XX, II 67,
» XXHI, , II, 73,
s XV, » I, 113,

Eigenschaften irreductibler algebraischer
Gleichungen mit rationalen Coefficien-
ten, insbesondere solcher, deren Losun-
gen homogenen linearen Differentialglei-
chungen zweiter Ordnung geniigen,
Bd. I0, 13, 22, 116 ff.

Kriterien daflir, dass eine lineare Diffe-
rentialgleichung aweiter Ordnung durch
die Wurzel aus einer rationalen Func-
tion befriedigt wird, Bd. II, 15 ff.

Eigenschaften linearer Differentialglei-
chungen zweiter Ordnung, die nur alge-
braische Integrale haben, Bd. II, 17 f.

Der zu der Differentialgleichung gehorige
Grad, Bd. II, 27, 117.

Kriterien fiir algebraisch integrirbare li-
neare Differentialgleichungen zweiter
Ordnung, Bd. IT, 44 ff, 49 ff, 52ff,
56, 59 ff

Die Nenner der Wurzeln der determini-
renden Fundamentalgleichungen sind
nicht grosser als 10, Bd. II, 33, 134,
138, 140, 142,

Vergl. Primformen, Reducirtes Wurzel-
system, Gausssche Differentialglei-
chung.

b) Dritter und héherer Ordnung:

Abh. XXXIX, Bd. II, 289,

» XL1 ” Ha 299,
s LVI » I, 81.

Zwischen den Integralen bestehen homo-
gene Relationen htheren als ersten
Grades, Bd. II, 299.

Durch eine Transformation wird erreicht,
dass die Integralquotienten die gleichen
Werthe nicht in zwei verschiedenen

Punkten der unabhingigen Variabeln
annehmen, Bd. II, 314.
Anwendung der Aserschen Integrale fiir
n =3, Bd. I, 324 ff.; Bd. IIL, 91
Sitze fir p > 1, Bd. II, 331,
w » p=1, II, 332f,
w » p=0, , II, 8351
Vergl. Homogene Relation, Invarianten,
Reducirte Wurzelsysteme, Hermrresche
Formen.
¢) Herrrers Bedingung fir das Vorhanden-
sein eines ganzen rationalen Integrales,
Abh. LVII, Bd. III, 99.

Algebraisch integrirbare nicht line-
are Differentialgleichungen erster
Ordnung.

Form ihres Integrals, Abh, XLV, Bd. I, 373.
Analytische Form eines Fundamental-
systems, siche unter Fundamentalsystem.
Analytische Functionen, Bd. II, 191,

[212], 381 £, [390].
Anfangswerthe eines particuliren Integrals
einer linearen homogenen Differentialgleichung,
Bd. I, 161.
— eines Integrals einer Differentialgleichung,
Bd.1I, 355; neue Definition derselben, Bd. II,
467.
—, inwiefern dieselben ein Integral einer Diffe-
rentialgleichung erster Ordnung bestimmen,
Bd. 11, 410 £, [416].
Associirte Differentialgleichungen,
Bd. 10T, 1 f, 267, 288.
—, n'¢ (mittlere) fiir Differentialgleichungen
der Ordnung 2%, Bd. III, 2 ff.
Quadratische Form aus den Ableitungen ihrer
Losungen, Bd. ITI, 7, 14; ihre adjungirte
Differentialgleichung, Bd. ITI, 9 £, 15 ff.

Klassenbeziehung zwischen der geeignet trans-
formirten mittleren Associirten und ihrer
adjungirten Differentialgleichung, Bd. ITI,
9ff, 305 ff

Reductibilitit der mittleren Associirten, Bd. IIT,
19, [71], 299, [811]; fiir die Diffe-
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rentialgleichungen der Periodicititsmoduln,
siche Periodicititsmoduln.
Ausserwesentlich singulérer Punkt
einerlinearen homogenen Differentialgleichung,
Bd. I, 282.
Bedingungen fiir das Auftreten eines solchen,
Bd. T, 285 &
In einem solchen Punkte verschwindet die
Deternvinante  des Fundamentalsystems,
Bd. 1, 233.

Beziehungen zwischen festen Integralen von
Differentialgleichungen erster Ordnung und
solchen mit willkiirlichen Anfangswerthen,
Abh. LIII, Bd. T, 467;
fir die Integrale einer speciellen Gleichung

erster Ordnung, Bd. IT, 475 ff.;

fiir die Integrale eines speciellen Systems
von zwei Differentialgleichungen erster
Ordnung, Bd. II, 483 ff.

Vergl. Evierscher Satz.

Brror und Bouquersche Differential-
gleichungen, )

Binomische, die durch eindeutige doppelt-
periodische Functionen integrirt werden,
Abh. XXXVII, Bd. IT, 283.

Aligemeine, Bd. II, 367.

—, Kiitik der Arbeit von B, und B, Bd. II,
3921, 396, 411.

Cavcnysche Differentialgleichung,
lineare homogene Differentialgleichung des
Fucmsschen Typus mit einem singuliren
Punkte im Endlichen, Bd. I, 199.

Constantenzihlung fiir die lineare homo-
gene Differentialgleichung des Fucmsschen
Typus, Bd. I, 201 £, [157]; Bd. III, 183 £,
[196]. :

Convergenzbeweis fiir die nach positiven
ganzen Potenzen von x—a fortschreitenden
Reihen, die einer linearen homogenen Diffe-
rentialgleichnng geniigen, wenn « eine regu-
lare (nicht singuliire) Stelle ist, Bd. I, 160 ff.

— ftir die nach Potenzen von z—a, -fort-

schreitenden Reihen, wenn a, ein singulirer
Punkt einer linearen homogenen Differential-
gleichung #*r Ordnung ist, in dem die Coeffi-
cienten bezw. von der ersten, zweiten, .. .,
2% Ordnung unendlich werden, Bd. I, 190ff.
Vergl. Reihenentwickelung.

Determinante eines Fundamental-

systems, Bd. I, 166, 169.

Determinirende Fundamentalglei-

chung, Bd. I, 188, 213.

Definition, Bd, I, 220.

Bezichung zwischen ihren Wurzeln und den
Wuzeln der Fundamentalgleichung, Wur-
zelgruppen beider Gleichungen, Bd. I, 213 ff.

Differentialgleichungen erster Ord-
nung

mit festen Verzweigungspunkten, Abh. XLIII,
Bd. II, 355

Bedingungen, damit nicht ein willkiirlicher
Punkt Verzweigungspunkt eines Integrals
sein kann, Bd. 1, 359 ff

Theorem, BA. I1, 864,

Der Fall p = 0, Bd. II, 365,

Der Fall p = 1, Bd. II, 365 ff,

—, Character ihrer Integrale, Abh. XLVI,

Bd. II, 381.

Beispiel, Riccarische Differentialgleichung,
Bd. II, 384 f.

Theoreme, Bd. II, 386 ff.

—, Werthe ihrer Integrale in singuliiren Punk-

ten, Abh. XLVIL, Bd. II, 391.

Vergl. algebraisch integrirbare, Verzweigungs-
punkte, Integrale, analytische Function,
Brior- und Bougquersche Differentialglei-
chung, Riccamische Differentialgleichung,
singuldre Punkte, Beziehungen zwischen
Integralen.

Elemente eines Fundamentalsystems, siehe
Fundamentalsystem.

Evvrerscher Satz, scine Verallgemeinerung
fiir Differentialgleichungen in separirter Form,
Bd. II, 472;
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fiir sllgemeine Differentialgleichungen der
vierfach periodischen Functionen von zwei
Variabeln, Bd. II, 474, 475.
Existenzbeweis fiir die Integrale linearer
homogener Differentialgleichungen, Bd. I,
160 f; Bd. IIT, 245 ff
Exponent, zu dem ein Integral einer linea-
ren homogenen Differentialgleichung gehort,
Bd. I, 181
—, zu dem eine Function ¥ gehort, Bd. I, 196.

Fliche, inuerhalb deren die Integrale einer
linearen homogeuen Differentialgleichung ein-
deutig continuirlich und endlich sind, Bd.1,168.

Formen, gebildet aus den Elementen eines
Fundamentalsystems einer lincaren homoge-
nen Differentialgleichung,

a) biniire, fiir lincare Differentialgleichungen
zweiter Ordnung, Bd. II, 19f; sie ge-
niigen linearen Differentialgleichungen,
Bd. II, 46 ff, vergl. 3351 ; insbesondere
quadratische, Bd. II, 309f, 837f,
B4 III, 331
Ihre Covarianten, Bd. IT, 19 ff.

Formen, die gleich Wurzeln aus ratio-
nalen Functionen sind, ihre Covarianten,
Bd. I, 21.

b) ternire, fiir lineare Differentialgleichungen
dritter Ordoung, Bd. II, 299 ff.

Vergl. Homogene Relation, Heroutesche
Formen, Primformen, Hessesche Cova-
riante.

Fucusscher Typus linearer homogener
Differentialgleichungen, Bd. I, 178 .

Die Integrale werden mit einer endlichen
Potenz von z—a bezw. —15 multiplicirt
nicht mehr unendlich, wenn « ein im
Endlichen gelegener singuliver Punkt
bezw. 2 = oo ist, Bd. I, 179.

Die Integrale haben keinen Punkt der Un-
bestimmtheit, Bd. ITI, 22.

Die Integrale sind iiberall bestimmt, Bd. ITI, 83.

Die Integrale sind regulir, Bd. III, 99.

Form der Coefficienten fiir eine Differential-
gleichung des Fucasschen Typus, Bd. T, 186.
Beweis, dass die Form hinreichend ist, Bd. I,
188 ff
Vergl. Caucavsche Differentialgleichung,
Gavsssche Differentialgleichung.

Fundamentalgleichung, die zu einem
singuléren Punkte einer linearen homogenen
Diflerentialgleichung gehort, Bd. I, 172.
Vergl, determinirende Fundamentalgleichung,

Fundawmentalsubstitutionen,
aufgestellt fiir die lineare Differentialgleichung
der elliptischen Periodicititsmoduln erster und

gweiter Grattung, Bd.1, 274 ff.; Bd. 1T, 88 f1.;
der ultraelliptischen Periodicititsmoduln, Bd.
101, 35;
desgl. fiir ihre mittlere Associirte, Bd. IIT, 36.

Fundamentalsystem von Integralen einer
Tinearen homogenen Differentialgleichung, Ele-
mente eines solchen;

1. Definition, Bd. I, 165; 2. Definition, Bd. I,
167.

Methode zur Herstellung eines Fundamental-
systemns, Bd. I, 168.
—, das zu einem singuliren Punkte gehort,
seine analytische Form
a) im Falle einfacher Wurzeln der Funda-
mentalgleichung, Bd. I, 173;

b) im Falle mehrfacher Wurzeln der Funda-
mentalgleichung, Bd. I, 174 ff,
Vergl. Logarithmen.

—, das aus der Fundamentalgleichung fiir einen
beliebigen Umlauf entspringt, seine analyti-
sche Form, Bd, I1I, 320 .

Trausformation eines Fundamentalsysters,
. Bd T, 208 ff

~, das zu den singuldren Punkten gehort
aufgestellt fiir die LecenorEsche Differential-
gleichung der elliptischen Periodicititsmoduln
erster Gattung, Bd. I, 274 ff.; Bd. II, 88ff.
Desgleichen zweiter Gattung, Bd. II, 107.
Desgleichen fiir die ultraelliptischen Perio-

dicititsmoduln, Bd. III, 50 ff.
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Fundamentalsystem von Integralen einer
linearen homogenen Differentialgleiohung,
Darstellung in zwei Gebieten G,, &,, Bd. I
392, 401. .
Beispiel der linearen Differentialgleichung

zweiter Ordnnng des Fuocmsschen Typus
mit 4 singuliren Punkten, Bd. I, 403 ff.

Funktionen F, Bd I, 196.

Gausssche Differentialgleichung,
Bd. T, 200 ff.

—, algebraisch integrirbare, Bd. II, 54.

—, als Beispiel, Bd. II, 68 ff.

—, mit einem ganzen rationalen Integral,
Bd. III, 100 f.
Vergl. Relationen.

Hauptintegral, zu cinem Punkte gehoriges
einer nicht homogenen linearen Differential-
gleichung (intégral principale), Bd. I, 298.

Hauptschnitt der zu einem hyperellipti-
schen Grebilde gehirigen zweibléttrigen Fliche,
seine Anderungen bei Anderungen eines Para-
meters, Bd. I, 242 ff.

Heruiresche Formen, gebildet aus den
Elementen eines Fundamentalsystems, Abh,
LXV, LXVI, Bd. I1I, 219, 241,

—, invariante fiir die Substitutionen der Gruppe
einer linearen Differentialgleichung, Bedingun-
gen damit eine solche existirt, B4 ITI, 226, 233.
Eigenschaften der Substitutionen in diesem

Falle, Bd. TII, 231, 234, [240).

Siitze iber lineare Differentialgleichungen,
deren Lsungen von endlicher Vieldeutig-
keit sind, insbesondere algebraisch inte-
grirbare, Bd. III, 236 ff,, [240).

Homogene Relation zwischeu den Elemen-
ten eines Fundamentalsystems
a) fiir Differentialgleichungen dritter Ord-

nung des Fucmsschen Typus, mit ratio-
nalen Wurzeln der determinirenden Funda-
mentalgleichung, Bd. II, 300 ff.

Thre Hessesche Covariante, Bd. II, 800.

I
|
1
1
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Tst die Relation von hoherem als dem
zweiten Grade, so ist die Differential-
gleichung algebraisch integrirbar, Bd.1I,
307,{339]; Bd.1II, 83 %, 924, 3314

Quadratische Relation, Bd, II, 309 ff,
337f.; Bd III, 331f.

b) fir Differentialgleichungen n* Ordnung,

Bd. III, 325 ff.

Eine Relation, die sich bei jedem Um-
lauf mit einer Constanten multiplizirt,
Bd. III, 331 &

Vergl. algebraisch integrirbare lineare Diffe-
rentialgleichungen, Invarianten,
Hyperelliptische Integrale, ibre Re-
duction, Bd. I, 254 ff
Vergl. Periodicititsmoduln, partielle Diffe-
rentialgleichungen.
Hypergeometrische Function nter
Ordnung, Abh, XI, Bd. I, 311.

Integraleiner Differentialgleichung
erster Ordnung und eines Systems,
neue Definition, Bd. II, 467 fi.

Integrale linearer Differentialglei-
chungen in der Form von bestimmten
Integralen, Bd. I, 315, 318; Bd.III, 373.

Integration einer Differentialglei-
chung nach dem gegenwirtigen Stande der
Wissenschaft, Bd. I, 159; Bd. II, 370.

Invarianten fiir lineare Differentialgleichun-
gen dritter Ordnung bei Transformation der
unabhéingigen Variabeln und Multiplication
der abhiingigen Variabeln mit einer Func-
tion, Bd. II, 303 f.

Sie verschwinden, wenn die Integrale eine
homogene quadratische Relation befrie-
digen, Bd. II, 310 ff.

Klasse linearer Differentialgleichungen (im
Anschluss an Riemanx), Bd. 01, 17,[70], 119.
Sitze tiber Reductibilitat, Bd. IIL, 18, 19.
Es giebt stets eine Differentialgleichung der

Klasse, fiir die die Wurzeln der determi-
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nirenden Fundamentalgleichungen absolut
genommen kleiner sind als Eins;
wenn keine ganzzahligen Wurzeldifferenzen
vorhanden, Bd. III, 146 ff
wenn solche vorhanden, Bd. III, 170 ff.
Klassenbeziehdng

zwischen den Periodicititsmoduln der ellip-
tischen Integrale erster und zweiter Gat-
tung, Bd. II, 105,

zwischen denen der hyperelliptischen Inte-
grale, Bd. III, 30, 38.

Lautsche Differentialgleichungen,
Abh. XXVI, Bd. lI, 143,
, XXVI, , II 151,
, XXVII, , II, 161
Herleitung eines zweiten Integrals aus dem
ersten fiir einen speciellen Fall der Luané-
schen Differentialgleichung, Bd.11,146,167.
Ausfithrung der Integration und Bestimmung
der Parameterwerthe fiir die das zweite
Integral einen anderen Character hat, Bd.II,
147, 167
Lineare Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung mit rationalen Coefficienten, die ein
Tntegral besitzen, dass sich bei jedem Um-
laufe mit einer Constanten multiplicirt,
Bd. II, 152 (vergl. algebraisch integrir-
bare Differentialgleiclhmngen).
Besondere Fille, die sich durch ABErsche
Functionen integriren lassen, Bd. I, 155 ff.
Lauésche Differentialgleichung, ilwe Inte-
gration, Bd. II, 155 ff, 166 ff
Lineare Differentialgleichungen %’ Ordnung,
deren Integrale doppeltperiodische Func-
tionen zweiter Art sind, Bd. II, 161.
Besonders » = 2, Form des Coefficienten,
Bd. II, 162 f
LecenprEsche Differentialgleichung
fiir die Periodicititsmoduln des elliptischen
Integrals erster Gattung, Bd. I, 271;
Bd. I, 87.
Desgleichen zweiter Gattung, Bd. II, 106.

Vergl. Fundamentalsystem, Fundamentalsub-
stitutionen, linéare Substitution, Quotient
H, Z.

LeeenprEsche Relation, Bd I, 292,
Bd. II, 106.

Lineare Differentialgleichungen,
zur allgemeinen Theorie derselben,

Abh. V, B4 I, 11t,
» VL, I, 139,
s VIL , I, 205

Lineare Differentialgleichung, deren
Integrale keinen Punkt der Unbestimmtheit
habeu, siche Fucasscher Typus.

—, deren Integrale algebraische Functionen
sind, siehe algebraisch integrirbare lineare
Differentialgleichungen.

—, deren Coefficienten in der Umgebung eines
Punktes eindeutig sind, und deren Integrale
daselbst nicht unbestimmt sind, Bd. I, 211 ff,
Form der Coefficienten, Bd. I, 212.

— fiir die At Ableitungen der Liosungen
einer gegebenen, Bd. I, 238.

—, deren Integrale doppeltperiodische Fune-
tionen zweiter Art sind, siehe Lamische
Differentialgleichung.

—, deren Gruppe von einem Parameter un-
abhingig ist,

Abh, LIV, Bd IOI, 1,
, LIX, , II 117,
, LXIIL , III, 169,
» LXIV, , III, 201,
, LXIX, , II, 267,
» LXXI , III, 295.
Bedingungen dafiir, Bd III, 20 £, 22f,
[70, 71), 120 &, 125, 305 ff
Eigenschaften des Coefficienten der hchsten
Ableitung in dem Ausdrucke der Deri-
vierten des Integrals nach dem Parameter
Bd, 111, 179, 180
Die Coefficienten der Ableitungen in diesem
Ausdrucke geniigen einem System linearer
Differentialgleichungen, Bd.III, 123, 18911,
270 £
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Discussion fir » = 2, Beispiel, Bd. IT,
191, [197]. Vergl. partielle Differential-
gleichungen.

Vergl. Periodicititsmoduln, Reihenentwicke-
lLumg, algebraisch integrivhare lineare Diffe-
rentialgleichungen, associirte Differential-
gleichungen, Lamésche Differentialgleichun-
gen, adjungirte Differentialgleichungen,
Herurresche Formen.

Lineare Substitution, die ein Funda-
mentalsystem einer linearen homogenen Diffe-
rentialgleichung erleidet, wenn die unabhéin-
gige Variable cinen Umlauf um einen sin-
guldren Punkt vollziebt, Bd. I, 170 ff.

~— mit ganzzahligen Coefficienten, entsprechend
den Anderungen der Periodicitatsmoduln
hyperelliptischer Integrale bei Umléufen eines
Verzweigungspunktes, Bd. I, 251 ff.

—, allgemeine Form der zu einem beliebigen
Umlanfe gehtrigen, fiir die Lecexoresche
Diflerentialgleichung, Bd. II, 96.

Logarithmen in der analytischen Form des
zu einem singuliren Punkte einer linearen
homogenen Differentialgleichung gehérigen
Fundamentalsystems,
treten nicht auf, wenn die Wurzeln der de-

terminirenden Fundamentalgleichung sich
nicht nm ganze Zahlen unterscheiden,
Bd. I, 198;

Eigenschaften der Coefficienten der Loga-
rithmen, Bd. I, 206 ff.;

treten notwendig auf, wenn die determini-
rende Fundamentalgleichung gleiche Wur-
zeln hat, Bd. I, 219.

Allgemcine Bedingungen fiir das Auftreten
bezw. Nichtauftreten von Logarithmen,
Bd. I, 227, 228 ff.

Andere Form dieser Bedingungen, Bd. 1, 236 ff.

Modulfunction,
Abh. XXIv, B4, II, 85,
., XXIX, , TL, 177,

, LXI , IIL 139,

Fuehs, muthem, Werke, IIT

Vergl. Lecexpresche Differentialgleichung,
Quotient H;

Modulfunction, ihre Verallgemeine-
rung fir p=2.

Formulinmg eines Umkehrproblems fiir drei
Functionen von drei Variabeln, die aus
zwei zn derselben Klasse gehorigen line-
aren Differentialgleichungen vierter Ord-
nung entstehen. Bd, ITI, 41.

Fiir die Periodicitdtsmoduln der beiden ultra-
elliptischen Integrale erster Gattung sind
diese Umkehrungsfunctionen eindeutig,
Bd. III, 48 ff.

Die realen Theile und Coefficienten von 1 fiir
gewisse auftretende Grossen, Bd.III, 60 ff.

Herleiting der Ripmawxschen Ungleichung
fir die Periodicititsmoduln der nltraellip-
tischen Integrale, Bd. TII, 6G.

Verallgemeinernng der Methoden von Abh.
XXIV, Bd. I1I, 67 £, [72].

Vergl. Umkebrprobleme, partielle Differential-
gleichungen.

Nichthomogene lineare Differential-
glc.chungen,

—, ihre Untersuchung zuviickgefiibrt auf die
von zwei homogenen Gleichungen, Bd. I, 221.
Bedingungen fiir die Coefficienten, damit die

Tutegrale nicht unbestimmt werden:
in einem Punkte, Bd. I, 222,
in der ganzen Ebene, Bd. I, 223.

—, ihre Integration, Bd. I, 296 fl.

Vergl. Hauptintegral, Reihenentwickelung.

Partielle Differentialgleichungen,
Systeme simultaner, ibr Auftreten bei line-
aren Differentialgleichungen, deren Gruppe
von in den Cocfficienten auftretenden Para-
metern unabhéingig ist, Bd. ITI, 125 ff.

Die Differentialgleichung der Periodicitits-
moduln Azerscher Integrale als Beispiel,
Bd. IiI, 127.

Die Untersuchungen von Picarp, ArpprLs
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und Horn in ihren Beziehungen zu ge-
wihalichenlinearen Differentialgleichungen,
deren Gruppe von einem Parameter un-
abhiingig ist, Bd. I1I, 130 ff.

Die Sitze von Horn tiber den Fall, wo sich
die Integrale reguléir verhalten, Bd. III, 133.

Gewdhnliche lineare Differentialgleichung nier
Orduung, deren Integrale als Functionen
eines Parameters einer linearen Differential-
gleichung mte Ordnung gentigen, Abh,
LXIV, Bd. IIT, 201.

Die hyperelliptischen Integrale als Beispiel,
Bd. TI, 202,

Behandlung von n = 2, m = 3, Bd. II1, 202 ff.

Die Differentialgleichung zweiter Ordnung
hat entweder
a) ein Integral dessen logarithmische Ab-

leitung rational ist, Bd. IIT, 2111F, oder

b) ihve Gruppe ist ven dem Parameter
unabbingig, Bd. III, 211.

Partielle Differentialgleichungen,
erster Ordnung, Bd. III, 271 ff

— fiir die realen Theile und Coefficienten

von ¢ der Losungen linearer Differential-

gleichnngen, Bd. 1II, 234 f.

Periodicitdtsmoduln
— der hyperelliptischen Integrale als Funetio-

nen eines Parameters, Abh, VIII, Bd. T, 241.

Thre Anderungen bei Umliufen des Para-
meters, Bd. I, 248.

Die diesen Anderungen entsprechenden ganz-
rahligen linearen Substitutionen, wenn der
Parameter ein Verzweigungspunkt ist,
Bd. I, 250 ff

Lineare homogene Differcntialgleichungen fiir
die hyperelliptischen Periodicititsmoduln,
Bd. I, 233.

Ihre Gruppe ist von den in den Coefficien-
ten auftretenden Parametern unabhéngig,
Bd. III, 32,

Bestimmung der Coefficienten dieser Diffe-
rentialgleichungen, Bd. I, 259, 264.

Die Wurzeln ihrer determinirenden Funda-

mentalgleichungen sind rationale Zahlen,
Bd. I, 262.

Explicite Aufstellung der Differentialgleichun-
gen fiir den Fall hyperelliptischer Inte-
grale I und II. Gattung, Bd. I, 263 ff.;
Bd. III, 29.

Desgleichen fiir das elliptische Integral erster
Gattung, Bd. I, 271; Bd. II, 87.

Desgleichen fiir das elliptische Integral zwei-
ter Gattung, Bd. II, 106,

Desgleichen fiir die ultraelliptischen Integrale,
Bd. I, 271; Bd. ITT, 33.

Aufstellung der mittleren Associirten und
der zugehorigen Fundamentalsubstitutionen,
Bd. II1, 33, 36.

Die mittlere Associirte ist reductibel, Bd.IIT, 36,

Periodicititsmoduln der Aszschen In-
tegrale, lineare Differentialgleichungen fiir

dieselben,
Abh, XIII,  Bd. I, 343,
, LXVIIL , I, 249,
» LXX, » I 283,

Die sich nicht aufhebenden Verzweigungs-
punkte einer algebraischen Funetion kénnen
als von einander unabhingig betrachtet
werden, Bd. I, 343.

Lineare Differentialgleichung filr die Perio-
dicititsmoduln als Functionen eines sich
nicht anfhebenden Verzweigungspunktes,
Bd. 1, 349; Bd. III, 250

Methode zu ihrer Herstellung fiir Integrale
erster Gatiung bei einfachen Verzweigungs-
punkten, Bd. III, 230 ff, 257 ff;
bei beliebigen Verzweigungspunkten und

fir einen belichigen Parameter £ als
unabhiingige Variable, Bd. III, 259 ff,
Ist 7 ein von £ unabhiingiger Parameter,
so #ndert sich die Gruppe der Diffe-
rentislgleichung nicht stetig mit =,
Bd. III, 264.
Die (2p—2)t® Associirte ist reductibel,
Bd. ITI, 285
Vergl. Lrzaesoresche Differentialglei-
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chung, ultraelliptische Integrale, Fun-
damentalsysteme, Fundamentalsubsti-
tutionen, Gruppe, Relationen, Klassen-
beziehung, WeiERs TRAss-Riemannsche
Relationen.
Primformen fir lineare Differentialgleichun-
gen zweiter Ordnung:

Begriff und Eigenschaften, ilre Hesseschen
Covarianten, Bd. II, 30 ff.

Primformen niedrigsten N'®® Grades, ihre
Covarianten verschwinden identiseh, Bd. IT,
12, 52; N=<12, Bd. II, 39, 120,

Tabelle derselben, Bd. II, 42, 43, 123, 124,

Untersuchung des Falles N = 2, Bd. I,
32, 132,

Hichster Grad einer Primform, Bd. IT, 118,

Sitze tber Primformen, Bd. II, 126 ff.

Gestalt in der Umgebung eines singuliren
Punktes, Bd. IT, 133,

Quotient I1 der Perioden des elliptischen In-
tegrals erster Gattung, seine Werthe in den
singuldren Punkten und in ihrer Umgebung,
Bd.II, 96 ff
Die Differentialgleichung, der H genigt,

wird untersucht, Bd. II, 98 ff

" existirt nur innerhalb des Ein-

heitskreises von % = I—l,, % als Function
von ¢ ist daselbst holomorph, Bd. T, 100 ff,
[113]; Bd. 101, 67; Bd. 111, 166 ff

Die durch H vermittelte Abbildung, Bd. I1I,
160 £

— Z der Perioden des elliptischen Integrals
aweiter Gattung, Bd. II, 108.

0

g=e

s=¢ ' existitt in der ganzen Ebeue
von »; » als Function von s ist unend-

lich vieldeutig, Bd. II, 110,

Recursionsformel fiir die Reihen, die nach
Potenzen von z—a; fortschreiten, wemn g;
ein singulirer Punkt ist, in dem die Inte-
grale einer linearen homogenen Differential-
gleichung nicht unbestimmt werden, Bd. I, 190,

Reducirtes Wurzel(Werth-)system
einer Gleichung, Bd. II, 27, 120, 331.
Sein Index, Bd. II, 28, 117.

— eines Integrals, Bd. II, 315.

Stitze iiber solche, Bd. II, 323.
Vergl. algebraisch integrirbare lineare Diffe-
rentialgleichungen.

Relation, die zwischen den Wurzeln der
simmtlichen determinirenden Fundamental-
gleichungen einer linearen homogenen Diffe-
rentialgleiching des Fucasschen Typus be-
steht, Bd. I, 182.

. —, Haepexkampsche, zwischen den Periodici-

titsmoduln der hyperelliptischen Integrale,

Abh. IX, Bd. I, 283.

Relationen zwischen den Integralen von
Lisungen linearer homogener Differential-
gleichungen, erstreckt swischen je zwei sin-
guliren Punkten,

Abh. XVI, Bd I, 415,

» LX, , III 141,
» LXVI, , I, 361

Herleitung dieser Relationen unter gewissen

Beschrinkungen fiir die Wurzeln der

determinirenden  Fundamentalgleichungen,

B [, 427 f, 447 ff; Bd. TII, 145.

Aufhebung jener Beschriinkungen, Bd. III,

146 ff.

Invarianz der Relationen fiir die ganze Klasse,

Bd. 100, 141.

Thre rechten Seiten héingen nur von den Fun-
damentalsubstitutionen ab, Bd. I, 143.
Sie stellen Beziehungen dar zwischen den

Coeffizienten der Fundamentalsubstitutio-

nen und zwischen bestimmten Integralen,

Bd. HI, 130 ff.

Beispiele: Verallgemeinerte Lamésche Diffe-
rentialgleichung, Bd. I, 450, [456];
Bd. III, 133;

Differentialgleichung erster Ordnuug, die
mit ihrer adjungirten identisch ist
(WeiersTrASssche Relationen zwischen
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den Periodicititsmoduln hyperelliptischer
Integrale), Bd, III, 152 f.
Differentialgleichung zweiter Ordnung ins-
besondere Gausssche, Bd. III, 154 ff
Reihenentwickelung, in der ganzen Ebeue
giiltige, fiir die Integrale linearer Differential-
gleichungen, Abh. X, Bd. I, 295.
Aufstellungen der Reilien durch suecessive
Approximation, Bd. I, 299 ff.
Convergenzheweis, Bd. I, 303 ff.
Die specielle Reihe von Caqué, Bd. I, 303 ff.
Riccarische Differentialgleichung,
B II, 384 ff, 401
Entwickelung eines Integrals nach Potenzen
von z und 2z, bezw. von z vud logz,
Bd. II, 407, 409.

Singnlire Punkte einer homogenen linca-
ren Differentialgleichung, Bd. I, 161.
Wesentlich und ausserwesentlich ~singulire

Punkte, Bd. I, 232.

—, verschiebbare fiir Differentialgleichimgen
erster und hoherer Ordnung, Bd. II, 469 ff.

— eciner mehrdeutigen Function, ihre Klassifi-
cation, Punkt der Unbestimmtheit, bestimmte
und unbestimmte Verzweigung, Bd. II, 394,
[416]. '

— der Integrale von Differentialgleichungen
erster Ordoung, Hilfsmittel fiir die Unter-
suchung, Bd. IL, 396, 399.

Substitution, siche lineare Substitution.

Systeme linearer Differentialglei-
chungen und ihre associirten, Bd. III, 283 ff,

Thetafunctionen, Form ibrer Argumente,

Abh. X1I, Bd. 1, 321.

Ableitung der CreBsce- und GorpAxschen
Form der Argumente aus dem Satze Rie-
MANNS, ABELsche Functionen, § 23, Bd. I,

322 ff,

Bestimmung von $(0, ..., 0) als Function der
Klassenmoduln, Abh. XTI, X1IT, Bd. I, 343.

Ableitung der Trovamschen Darstellung von

3(0,...,0) unter Zugrundelegung der
Creesce- u. Gorpawnschen Form der Ar-
gumente der Thetafunetion, Bd. I, 338 .

Die Jacosische Differentialgleichung fitr 3 (0),
Bd. 1, 350 ff.

Differentialgleichung fiir 8(0,...,0) als Fune-
tion der Klassenmoduln bezw. eines Ver-
zweigungspunktes, Bd. I, 357 ff

Vergl. Periodicititsmoduln.

Tissorsche Differentialgleichung,

Bd.1, 518.

Ubergangsubstitutionen, die die zn zwei
singuliiren Punkten einer linearen homogenen
Differentialgleichung gehorigen Fundamental-
systeme mit einander verkniipfen;

" Methode fiir ihre Berechuung, Bd. I, 394 fi,

Fiir den Fucsschen Typus, Bd. I, 396 ff,
[412] Vergl. Abbildung.

Ultraelliptische Integrale
Differentialgleichung fiir die Periodicitiits-

modulu, Bd. I, 271; Bd. II, 35.

Unmkehrproblem, Verallgemeinerung des
Jacosischen,

Abh, XXX—XXXVT, Bd. II, 185, 191,

218, 219, 225, 229, 239, 275,

s  XUI Bd. II, 841,

, XLIX, , II, 427,

s Ly w 1L, 441
a) Losungen linearer Differentialgleichung
zweiter Ordnung des Fucesschen Typus,
eingesetzt in das Jacosische Umkehr-
problem fiir » = 2 sollen ,analytische

Functionen® definiren, Bd. II, 192.

Bedingungen fiir die Wurzeln der de-
terminirenden Fundamentalgleichungen,
Bd. IT, 198, 199.

Bedingungen, damit die Umkehrungsfune-
tion der Integralquotienten in gewissen
Gebieten eindeutig ist, Bd. II, 187,
202, 221, 226 ff, [228].

Bedingungen, damit die symmetrischen
Functionen der aus dem verallgemei-
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nerten Umkehrproblem entspringenden
Functionen eindentig sind, Bd. II, 207,
208.

" Tabelle der Differentialgleichungen, die
diesen Bedingungen geniigen, Bd. II,
220 ff.

Die Anzabl der singuliren Puukte ist
nicht grosser als 6, Bd. II, 209.
Durch ene Transformation wird bewirkt,
dass unter den Tntegralzeichen des Um-
kehrproblems zweiwerthige Functionen
stehen, Bd. IT, 211.
Analogon des Aeerschen Theorems, Bd. IT,
917, 218, ‘
by Die unter den Integralzeichen stchenden
Functionen haben den Character von Li-
sungen linearer Differentialgleichungen des
Fucnsschen Typus und erfiillen iberdies
noch gewisse Bedingungen; fir n =2
Abh. XXXV, L, fiir ein beliebiges =
Abk. XLL
Bedingungen fiir die Eindeutigkeit:
Fir o = 2, Bd II, 244, 247, 250,
251, 257.
Anderer Beweis fiir die Bedingungen
von 250, 251; Bd. II, 446 ff.
Andere Auffassung der Gleichungen
des Umkehrproblems, Bd. II, 442 ff.
Durch Einfiihrung des Quotienten als
unabhéngiger Variabeln kommen
zweiwerthige Functionen unter die
Integralzeichen, Bd. I, 260 ff, 452.
Nothwendige und hinreichende Bedin-

gungen fiir die Eindentigkeit, Bd. II,
272,
Fiir ein beliebiges », Bd. II, 345, 346,
348, 349,
¢) Losungen einer linearen Differentialglei-
chung zweiter Ordnung mit algebraischen
Coefficienten sollen die Bd. II, 250, 251
formulirten Bedingungen erfiillen, Abh.
XLIX, ferner Bd. II, 458 ff
Fir p > 0, Bd. II, 439, 459 f£
, p=0 . TI, 439,
Hiilfssatz aus der Theorie der algebrai-
schen Functionen;

Abh, XLVIIL B4, II, 417,

, LI » 11, 433.
Vergl. Modulfunction, partielle Differential-
gleichungen.

Vertauschung von Parameter und
Argument fiir lineare Differentialgleichun-
gen, Bd. I, 416 ff.; Bd. III, 361 ff,

Verzweigungspunkte der Integrale von
Differentialgleichungen, feste und verschieb-
bare, Bd. II, 855 ff.

WeiersTrass-Ripuannsche Relatio-
nen zwischen den Periodicititsmoduln hyper-
elliptischer und Aerscher Integrale

fiir p = 2 abgeleitet aus der Reduetibilitit
der mittleren Associirten, Bd. IIT, 38 ff;

fiir beliebige AseLsche Integrale aus der
Reductibilitiit der (2p— 2)%® Associirten,
Bd. TII, 290. Vergl. Relationen.
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zu Text und Anmerkungen.

Amer, N, H, Bd. I, 112, 160, 241, [282],
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L1V, 1)—6), Bd. ITI, 69—73,
mit nachgelassenen Notizen
von L. Fucus.

Lv, Bd. I1I, 80.

LvI, Bd I, 97.

LVIIL, Bd. II1, 102.

Lvi, 1), 2), Bd. IMI, 116,
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