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�Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñ

¸Çóáõù L-Á µ³½ÙáõÃÛáõÝ ¿, ÇëÏ K-Ý Ï³Ù Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ ℝ ¹³ßïÝ

¿, Ï³Ù ¿É ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÇ ℂ ¹³ßïÁ: Þ³ñ³¹ñíáÕ ÝÛáõÃÁ &

³ñ¹ÛáõÝùÝ»ñÁ ÑÇÙÝ³Ï³ÝáõÙ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ »Ý ℝ & ℂ ¹³ßï»ñÇ (&

ÁÝ¹Ñ³Ýñ³å»ë Ï³Ù³Û³Ï³Ý ¹³ßïÇ) ¹»åùáõÙ, áõëïÇ Ù»Ýù

Ïû·ï³·áñÍ»Ýù ¹³ßïÇ K Ýß³Ý³ÏáõÙÁ, Í³ÍÏ»Éáí ÙÇ³Ý·³ÙÇó ℝ & ℂ

¹³ßï»ñÇ ¹»åù»ñÁ: ´áÉáñ ³ÛÝ ¹»åù»ñáõÙ, »ñµ ³ñ¹ÛáõÝùÝ»ñÁ ï³ñµ»ñ

»Ý ℝ-Ç & ℂ-Ç Ñ³Ù³ñ Ñ³ïáõÏ ÏÝß»Ýù, Ã» áñ ¹³ßïÝ Ç ÝÏ³ïÇ áõÝ»Ýù:

ÀÝ¹áõÝí³Í ¿ ³ë»É, áñ L µ³½ÙáõÃÛ³Ý íñ³ ë³ÑÙ³Ýí³Í ¿

·áõÙ³ñÙ³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝ, »Ã» ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ³ÛÝåÇëÇ L × L  L

³ñï³å³ïÏ»ñáõÙ, áñ µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ Ñ»ï&Û³É å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ (L × L-Ç

a,b ï³ññÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ L-Ç ï³ññÁ Ýß³Ý³Ïí³Í ¿

a + b-áí).

● a + b + c = a + b + c
● a + b = b + a
● L-áõÙ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ÙÇ ï³ññ, áñÁ Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ 0-áí, áñ
Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ a ∈ L Ñ³Ù³ñ a + 0 = 0 + a = a

● ∀a ∈ L ∃b ∈ L, a + b = b + a = 0

Ü³& ³ëáõÙ »Ý, áñ L-Ç íñ³ ë³ÑÙ³Ýí³Í ¿ K ¹³ßïÇ Ãí»ñáí

µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝ, »Ã» ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ Ù»Ï ³ÛÉ

³ñï³å³ïÏ»ñáõÙª K × L  L (K × L-Ç λ,a ï³ññÇÝ

Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ ï³ññÁ Ýß³Ý³Ïí³Í ¿ λa-áí), áñ µ³í³ñ³ñáõÙ ¿

λμa = λμa

1a = a

å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ:
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ê³ÑÙ³ÝáõÙ. L µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ ·Í³ÛÇÝ

ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ K ¹³ßïÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ, »Ã» Ýñ³ íñ³ ë³ÑÙ³Ýí³Í

»Ý ·áõÙ³ñÙ³Ý & Ãíáí µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñ, áñáÝù

µ³í³ñ³ñáõÙ »Ý

λa + b = λa + λb

λ + μa = λa + μa

å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ:

¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É, áñ 0a = 0, λ0 = 0 & −1a = −a:

ÆëÏ³å»ëª

a + 0a = 1a + 0a = 1 + 0a = 1a = a,

áõëïÇ

0a = 0, λa + λ0 = λa + 0 = λa  λ0 = 0,

&

a + −1a = 1a + −1a = 1 + −1a = 0a = 0  −1a = −a:

Ü³&, »Ã» λa = 0, ³å³ λ = 0 Ï³Ù a = 0. Æñáù, »Ã» λ ≠ 0, ³å³

0 = λ−1λa = λ−1λa = 1a = a:

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. L ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý M »ÝÃ³µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ

ÏáãíáõÙ ¿ ·Í³ÛÇÝ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ (Ï³Ù å³ñ½³å»ë

»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ), »Ã»

1. a,b ∈ M  a + b ∈ M (³ÛëÇÝùÝ M-Á �³Ï ¿ ·áõÙ³ñÙ³Ý

ÝÏ³ïÙ³Ùµ)

2. λ ∈ K, a ∈ M  λa ∈ M (³ÛëÇÝùÝ M-Á �³Ï ¿ Ãíáí

µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý ÝÏ³ïÙ³Ùµ)
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²Ûë »ñÏáõ å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ �áË³ñÇÝ»É Ù»Ï Ñ³Ù³ñÅ»ù

å³ÛÙ³Ýáíª

λ,μ ∈ K,a, b ∈ M  λa + μb ∈ M

úñÇÝ³ÏÝ»ñ
1. Kx-Áª µáÉáñ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ, áñáÝó

·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÁ K ¹³ßïÇó »Ý ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¿ K-Ç
ÝÏ³ïÙ³Ùµ:

2. Kx-Ç µáÉáñ n-Çó áã µ³ñÓñ Ï³ñ·Ç µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÁ
»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ »Ý Ï³½ÙáõÙ Kx-áõÙ:

3. Ð³ñÃáõÃÛ³Ý í»ÏïáñÝ»ñÁ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ »Ý
Ï³½ÙáõÙ Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ ¹³ßïÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ, ÇëÏ áñ&¿
í»ÏïáñÇÝ ÏáÉÇÝ»³ñ í»ÏïáñÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ
»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¿ Ï³½ÙáõÙ ³Û¹ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý Ù»ç:

4. n × m-ã³�³ÝÇ Çñ³Ï³Ý ï³ññ»ñáí Ù³ïñÇóÝ»ñÁ Ï³½ÙáõÙ

»Ý ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ ¹³ßïÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ,
ÇëÏ í»ñÇÝ »é³ÝÏÛáõÝ³Ó& Ù³ïñÇóÝ»ñÁ Ï³½ÙáõÙ »Ý
»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ:

5. 0,1 ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ áñáßí³Í ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ
µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¿ Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ ¹³ßïÇ
ÝÏ³ïÙ³Ùµ, ÇëÏ ÝáõÛÝ Ñ³ïí³ÍáõÙ ³Í³Ýó»ÉÇ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ
Ï³½ÙáõÙ »Ý »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ:

6. ´áõÉÛ³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ Ä»·³ÉÏÇÝÇ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÁ

Ï³½ÙáõÙ »Ý ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ F2 = 0,1 »ñÏáõ
¿É»Ù»Ýï³Ýáó å³ñ½ ¹³ßïÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ, ÇëÏ ·Í³ÛÇÝ
ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ Ï³½ÙáõÙ »Ý »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ:

7. n-ã³�³ÝÇ Ãí³ÛÇÝ í»ÏïáñÝ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ K

¹³ßïÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ ë³ÑÙ³ÝíáõÙ ¿ Ñ»ï&Û³É Ï»ñå.

VnK ≡ α1,α2, . . . ,αn ∣ αi ∈ K, i = 1, . . . ,n , ÇëÏ µáÉáñ

í»ÏïáñÝ»ñÁ, áñáÝó Ñ³Ù³ñ α1 = 0 Ï³½ÙáõÙ »Ý
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»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ:
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�Í³ÛÇÝ ³ÝÏ³ËáõÃÛáõÝ

L ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý a1,a2, . . . , am ï³ññ»ñÇ (¿É»Ù»ÝïÝ»ñÇ)

·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³ ¿ ÏáãíáõÙ Ñ»ï&Û³É ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛáõÝÁª

λ1a1 + λ2a2 +. . .+λmam, áñáõÙ λ1, . . . ,λm ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÁ K ¹³ßïÇ

Ï³Ù³Û³Ï³Ý ï³ññ»ñ »Ý:

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. L ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý a1,a2, . . . , am ï³ññ»ñÁ (Ï³Ù

ï³ññ»ñÇ Ñ³Ù³Ï³ñ·Á) ÏáãíáõÙ »Ý ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë, »Ã»

λ1a1 + λ2a2 +. . .+λmam = 0 å³ÛÙ³ÝÇó Ñ»ï&áõÙ ¿, áñ

λ1 =. . .= λm = 0:

²ÛëÇÝùÝ ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ï³ññ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³Ý Ï³ñáÕ ¿

½ñáÛ³Ï³Ý ÉÇÝ»É ÙÇ³ÛÝ & ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ µáÉáñ ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÁ

½ñáÛ³Ï³Ý »Ý:

²Ýí»ñç µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÏÉÇÝÇ ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë, »Ã» Ýñ³ Ï³Ù³Û³Ï³Ý

í»ñç³íáñ »ÝÃ³µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ¿:

L ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý a1,a2, . . . , am ï³ññ»ñÁ (Ï³Ù ï³ññ»ñÇ

Ñ³Ù³Ï³ñ·Á) ÏÉÇÝ»Ý ·Íáñ»Ý Ï³ËÛ³É, »Ã» Ï·ïÝí»Ý

λ1, . . . ,λm ∈ K, áã µáÉáñÁ Ñ³í³ë³ñ 0, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ

λ1a1 + λ2a2 +. . .+λmam = 0:

ÜÏ³ï»Ýù, áñ Ï³Ù³Û³Ï³Ý Ñ³Ù³Ï³ñ·, áñ å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿

½ñáÛ³Ï³Ý ï³ññÁ ·Íáñ»Ý Ï³ËÛ³É ¿: Ø»Ï áã ½ñáÛ³Ï³Ý ï³ññÇó

µ³ÕÏ³ó³Í Ñ³Ù³Ï³ñ·Á ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ¿: �Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë

Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç & áã ÙÇ ï³ññ ãÇ ³ñï³Ñ³ÛïíáõÙ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÙÝ³ó³Í

ï³ññ»ñÇ & áã ÙÇ ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³Ûáí:
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úñÇÝ³ÏÝ»ñ
1. VnK ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý Ù»ç ÁÝïñ»Ýù Ñ»ï&Û³É Ãí³ÛÇÝ

í»ÏïáñÝ»ñÇ Ñ³Ù³Ï³ñ·Á.



n

1,0,0, . . . , 0, 

n

0,1,0, . . . , 0, 

n

0,0,1,0, . . . , 0, . . . , 

n

0, . . . , 0, 1

²Ûë Ñ³Ù³Ï³ñ·Á ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ¿:

2. 1, x,x2,x3, . . . ,xn µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ Ñ³Ù³Ï³ñ·Á ·Íáñ»Ý
³ÝÏ³Ë ¿:

3. 1, x,x2,x3, . . . ,xn, . . . µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ³Ýí»ñç Ñ³Ù³Ï³ñ·Á
·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ¿:

4. 1,1,1, 1,2,3, 2,3,4 Ñ³Ù³Ï³ñ·Á ·Íáñ»Ý Ï³ËÛ³É ¿,
ù³ÝÇ áñ

2,3,4 = 1,1,1 + 1,2, 3:
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�Í³ÛÇÝ Ã³Õ³ÝÃ

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. L ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý M »ÝÃ³µ³½ÙáõÃÛ³Ý

·Í³ÛÇÝ Ã³Õ³ÝÃ ¿ ÏáãíáõÙ M-Ç ï³ññ»ñÇó Ï³½Ùí³Í µáÉáñ

ÑÝ³ñ³íáñ ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³Ý»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ:

�Í³ÛÇÝ Ã³Õ³ÝÃÁ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù Ñ»ï&Û³É Ï»ñåª M∗: ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ

M∗-Á ·Í³ÛÇÝ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¿ L-áõÙ:

¸Çóáõù ïñí³Í ¿ L ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý

»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ï³Ù³Û³Ï³Ý (í»ñç³íáñ Ï³Ù ³Ýí»ñç)

µ³½ÙáõÃÛáõÝ: ¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É, áñ ³Û¹ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ

Ñ³ïáõÙÁ (áñÁ ¹³ï³ñÏ ã¿, ù³ÝÇ áñ å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ ½ñáÛ³Ï³Ý

ï³ññÁ) ÝáñÇó ·Í³ÛÇÝ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¿ L-áõÙ:

LM-áí Ýß³Ý³Ï»Ýù L ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý M

»ÝÃ³µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ å³ñáõÝ³ÏáÕ µáÉáñ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ

µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ: ø³ÝÇ áñ M ⊆ M∗, ³å³ M∗ ∈ LM & áõñ»ÙÝ

⋂
H∈LM

H ⊆ M∗:

ØÛáõë ÏáÕÙÇó, »Ã» H ∈ LM, ³å³ M∗ ⊆ H, ù³ÝÇ áñ M ⊆ H &

H-Á å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ Çñ ï³ññ»ñÇ µáÉáñ ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³Ý»ñÁ:

Ð»ï&³µ³ñ, M∗ ⊆ ⋂
H∈LM

H, & áõñ»ÙÝ M∗ = ⋂
H∈LM

H:

²ÛëåÇëáí ëï³ó³Ýù, áñ µ³½ÙáõÃÛ³Ý ·Í³ÛÇÝ Ã³Õ³ÝÃÁ ¹³ ³Û¹

µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ Çñ Ù»ç å³ñáõÝ³ÏáÕ ³Ù»Ý³�áùñ ·Í³ÛÇÝ

»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ ¿:
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´³½Çë

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. L ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý B »ÝÃ³µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ

ÏáãíáõÙ ¿ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý µ³½Çë, »Ã»
1. B-Ý ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ¿

2. B∗ = L

ö³ëïáñ»Ý µ³½ÇëÇ ï³ññ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇ³ÝóÇ³Ûáí Ï³ñ»ÉÇ ¿

³ñï³Ñ³Ûï»É L-Ç Ï³Ù³Û³Ï³Ý ï³ññ, & ¹³ ÑÝ³ñ³íáñ ã¿ ³Ý»É B-Ç

Ï³Ù³Û³Ï³Ý ë»�³Ï³Ý »ÝÃ³µ³½ÙáõÃÛ³Ý ÙÇçáóáí: ´³½ÇëÇ ÙÇçáóáí

Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ ÙÇ³ÏÝ ¿: ¸Çóáõù »ñÏáõ ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³

Ý»ñÏ³Û³óÝáõÙ »Ý ÙÇ&ÝáõÛÝ ï³ññÁ: ²Û¹ »ñÏáõ Ý»ñÏ³Û³óáõÙÝ»ñáõÙ

Ù³ëÝ³ÏóáõÙ »Ý í»ñç³íáñ ù³Ý³ÏáõÃÛ³Ùµ ï³ññ»ñ B-Çó, áñáÝó

ÏÝß³Ý³Ï»Ýù a1,a2, . . . ,ak-áí: àõëïÇ ³Û¹ »ñÏáõ Ý»ñÏ³Û³óáõÙÝ»ñÁ

Ï³ñáÕ »Ýù ·ñ»É áñå»ë a1,a2, . . . , ak µ³½ÙáõÃÛ³Ý ï³ññ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ

ÏáÙµÇÝ³óÇ³Ý»ñ &, áõñ»ÙÝ, λ1a1 +. . .+λkak = μ1a1 +. . .+μkak:

Ð»ï&³µ³ñ,

λ1 − μ1a1 +. . .+λk − μkak = 0

& a1,a2, . . . ,ak-Ç ³ÝÏ³ËáõÃÛáõÝÇó µËáõÙ ¿, áñ

λ1 − μ1 = λ2 − μ2 =. . .= λk − μk = 0

&

λ1 = μ1,λ2 = μ2, . . . ,λk = μk:

Â»áñ»Ù 1.

ºÃ» ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ áõÝÇ ·áÝ» Ù»Ï

í»ñç³íáñ µ³½Çë, ³å³ µáÉáñ µ³½ÇëÝ»ñÁ í»ñç³íáñ »Ý
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& áõÝ»Ý ÙÇ&ÝáõÛÝ Ñ½áñáõÃÛáõÝÁ:
²å³óáõÛó. ¸Çóáõù A = a1, . . . , an-Ý L ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý í»ñç³íáñ

µ³½ÇëÝ ¿ & B-Ý Ù»Ï ³ÛÉ µ³½Çë ¿: ì»ñóÝ»Ýù Ù»Ï ï³ññ B µ³½ÇëÇó &

Ýß³Ý³Ï»Ýù ³ÛÝ b1-áí: ø³ÝÇ áñ A-Ý µ³½Çë ¿, ³å³ b1-Á Ï³ñ»ÉÇ ¿

Ý»ñÏ³Û³óÝ»É ³Û¹ µ³½ÇëÇ ÙÇçáóáí ª

b1 = λ1a1 + λ2a2 +. . .+λnan     (1)

ÁÝ¹ áñáõÙ ³é³Ýó ÁÝ¹Ñ³ÝñáõÃÛáõÝÁ ÏáñóÝ»Éáõ Ï³ñáÕ »Ýù Ñ³Ù³ñ»É, áñ

λ1 ≠ 0 (µáÉáñ λ-Ý»ñÁ ã»Ý Ï³ñáÕ ÙÇ³Å³Ù³Ý³Ï 0 ÉÇÝ»É): ²Ûëï»ÕÇó

ëï³ÝáõÙ »Ýùª

a1 = λ1
−1b1 − λ1

−1λ2a2 −. . .−λ1
−1λnan     (2)

Ð³Ùá½í»Ýù ³ÛÅÙ, áñ b1,a2, . . . , an Ñ³Ù³Ï³ñ·Á ÝáõÛÝå»ë µ³½Çë

¿: Æñáù, a1, . . . ,an-Ç Ï³Ù³Û³Ï³Ý ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³ÛáõÙ a1-Á

Ï�áË³ñÇÝ»Ýù (2)-áí & Ïëï³Ý³Ýù b1,a2, . . . , an-Ç ·Í³ÛÇÝ

ÏáÙµÇÝ³óÇ³: ²ÛëÇÝùÝ, A∗ = b1,a2, . . . , an∗: êïáõ·»Ýù

b1,a2, . . . ,an-Ç ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³ËáõÃÛáõÝÁ.

μ1b1 + μ2a2 +. . .+μnan = 0

Ñ³Ù³Ó³ÛÝ (1)-Ç



μ1λ1a1 + λ2a2 +. . .+λnan + μ2a2 +. . .+μnan = 0 

μ1λ1a1 + μ1λ2 + μ2a2 +. . .+μ1λn + μnan = 0:

ø³ÝÇ áñ a1, . . . ,an-Á ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ¿, ³å³ μ1λ1 = 0,

μ1λi + μi = 0, i = 2,3, . . . ,n: ´³Ûó λ1 ≠ 0 áõñ»ÙÝ μ1 = 0 & μi = 0,

i = 2,3, . . . ,n,³ÛëÇÝùÝ µáÉáñ μi-ñÁ Ñ³í³ë³ñ »Ý 0-Ç & b1,a2, . . . , an-Ý

·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ¿:

²ÛëåÇëáí, Ù»Ýù Ï³ñáÕ³ó³Ýù b1-áí �áË³ñÇÝ»É ai-Çó Ù»ÏÁ &

ëï³ó³Ýù ÙÇ Ýáñ µ³½Çë: òáõÛó ï³Ýù Ã» ÇÝãå»ë Ï³ñ»ÉÇ ¿ ³Û¹

åñáó»ëÁ ß³ñáõÝ³Ï»É:
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¸Çóáõù ³ñ¹»Ý ÙÇ ù³ÝÇ bi-Ý»ñ »Ýù ï»Õ³¹ñ»É ai-ñÇ �áË³ñ»Ý &

ëï³ó»É »Ýù Ýáñ µ³½Çëª

b1, . . . , bk,ak+1, . . . , an     (3)

áñï»Õ k < n:

Üß»Ýù, áñ B-Ý ãÇ Ï³ñáÕ ëñ³Ýáí ëå³éí»É, ù³ÝÇ áñ ³Û¹ ¹»åùáõÙ

B = b1, . . . ,bk & ak+1-Á ãÇ å³ïÏ³ÝáõÙ B∗-ÇÝ ( ¹³ Ñ»ï&áõÙ ¿ (3)-Ç

·Í³ÛÇÝ ³ÝÏ³ËáõÃÛáõÝÇó), áõñ»ÙÝ B-Ý µ³½Çë ã¿: àõëïÇ B-Ý ãÇ

ëå³éí»É:

ì»ñóÝ»Ýù Ù»Ï Ýáñ ï³ññ B-Çó, áñ (3)-Çó ã¿ & Ýß³Ý³Ï»Ýù ³ÛÝ

bk+1-áí: ä³ñ½ ¿, áñ bk+1-Á ³ñï³Ñ³ÛïíáõÙ ¿ (3)-Ç ÙÇçáóáí.

bk+1 = β1b1 +. . .+βkbk + γk+1ak+1 + γk+2ak+2 +. . .+γnan     (4)

²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ γi-Çó ³éÝí³½Ý Ù»ÏÁ ½ñá ã¿: Ð³Ï³é³Ï ¹»åùáõÙ

B-Ç ï³ññ»ñÁ ÏÉÇÝ»Ý ·Íáñ»Ý Ï³ËÛ³É: Î³ñáÕ »Ýù Ñ³Ù³ñ»É, áñ

γk+1 ≠ 0: ²ÛÅÙ ëï³ÝáõÙ »Ýù

ak+1 = −γk+1
−1 β1b1 −. . .−γk+1

−1 βkbk + γk+1
−1 bk+1 − γk+1

−1 γk+2ak+2 −. . .−γk+1
−1 γnan     (5)

²å³óáõó»Ýù, áñ b1, . . . , bk,bk+1,ak+2, . . . , an-Á µ³½Çë ¿: (5)-Çó

Ñ»ï&áõÙ ¿, áñ

b1, . . . ,bk,bk+1,ak+2, . . . , an∗ = b1, . . . , bk, ak+1, . . . , an∗:

ºÃ»

λ1b1 +. . .+λkbk + λk+1bk+1 + μk+2ak+2 +. . .+μnan = 0,

³å³, û·ïí»Éáí (4)-Çó, ëï³ÝáõÙ »Ýùª

λ1 + λk+1β1b1 +. . .+λk + λk+1βkbk + λk+1γk+1ak+1 +

μk+2 + λk+1γk+2ak+2 +. . .+μn + λk+1γnan = 0:

ø³ÝÇ áñ (3)-Á µ³½Çë ¿, ³å³ µáÉáñ ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÁ ½ñáÛ³Ï³Ý »Ýª

λk+1γk+1 = 0, λi + λk+1βi = 0, μj + λk+1γj = 0, i = 1,2, . . . , k,
j = k + 2, k + 3, . . . , n: ´³Ûó γk+1 ≠ 0, áõëïÇ λk+1 = 0 & λi = 0, μj = 0,
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i = 1,2, . . . ,k, j = k + 2, k + 3, . . . ,n, ³ÛëÇÝùÝ

b1, . . . , bk,bk+1,ak+2, . . . , an

Ñ³Ù³Ï³ñ·Á ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ¿:

Þ³ñáõÝ³Ï»Éáí åñáó»ëÁ, A-Ç µáÉáñ ï³ññ»ñÁ Ï�áË³ñÇÝ»Ýù B-Ç

ï³ññ»ñáí & Ïëï³Ý³Ýù ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý Ýáñ µ³½Çëª b1, . . . , bn: ºÃ»

B ≠ b1, . . . , bn, ³å³ B-áõÙ ³ÛÉ ï³ññ»ñ ¿É Ï³Ý & µ³½ÇëÇ

Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÇó Ñ»ï&áõÙ ¿, áñ ³Û¹ ï³ññ»ñÁ ã»Ý ³ñï³Ñ³ÛïíáõÙ

·Íáñ»Ý b1, . . . ,bn-áí, ÇÝãÝ ³ÝÑÝ³ñÇÝ ¿: àõñ»ÙÝ B = b1, . . . , bn, B-Ý

í»ñç³íáñ ¿ & |B| = |A|: Â»áñ»ÙÝ ³å³óáõóí³Í ¿:

Ð³ñÏ ¿ Ýß»É, áñ Ã»áñ»ÙÁ �Çßï ¿ Ý³& ³Ýí»ñç µ³½ÇëÇ ¹»åùáõÙ,

³ÛëÇÝùÝª ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý µáÉáñ µ³½ÇëÝ»ñÝ áõÝ»Ý ÙÇ&ÝáõÛÝ

Ñ½áñáõÃÛáõÝÁ:

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. L ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ã³�Á ¹³ Ýñ³ µ³½ÇëÇ

ï³ññ»ñÇ Ñ½áñáõÃÛáõÝÝ ¿: â³�Á Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ Ñ»ï&Û³É Ï»ñåª

dimL: ºÃ» dimL-Á í»ñç³íáñ ¿, ³å³ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿

í»ñç³íáñ ã³�³ÝÇ:

²Ûë å³ÑÇó Ç í»ñ Ù»Ýù Ï¹Çï³ñÏ»Ýù ÙÇ³ÛÝ í»ñç³íáñ ã³�³ÝÇ

·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÁ:

Â»áñ»Ù 2.

ºÃ» M-Á L ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý

»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ ¿, ³å³

1. M-Ç Ï³Ù³Û³Ï³Ý µ³½Çë Ï³ñ»ÉÇ ¿ ÁÝ¹É³ÛÝ»É
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ÙÇÝã& L-Ç µ³½Çë & dimM ≤ dimL

2. dimM = dimL  M = L

²å³óáõÛó. ¸Çóáõù a1, . . . , am −Á M »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý µ³½ÇëÝ

¿: ºÃ» M = L, ³å³ a1, . . . , am-Á Ý³& L-Ç µ³½ÇëÝ ¿: ºÃ» M ⊂ L,

³å³ Ï·ïÝíÇ Ù»Ï ï³ññ, áñÁ ãÇ å³ïÏ³ÝáõÙ M-ÇÝ: Üß³Ý³Ï»Ýù ³Û¹

ï³ññÁ am+1-áí ª am+1 ∈ L\M: ä³ñ½ ¿, áñ a1, . . . , am,am+1

Ñ³Ù³Ï³ñ·Á ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ¿ & Ýñ³ ·Í³ÛÇÝ Ã³Õ³ÝÃÁ m + 1

ã³�³ÝÇ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¿, áñÇ Ù»ç å³ñáõÝ³ÏíáõÙ ¿ M-Á:

Üß³Ý³Ï»Ýù ³ÛÝ M1-áí: ºÃ» M1 ⊂ L, ³å³ ÝáõÛÝ »Õ³Ý³Ïáí Ï·ïÝíÇ

am+2 ∈ L\M1& ÏÏ³éáõó»Ýù M2 = a1, . . . , am,am+1,am+2∗: ä³ñ½ ¿, áñ

M ⊂ M1 ⊂ M2 & dimM < dimM1 < dimM2: ø³ÝÇ áñ L-Á

í»ñç³íáñ ã³�³ÝÇ ¿, ³Ûë åñáó»ëÁ í»ñç³íáñ ù³Ý³ÏáõÃÛ³Ùµ ù³ÛÉ»ñÇó

Ñ»ïá ÏÑ³Ý·»óÝÇ L-ÇÝ, ³ÛëÇÝùÝ Ïëï³Ý³Ýù

M ⊂ M1 ⊂ M2 ⊂. . .⊂ Mk = a1, . . . , am,am+1,am+2, . . . , am+k∗ = L

& a1, . . . , am,am+1,am+2, . . . , am+k-Á L-Ç µ³½ÇëÝ ¿:

Ð»ï&³Ýù.

²Ù»Ý ÙÇ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ áõÝÇ µ³½Çë:
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²ÝóÙ³Ý Ù³ïñÇóÁ

¸Çóáõù e1, . . . ,en-Á L ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý (K ¹³ßïÇ

ÝÏ³ïÙ³Ùµ) µ³½ÇëÝ ¿: Î³Ù³Û³Ï³Ý x ∈ L Ý»ñÏ³Û³óíáõÙ ¿ µ³½ÇëÇ

ÙÇçáóáíª x = λ1e1 +. . .+λnen: Üß³Ý³Ï»Ýù Λ = λ1, . . . ,λn &

E =

e1

⋮

en

, ³å³ x-Ç µ³½Çë³ÛÇÝ Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ Ï³ñï³·ñíÇ

Ñ»ï&Û³É Ó&áí ª x = ΛE:

Λ = λ1, . . . ,λn í»ÏïáñÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù x ∈ L ï³ññÇ

Ïááñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ í»Ïïáñ E µ³½ÇëáõÙ:

¸Çóáõù E =

e1

⋮

en

-Ý & D =

d1

⋮

dn

-Ý L-Ç »ñÏáõ µ³½ÇëÝ»ñ »Ý:

Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ di
′
-Ý áõÝÇ Ý»ñÏ³Û³óáõÙ E µ³½ÇëáõÙ

di
′
= αi1e1 +. . .+αinen, i = 1, . . . ,n: êï³óíáõÙ ¿ Ñ»ï&Û³É

n × n-ã³�³ÝÇ Ù³ïñÇóÁª

T =

α11 . . . α1n

. . . . . . . . .

αn1 . . . αnn

,

áñÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù µ³½ÇëÇó µ³½Çë ³ÝóÙ³Ý Ù³ïñÇó, ù³ÝÇ áñ D = TE:

¸Çóáõù Q-Ý D-Çó E-ÇÝ ³ÝóÙ³Ý Ù³ïñÇóÝ ¿, ³ÛëÇÝùÝª E =QD
′
: ä³ñ½

¿, áñ E =QTE & EE =QTE, áñï»Õ E-Ý ÙÇ³íáñ Ù³ïñÇóÝ ¿ (³ÝÏÛáõÝ³·ÍÇ
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ï³ññ»ñÁ Ñ³í³ë³ñ »Ý 1-Ç, ÇëÏ ÙÝ³ó³ÍÁ ½ñáÛ³Ï³Ý »Ý): êï³ÝáõÙ

»Ýùª E − QTE = 0 &, ù³ÝÇ áñ E-Ç ï³ññ»ñÁ ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë »Ýª

E − QT = 0: ÆëÏ³å»ë, Ýß³Ý³Ï»Ýù βij-áí E − QT-Ç ï³ññ»ñÁ:

Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ i ∈ 1, . . . , n Ñ³Ù³ñ Ïëï³Ý³Ýù βi1e1 +. . .+βinen = 0:

Ð»ï&³µ³ñ βi1 =. . .= βin = 0: àõëïÇ E − QT = 0 & E = QT: ì»ñçÇÝ

Ñ³í³ë³ñáõÙÇó ëï³óíáõÙ ¿, áñ T & Q Ù³ïñÇóÝ»ñÁ Çñ³ñ Ñ³Ï³¹³ñÓ

»Ý, Ñ»ï&³µ³ñ ãí»ñ³ë»ñí³Í (³ÛëÇÝùÝ det ≠ 0) »Ý & Q = T−1:

¸Çóáõù E-Ý µ³½Çë ¿ & T = αijn×n ãí»ñ³ë»ñí³Í Ù³ïñÇó ¿:

´³½Ù³å³ïÏ»Ýù T-Ý E-áí & ëï³óí³Í ëÛáõÝÁ Ýß³Ý³Ï»Ýù D-áí:

²ÛëÇÝùÝ

TE =

α11 . . . α1n

. . . . . . . . .

αn1 . . . αnn

e1

⋮

en

=

d1

⋮

dn

= D:

ºÃ» D
∗ ≠ L, ³å³ D-Ç ï³ññ»ñÁ ·Íáñ»Ý Ï³ËÛ³É »Ý & dimD∗ < n:

´³Ûó

E =

e1

⋮

en

= T−1

d1

⋮

dn

= T−1
D

& ³Ù»Ý ÙÇ ei-ÇÝ ³ñï³Ñ³ÛïíáõÙ ¿ D-Ç ï³ññ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ

ÏáÙµÇÝ³óÇ³Ûáí, áõëïÇ E ⊆ D
∗ & E

∗ ⊆ D
∗: ì»ñçÇÝ Ñ³ñ³µ»ñáõÃÛáõÝÇó

ëï³óíáõÙ ¿, áñ dimE∗ ≤ dimD∗ < n : ê³ Ñ³Ï³ëáõÙ ¿ dimE∗ = n

å³ÛÙ³ÝÇÝ, áñÝ ³ÏÝÑ³Ûïáñ»Ý µËáõÙ ¿ E-Ç µ³½Çë ÉÇÝ»Éáõó: ²ÛëåÇëáí,

dimD∗ = n & D-Ý ¿É µ³½Çë ¿:

²Ù�á�»Éáí í»ñÝ ³å³óáõó³ÍÁ, ëï³ÝáõÙ »Ýù Ñ»ï&Û³É åÝ¹áõÙÁ.

³) Ï³Ù³Û³Ï³Ý »ñÏáõ µ³½Çë Çñ³ñ »Ý Ï³åí³Í

³ÝóÙ³Ý Ù³ïñÇóáí,
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µ) ãí»ñ³ë»ñí³Í Ù³ïñÇóáí µ³½Ù³å³ïÏí³Í µ³½ÇëÁ

ÝáñÇó µ³½Çë ¿:

¸Çóáõù E-Ý áõ D-Ý µ³½ÇëÝ»ñ »Ý, E =TD & x-Ç µ³½Çë³ÛÇÝ

Ý»ñÏ³Û³óáõÙÝ ¿ E µ³½ÇëáõÙ x = ΛE: �ïÝ»Ýù x-Ç µ³½Çë³ÛÇÝ

Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ D-áõÙ x = ΛE =ΛTD = ΛTD: ø³ÝÇ áñ µ³½Çë³ÛÇÝ

Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ ÙÇ³ñÅ»ù ¿, ³å³ x-Ç Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÁ D-áõÙ ¹³

ΛT-»Ý:

²ÛëåÇëáí ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ï³ññÇ

Ïááñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ í»ÏïáñÁ Ýáñ µ³½ÇëáõÙ ëï³Ý³Éáõ

Ñ³Ù³ñ ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ÑÇÝ µ³½ÇëáõÙ Ïááñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ

í»ÏïáñÁ µ³½Ù³å³ïÏ»É µ³½ÇëÇó µ³½Çë ³ÝóÙ³Ý

Ù³ïñÇóáí:
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ºÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ·áõÙ³ñÁ

ÆÝãå»ë ³ñ¹»Ý Ýß»É »Ýù, ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý

»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ï³Ù³Û³Ï³Ý ÁÝï³ÝÇùÇ Ñ³ïáõÙÁ ÝáñÇó

·Í³ÛÇÝ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ ¿: ²ÛÝ ³Ù»Ý³Ù»Í (Áëï

Ý»ñ¹ñí³ÍáõÃÛ³Ý) »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ ¿, áñ å³ñáõÝ³ÏíáõÙ ¿

ïñí³Í ÁÝï³ÝÇùÇ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý Ù»ç:

ºÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ÙÇ³íáñáõÙÁ ë³Ï³ÛÝ, µ³óÇ µ³ó³éÇÏ

¹»åù»ñÇó, (»ñµ Ù»Ï »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ ÁÝÏ³Í ¿ ÙÛáõëÇ Ù»ç) ãÇ

Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ: ä³ñ½ ¿, áñ ³Ù»Ý³�áùñ

»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ, áñÝ ÁÝ¹·ñÏáõÙ ¿ »ñÏáõ

»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ÙÇ³íáñáõÙÁ, ¹³ ÙÇ³íáñÙ³Ý ·Í³ÛÇÝ

Ã³Õ³ÝÃÝ ¿:

¸Çóáõù L1 & L2 ·Í³ÛÇÝ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñ »Ý L ·Í³ÛÇÝ

ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý Ù»ç: êïáõ·»Ýù ³ÛÅÙ, áñ L1 ∪ L2 µ³½ÙáõÃÛ³Ý ·Í³ÛÇÝ

Ã³Õ³ÝÃÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¿ Ñ»ï&Û³É ·Í³ÛÇÝ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý Ñ»ï

L1 + L2 = a + b ∣ a ∈ L1,b ∈ L2,

áñÁ ÏáãíáõÙ ¿ L1 & L2 ·Í³ÛÇÝ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ·áõÙ³ñ:
ºÃ» a1 + b1 & a2 + b2 å³ïÏ³ÝáõÙ »Ý L1 + L2-ÇÝ, ³å³

λa1 + b1 + μa2 + b2 =

∈L1

λa1 + μa2 +

∈L2

λb1 + μb2∈ L1 + L2

& L1 + L2-Á ·Í³ÛÇÝ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¿:

Ð³Ùá½í»Ýù, áñ L1 ∪ L2∗ = L1 + L2: àõÝ»Ýù

L1 + L2 ⊆ L1 ∪ L2∗, ù³ÝÇ áñ a + b ∈ L1 + L2 Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ ¿

L1 ∪ L2 µ³½ÙáõÃÛ³Ý ï³ññ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³: ØÛáõë ÏáÕÙÇó

L1 ∪ L2 µ³½ÙáõÃÛ³Ý ï³ññ»ñÇ Ï³Ù³Û³Ï³Ý ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³ áõÝÇ
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Ñ»ï&Û³É ï»ëùÁª

α1x1 +. . .+αkxk + β1y1 +. . .+βmym,

áñï»Õ xi ∈ L1 & yj ∈ L2, i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , m: ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ

α1x1 +. . .+αkxk ∈ L1 & β1y1 +. . .+βmym ∈ L2,

áõëïÇ &

α1x1 +. . .+αkxk + β1y1 +. . .+βmym = a + b ∈ L1 + L2

& L1 ∪ L2∗ ⊆ L1 + L2:

Â»áñ»Ù 3.

L ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý L1 & L2

»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ ëïáõÛ· ¿ª

dimL1 + L2 + dimL1 ∩ L2 = dimL1 + dimL2

²å³óáõÛó. ¸Çóáõù e1, . . . , en-Á L1 ∩ L2-Ç µ³½ÇëÝ ¿: Ð³Ù³Ó³ÛÝ

Â»áñ»Ù 2-Ç ³Û¹ µ³½ÇëÁ Ï³ñáÕ »Ýù ÁÝ¹É³ÛÝ»É ÙÇÝã& L1-Ç µ³½ÇëÁª

e1, . . . ,en,a1, . . . ,ak & Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ L2-Ç µ³½ÇëÁª

e1, . . . ,en,b1, . . . ,bm: ºÃ» Ù»½ Ñ³çáÕíÇ Ï³éáõó»É L1 + L2-Ç ÙÇ µ³½Çë,

áñÁ å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ n + k + m ï³ññ, ³å³ Ã»áñ»ÙÝ ³å³óáõóí³Í

ÏÉÇÝÇ: ²å³óáõó»Ýù, áñ

e1, . . . , en,a1, . . . , ak,b1, . . . , bm

Ñ³Ù³Ï³ñ·Á L1 + L2-Ç µ³½ÇëÝ ¿: êÏ½µÇó ëïáõ·»Ýù, áñ ³Ûë

Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ·Í³ÛÇÝ Ã³Õ³ÝÃÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¿ L1 + L2-Ç Ñ»ï: ²ÏÝÑ³Ûï

¿, áñ

e1, . . . , en,a1, . . . , ak,b1, . . . , bm

Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç Ã³Õ³ÝÃÝ ÁÝÏ³Í ¿ L1 + L2-Ç Ù»ç: ¸Çóáõù x + y

∈ L1 + L2, x ∈ L1 & y ∈ L2 : ä³ñ½ ¿, áñ x-Á Ï³ñ»ÉÇ ëï³Ý³É

e1, . . . ,en,a1, . . . ,ak Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³Ûáí, ÇëÏ y-Áª
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e1, . . . ,en,b1, . . . ,bm-Ç ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³Ûáí: ²Ûë »ñÏáõ ·Í³ÛÇÝ

ÏáÙµÇÝ³óÇ³Ý»ñÇ ·áõÙ³ñÁ ï³ÉÇë ¿ x + y ï³ññÇ Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ

e1, . . . ,en,a1, . . . ,ak,b1, . . . , bm Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³Ûáí,

áõëïÇ

L1 + L2∗ = e1, . . . , en,a1, . . . , ak,b1, . . . , bm∗:

ØÝ³ó ³å³óáõó»É, áñ

e1, . . . , en,a1, . . . , ak,b1, . . . , bm

Ñ³Ù³Ï³ñ·Á ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ¿: ¸Çóáõù

λ1e1 +…+λnen + α1a1 +…+αkak + β1b1 +. . .+βmbm = 0:

ì»ñçÇÝ ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛáõÝÝ ³ñï³·ñ»Ýù Ñ»ï&Û³É Ï»ñå ª

α1a1 +. . .+αkak = −λ1e1 −. . .−λnen − β1b1 −. . .−βmbm:

²Ûë ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛ³Ý Ó³Ë Ù³ëÁ å³ïÏ³ÝáõÙ ¿ L1-ÇÝ, ÇëÏ ³çÁª

L2-ÇÝ, áõëïÇ »ñÏáõ Ù³ë»ñáõÙ ¿É ·ñí³Í ¿ L1 ∩ L2-Ç ÙÇ&ÝáõÛÝ ï³ññÁ:

²Û¹ ï³ññÇ Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ e1, . . . , en µ³½ÇëáõÙ ÙÇ³ÏÝ ¿, ³ÛÝ ÙÇ³ÏÝ ¿

Ý³& e1, . . . ,en,b1, . . . ,bm µ³½ÇëáõÙ: ´³Ûó e1, . . . , en µ³½ÇëáõÙ

Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ Ý³& Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ ¿ e1, . . . , en,b1, . . . , bm µ³½ÇëáõÙ

Ý»ñÏ³Û³óáõÙ, áõëïÇ

− λ1e1 −. . .−λnen − β1b1 −. . .−βmbm

·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³ÛáõÙ µáÉáñ βi ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÁ ½ñáÛ³Ï³Ý »Ý &

α1a1 +. . .+αkak = −λ1e1 −. . .−λnen:

²Ûëï»ÕÇó Ñ»ï&áõÙ ¿ª

α1a1 +. . .+αkak + λ1e1 +. . .+λnen = 0

& ù³ÝÇ áñ e1, . . . ,en,a1, . . . ,ak-Á µ³½Çë ¿ L1-Ç Ñ³Ù³ñ, ³å³ αi = 0 &

λj = 0: ²ÛëåÇëáí ³å³óáõó»óÇÝù, áñ

e1, . . . ,en, a1, . . . , ak,b1, . . . , bm-Á
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L1 + L2-Ç µ³½ÇëÝ ¿ & Ã»áñ»ÙÝ ³å³óáõóí»ó:

Â»áñ»Ù 2-Çó Ñ»ï&áõÙ ¿, áñ »ñµ dimL1 ∩ L2 = 0 (ë³ Ñ³Ù³ñÅ»ù

¿ L1 ∩ L2 = 0 å³ÛÙ³ÝÇÝ) L1 + L2-Ç µ³½ÇëÁ ëï³óíáõÙ ¿ L1-Ç

µ³½ÇëÇÝ L2 µ³½ÇëÇ Ïó³·ñÙ³Ùµ &

dimL1 + L2 = dimL1 + dimL2:

²Û¹ ¹»åùáõÙ ³ëáõÙ »Ý, áñ L1 + L2 ·áõÙ³ñÝ áõÕÇÕ ¿ & û·ïíáõÙ »Ý

L1 +̇ L2 Ýß³Ý³ÏáõÙÇó:

ÜÏ³ï»Ýù, áñ áõÕÇÕ ·áõÙ³ñÇ ¹»åùáõÙ, ·áõÙ³ñÇ ï³ññÇ

Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ L1 & L2 »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ï³ññ»ñÇ ·áõÙ³ñÇ

ï»ëùáí ÙÇ³ÏÝ ¿: ÆëÏ³å»ë,

a1 + b1 = a2 + b2  a1 − a2 = b2 − b1

áõ Ñ³í³ë³ñÙ³Ý »ñÏáõ Ù³ë»ñÝ ¿É å³ïÏ³ÝáõÙ »Ý L1 ∩ L2-ÇÝ, áõëïÇ

¹ñ³Ýù ½ñáÛ³Ï³Ý »Ý:
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ü³Ïïáñ-ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ

¸Çóáõù M-Á L ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ ¿:

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. x + M = x + m ∣ m ∈ M µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿

Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë Áëï M »ÝÃ³µ³½ÙáõÃÛ³Ý:

ø³ÝÇ áñ 0 ∈ M, ³å³ x ∈ x + M:

Ð³ñ³ÏÇó ¹³ë»ñÇ ÑÇÙÝ³Ï³Ý Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÝ »Ý.

1. x + M = y + M  x − y ∈ M

2. x + M ∩ y + M ≠   x + M = y + M

²å³óáõó»Ýù ³é³çÇÝ Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÁ: ºÃ» x + M = y + M, ³å³

x ∈ y + M, x = y + m & x − y = m ∈ M: (ø³ÝÇ áñ M-Á ·Í³ÛÇÝ

»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¿, ³å³ x − y ∈ M  y − x ∈ M, & x − y ∈ M &

y − x ∈ M å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ Ï³Ù µ³í³ñ³ñí³Í »Ý ÙÇ³Å³Ù³Ý³Ï Ï³Ù ¿É

ÙÇ³Å³Ù³Ý³Ï ã»Ý µ³í³ñ³ñí³Í:) ºÃ» ³ÛÅÙ x − y ∈ M, ³å³

x − y = m̃ ∈ M & x = y + m̃: ì»ñóÝ»Ýù Ï³Ù³Û³Ï³Ý ï³ññ x + M

¹³ëÇóª x + m = y + m̃ + m ∈ y + M: àõëïÇª x + M ⊆ y + M: ØÛáõë

ÏáÕÙÇóª y = x − m̃ & y + m = x + −m̃ + m ∈ x + M: àõëïÇª

y + M ⊆ x + M & ³é³çÇÝ Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÁ ³å³óáõóí³Í ¿:

Ø³ëÝ³íáñ³å»ë ëï³ÝáõÙ »Ýù, áñ x + M = M  x ∈ M:

êïáõ·»Ýù »ñÏñáñ¹ Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÁ: ¸Çóáõù z ∈ x + M ∩ y + M:

àõÝ»Ýù, áñ z = x + m1 & z = y + m2: àõñ»ÙÝª x + m1 = y + m2 &

x − y = m2 − m1 ∈ M: Ð³Ù³Ó³ÛÝ ³é³çÇÝ Ñ³ïÏáõÃÛ³ÝÁª

x + M = y + M:

²ÛëåÇëáí ëï³ÝáõÙ »Ýù, áñ L ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ ïñáÑí³Í ¿

Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë»ñÇ Áëï M »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý: Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ ï³ññ
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å³ïÏ³ÝáõÙ ¿ Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ëÇ (x ∈ x + M) & ï³ñµ»ñ ¹³ë»ñÁ ã»Ý

Ñ³ïíáõÙ, áõëïÇ L-Á ãÑ³ïíáÕ Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë»ñÇ ÙÇ³íáñáõÙ ¿:

ÜÏ³ï»Ýù Ý³&, áñ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë Ï³ñ»ÉÇ ¿ 1 − 1

Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÃÛ³Ý Ù»ç ¹Ý»É M-Ç Ñ»ï: ÆëÏ³å»ë m ∈ L

Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý»óÝ»Ýù x + m ï³ññÇÝ x + M ¹³ëÇó: ø³ÝÇ áñ

x + m1 = x + m2 å³ÛÙ³ÝÇó µËáõÙ ¿ª m1 = m2, ³å³ ¹³ 1 − 1

Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÃÛáõÝ ¿:

Üß³Ý³Ï»Ýù L/M-áí Áëï M-Ç µáÉáñ Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë»ñÇ

µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ: ê³ÑÙ³Ý»Ýù x + M & y + M Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë»ñÇ ·áõÙ³ñÁ

áñå»ë x + y + M: ²Ûë ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ Ïáé»Ïï ¿: ÆëÏ³å»ë, »Ã»

x + M = x1 + M & y + M = y1 + M, ³å³ Áëï ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý

x + M + y + M = x + y + M

&

x1 + M + y1 + M = x1 + y1 + M:

àõÝ»Ýù, áñ x − x1 ∈ M & y − y1 ∈ M, áõëïÇ

x + y − x1 + y1 = x − x1 + y − y1 ∈ M

&

x + y + M = x1 + y1 + M:

ê³ÑÙ³Ý»Ýù x + M Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ëÇ λ Ãíáí µ³½Ù³å³ïÏáõÙÁ áñå»ë

λx + M: ²Ûë ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ ÝáõÛÝå»ë Ïáé»Ïï ¿: ºÃ» x1 ∈ x + M, ³å³

x − x1 ∈ M & λx − λx1 = λx − x1 ∈ M: ¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É, áñ L/M-Á

ë³ÑÙ³Ýí³Í ·áõÙ³ñ³Ý & Ãíáí µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñáí

µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ë³ÑÙ³ÝÙ³ÝÁ: ²ÛëáõÑ»ï&

L/M-Á Ï³Ýí³Ý»Ýù ý³Ïïáñ-ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ M-Ç ÝÏ³ïÙ³Ùµ:

úñÇÝ³ÏÝ»ñ
1. ¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý Ù»ç ·ïÝíáÕ í»ÏïáñÝ»ñÇ
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µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ, áñÁ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¿ í»ÏïáñÝ»ñÇ
·áõÙ³ñÙ³Ý & Ãíáí µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÇ

ÝÏ³ïÙ³Ùµ: üÇùë³Í a í»ÏïáñÇÝ ÏáÉÇÝ»³ñ í»ÏïáñÝ»ñÇ

µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ Ï³½ÙáõÙ ¿ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ: b & c

í»ÏïáñÝ»ñÁ Ïå³ïÏ³Ý»Ý ÙÇ&ÝáõÛÝ Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ëÇÝ Áëï a-ÇÝ
ÏáÉÇÝ»³ñ í»ÏïáñÝ»ñÇ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛ³ÝÁ ÙÇ³ÛÝ & ÙÇ³ÛÝ

»Ã» b − c í»ÏïáñÁ ÉÇÝÇ ÏáÉÇÝ»³ñ a-ÇÝ: ²ÛëÇÝùÝ, Ñ³ñ³ÏÇó

¹³ëÁ, áñ ÍÝí³Í ¿ b í»Ïïáñáí ¹³ Ñ»ï&Û³É µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ ¿ª

b + λa ∣ λ ∈ ℝ: a-ÇÝ ÏáÉÇÝ»³ñ µáÉáñ í»ÏïáñÝ»ñÁ, áñáÝó
ëÏ½µÝ³Ï»ïÁ Ïááñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ëÏÇ½µÝ ¿, ·ïÝíáõÙ

»Ý ÙÇ&ÝáõÛÝ áõÕÕÇ íñ³, áñÝ ³ÝóÝáõÙ ¿ 0 Ï»ïáí: êïáñ&

µ»ñí³Í ÝÏ³ñÇó »ñ&áõÙ ¿, áñ b + λa ∣ λ ∈ ℝ µ³½ÙáõÃÛ³Ý
µáÉáñ í»ÏïáñÝ»ñÇ Í³Ûñ³Ï»ï»ñÝ ÁÝÏ³Í »Ý ÙÇ&ÝáõÛÝ áõÕÕÇ
íñ³, áñÁ ½áõ·³Ñ»é ¿ a-áí áñáßí³Í áõÕÕÇÝ: ä³ñ½ ¿, áñ
Ï³Ù³Û³Ï³Ý í»Ïïáñ, áñÇ ëÏ½µÝ³Ï»ïÁ 0-Ý ¿, ÇëÏ Í³Ûñ³Ï»ïÝ

ÁÝÏ³Í ¿ Ýßí³Í áõÕÕÇ íñ³ å³ïÏ³ÝáõÙ ¿ b + λa ∣ λ ∈ ℝ
µ³½ÙáõÃÛ³ÝÁ: àõëïÇ Áëï a-ÇÝ ÏáÉÇÝ»³ñ í»ÏïáñÝ»ñÇ
»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛ³ÝÁ Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë»ñÁ ÙÇ³ñÅ»ùáñ»Ý
áñáßíáõÙ »Ý a-ÇÝ ½áõ·³Ñ»é áõÕÇÕÝ»ñáíª Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ áõÕÕÇÝ
Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÙ ¿ Ù»Ï Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë:

 

a 

λλλλa 

b 

a+b 

λλλλa+b 

2. ¸Çóáõù ïñí³Í ¿ n ³ÝÑ³Ûïáí m ·Í³ÛÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ
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Ñ³Ù³ë»é Ñ³Ù³Ï³ñ·Áª

α11x1 +. . .+α1nxn = 0

α21x1 +. . .+α2nxn = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αm1x1 +. . .+αmnxn = 0

¸ñ³ ÉáõÍáõÙÝ»ñÁ Vnℝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý í»ÏïáñÝ»ñÝ »Ý:

¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É , áñ »Ã» x1,… ,xn í»ÏïáñÁ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç

ÉáõÍáõÙ ¿, ³å³ λx1,… ,λxn í»ÏïáñÁ ÝáõÛÝå»ë ÉáõÍáõÙ ¿:
Ð³Ù³ë»é Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç »ñÏáõ ÉáõÍáõÙÝ»ñÇ ·áõÙ³ñÁ ÝáñÇó
ÉáõÍáõÙ ¿: ²ÛëÇÝùÝ Ñ³Ù³ë»é Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÉáõÍáõÙÝ»ñÇ
µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ Ï³½ÙáõÙ ¿ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ Vnℝ-áõÙ:

üÇùë»Ýù áñ&¿ í»Ïïáñ Vnℝ-áõÙª μ1,… ,μn: ä³ñ½ ¿, áñ
Áëï í»ñÁ Ýßí³Í Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÉáõÍáõÙ»ÝñÇ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý
Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ëÇ ï³ññ»ñÁ ÏáõÝ»Ý³Ý Ñ»ï&Û³É ï»ëùÁª

x1 + μ1,… ,xn + μn & Ïµ³í³ñ³ñ»Ý Ñ»ï&Û³É (ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ
¹»åùáõÙ áã Ñ³Ù³ë»é) Ñ³Ù³Ï³ñ·ÇÝ

α11x1 +. . .+α1nxn = β1

α21x1 +. . .+α2nxn = β2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αm1x1 +. . .+αmnxn = βm

áñï»Õ βi = αi1μ1 +…+αinμn, i = 1,2,… ,m: ²ÛëÇÝùÝ,
Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ëÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¿ í»ñçÇÝ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÉáõÍáõÙÝ»ñÇ
µ³½ÙáõÃÛ³Ý Ñ»ï:

3. ¸Çóáõù ℝx-Á Çñ³Ï³Ý ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñáí µáÉáñ

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ ¿, ÇëÏ M-Á x2 + 1

µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ å³ïÇÏÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ ¿ª

M = x2 + 1hx ∣ hx ∈ ℝx: ¸ÛáõñÇÝ ¿ Ñ³Ùá½í»É, áñ

M-Á ·Í³ÛÇÝ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¿ ℝx-áõÙ: ºñÏáõ
µ³½Ù³Ý¹³Ù ÏÉÇÝ»Ý ÙÇ&ÝáõÛÝ Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ëÇó Áëï M-Ç ÙÇ³ÛÝ
& ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ ¹ñ³Ýó ï³ñµ»ñáõÃÛáõÝÁ

å³ïÏ³ÝáõÙ ¿ M-ÇÝ, ³ÛëÇÝùÝ fx − gx = x2 + 1hx: ê³
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Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ fx & gx µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÁ x2 + 1

µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ íñ³ µ³Å³Ý»ÉÇë Ïëï³Ý³Ýù ÙÇ&ÝáõÛÝ

ÙÝ³óáñ¹Á, áñÝ áõÝÇ a + bx ï»ëùÁ: àõëïÇ, Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ
Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë Áëï M-Ç ÙÇ³ñÅ»ùáñ»Ý áñáßíáõÙ ¿ ³ÛÝ ÙÇ³Ï

a + bx ï»ëùÇ µ³½Ù³Ý¹³Ùáí, áñÝ ÁÝÏ³Í ¿ ³Û¹ Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ëÇ
Ù»ç:

Â»áñ»Ù 4.

L ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý M »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý

Ñ³Ù³ñ ï»ÕÇ áõÝÇ

dimL/M = dimL − dimM

²å³óáõÛó. ¸Çóáõù e1, . . . , en-Á M »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý µ³½ÇëÝ ¿:

Ð³Ù³Ó³ÛÝ Ã»áñ»Ù 2-Ç ³Û¹ µ³½ÇëÁ Ï³ñáÕ »Ýù ÁÝ¹É³ÛÝ»É ÙÇÝã& L-Ç

µ³½ÇëÁª e1, . . . ,en,d1, . . . ,dk: ºÃ» Ï³éáõó»Ýù k ï³ññ³Ýáó µ³½Çë

L/M-Ç Ñ³Ù³ñ, Ã»áñ»ÙÝ ³å³óáõóí³Í ÏÉÇÝÇ: ¸Çï³ñÏ»Ýù áñå»ë

L/M-Ç µ³½ÇëÇ Ã»ÏÝ³Íáõ Ñ»ï&Û³É Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë»ñÇ Ñ³Ù³Ï³ñ·Áª

d1 + M, . . . , dk + M:

êïáõ·»Ýù, áñ ³Ûë Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ·Í³ÛÇÝ Ã³Õ³ÝÃÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¿

L/M-Ç Ñ»ï: ºÃ» x + M-Á Ï³Ù³Û³Ï³Ý ¹³ë ¿ L/M-Çó, ³å³

x = λ1e1 +. . .+λnen + μ1d1 +. . .+μkdk

ù³ÝÇ áñ e1, . . . ,en,d1, . . . ,dk-Ý µ³½Çë ¿ L-áõÙ: ²Ûëï»ÕÇó ëï³ÝáõÙ »Ýù,

áñ

x − μ1d1 +. . .+μkdk = λ1e1 +. . .+λnen ∈ M:

ê³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ

x + M = μ1d1 +. . .+μkdk + M = μ1d1 + M +. . .+μkdk + M:

²ÛÅÙ ëïáõ·»Ýù, áñ d1 + M, . . . , dk + M Ñ³Ù³Ï³ñ·Á ·Íáñ»Ý
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³ÝÏ³Ë ¿: ¸Çóáõùª

μ1d1 + M +. . .+μkdk + M = 0 + M:

Ð»ï&³µ³ñ, μ1d1 +. . .+μkdk ∈ M & Ï·ïÝí»Ý ³ÛÝåÇëÇ λ1, . . . ,λn, áñ

μ1d1 +. . .+μkdk = λ1e1 +. . .+λnen:

ì»ñçÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ Ï³ñï³·ñ»Ýù áñå»ë

μ1d1 +. . .+μkdk − λ1e1 −. . .−λnen = 0

& û·ïí»Éáí e1, . . . ,en,d1, . . . , dk µ³½ÇëÇ Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÇó

Ïëï³Ý³Ýùª

μ1 =. . .= μk = λ1. . .= λn = 0,

³ÛëÇÝùÝ, μ1 =. . .= μk = 0 & Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³ËáõÃÛáõÝÝ

³å³óáõóí³Í ¿: ²å³óáõóí³Í ¿ Ý³& Ã»áñ»ÙÁ:
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n-ã³�³ÝÇ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ç½áÙáñýÇ½ÙÁ

¸Çóáõù L-Á n-ã³�³ÝÇ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¿ K ¹³ßïÇ

ÝÏ³ïÙ³Ùµ: ÀÝïñ»Ýù ÙÇ áñ&¿ µ³½Çë

E =

e1

⋮

en

:

ÆÝãå»ë ·Çï»Ýù, Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ï³ññ x ∈ L ÙÇ³ñÅ»ùáñ»Ý

Ý»ñÏ³Û³óíáõÙ ¿ ³Û¹ µ³½ÇëáõÙ x = ΛE: ÖÇßï ¿ Ý³& Ñ³Ï³é³ÏÁª

µ³½Çë³ÛÇÝ ï³ññ»ñÇ Ï³Ù³Û³Ï³Ý ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³Ý ï³ÉÇë ¿ ÙÇ

ï³ññ L-áõÙ: ²ÛëåÇëáí, ëï³ÝáõÙ »Ýù �áËÙÇ³ñÅ»ù

Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý»óáõÙ L-Ç &

VnK ≡ λ1,λ2, . . . ,λn ∣ λi ∈ K, i = 1, . . . ,n -Ç

ÙÇç&ª

x ∈ L  Λ ∈ VnK

¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É, áñ »Ã» x  Λ & y  Γ ³å³ x + y  Λ + Γ &

αx  αΛ: ²ÛëÇÝùÝ, L-Á & VnK-Ý áñå»ë ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñ

Çñ³ñÇó ã»Ý ï³ñµ»ñíáõÙ: ²Û¹åÇëÇ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÁ

ÏáãíáõÙ »Ý Ç½áÙáñý:

²Ù»Ý ÙÇ n-ã³�³ÝÇ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ K ¹³ßïÇ

ÝÏ³ïÙ³Ùµ Ç½áÙáñý ¿ n-ã³�³ÝÇ Ãí³ÛÇÝ í»Ïïáñ³Ï³Ý

ï³ñ³ÍáõÃÛ³ÝÁ:

28



�Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÝ»ñ

¸Çóáõù L1-Á & L2-Á ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñ »Ý ÙÇ&ÝáõÛÝ K

¹³ßïÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ: A : L1  L2 ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÁ ÏáãíáõÙ ¿

·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñ, »Ã»

Ax + y = Ax + Ay

Aλx = λAx

ì»ñçÇÝ »ñÏáõ å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ �áË³ñÇÝ»É Ù»Ï Ñ³Ù³ñÅ»ùáí.

Aλx + μy = λAx + μAy:

úñÇÝ³ÏÝ»ñ
1. L1 = L2 Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý í»ÏïáñÝ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ

¿. ûå»ñ³ïáñÁ ³Ù»Ý ÙÇ í»ÏïáñÁ µ³½Ù³å³ïÏáõÙ ¿ λ Ãíáí:

2. L1 = L2 Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý í»ÏïáñÝ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ
¿. ûå»ñ³ïáñÁ ³Ù»Ý ÙÇ í»ÏïáñÁ åïïáõÙ ¿ Ïááñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ

Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ëÏ½µÝ³Ï»ïÇ ßáõñç α ³ÝÏÛáõÝáí:

3. L1 = Rnx - Çñ³Ï³Ý ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñáí n-Çó �áùñ Ï³Ù

Ñ³í³ë³ñ ³ëïÇ�³ÝÇ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ,

L2 = Rn−1x: A = d
dx

- ³Í³ÝóÙ³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ ¿:

4. L1 = Rnx, L2 = Rn+1x, ûå»ñ³ïáñÁ ÇÝï»·ñÙ³Ý
·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ ¿:

5. L1 = VnK, L2 = VmK, A-Ý n × m-ã³�³ÝÇ Ù³ïñÇó ¿,

áñÇ ï³ññ»ñÁ K-Çó »Ý.

Aλ1, . . . ,λn = λ1, . . . ,λnA ∈ VmK

³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÁ ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñ ¿:
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�Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÇ ÙÇçáõÏÁ & å³ïÏ»ñÁ

Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ A : L1  L2 ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÇ Ñ»ï Ï³åíáõÙ »Ý

»ñÏáõ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñª ÙÇçáõÏÁ & å³ïÏ»ñÁ
Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ L1-áõÙ & L2-áõÙ:

�Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÇ ÙÇçáõÏÁ ë³ÑÙ³ÝíáõÙ ¿ Ñ»ï&Û³É Ï»ñåª

kerA = x ∈ L1 ∣ Ax = 0:

�Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙÇó ³ÝÙÇç³å»ë Ñ»ï&áõÙ ¿, áñ

A0 = 0 & ÙÇçáõÏÁ »ñµ»ù ¹³ï³ñÏ ã¿: ØÇçáõÏÁ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¿

L1-áõÙ. x,y ∈ kerA  Ax = Ay = 0 &

Aλx + μy = Aλx + Aμy = λAx + μAy =

λ0 + μ0 = 0  λx + μy ∈ kerA:

ä³ïÏ»ñÁ ë³ÑÙ³ÝíáõÙ ¿ áñå»ëª

ImA = y ∈ L2 ∣ ∃x ∈ L1,Ax = y

& ³ÛÝ Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ ¿ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ L2-áõÙ: ÆëÏ³å»ë, »Ã»

y1,y2 ∈ ImA, ³å³ ∃x1,x2 Ax1 = y1, Ax2 = y2, áõëïÇ

Aλx1 + μx2 = λAx1 + μAx2 = λy1 + μy2

& λy1 + μy2 ∈ ImA:

²ÛëáõÑ»ï, »ñµ Ñ³ñÙ³ñ Ï·ïÝ»Ýù, ÏÑ³Ù³ñ»Ýù, áñ L2 = ImA:

¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É, áñ

Ax1 = Ax2  Ax1 − x2 = 0 

x1 − x2 ∈ kerA  x1 + kerA =x2 + kerA

(³ÛëÇÝùÝ, x1-Á & x2-Á ÙÇ&ÝáõÛÝ Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ëÇó »Ý Áëï ÙÇçáõÏÇ):

àõñ»ÙÝ, A ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÁ ÙÇ&ÝáõÛÝ Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ëÇ (Áëï

ÙÇçáõÏÇ) ï³ññ»ñÁ ï³ÝáõÙ ¿ å³ïÏ»ñÇ ÝáõÛÝ ï³ññÇ Ù»ç, ÇëÏ ï³ñµ»ñ
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Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë»ñÇ ï³ññ»ñÁ ³ÝóÝáõÙ »Ý ï³ñµ»ñ ï³ññ»ñÇ Ù»ç:

²ÛëåÇëáí, ëï³ÝáõÙ »Ýù �áËÙÇ³ñÅ»ù Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÙ L1/ kerA

ý³Ïïáñ-ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý & ImA ÙÇç&, áñÝ Ç½áÙáñýÇ½Ù ¿ (¹³ µËáõÙ ¿

ûå»ñ³ïáñÇ ·Í³ÛÝáõÃÛáõÝÇó): Æñáù, Ýß³Ý³Ï»Ýù B-áí Ñ»ï&Û³É

³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÁ L1/ kerA-Çó ImA-Ç íñ³

Bx + kerA = Ax

²Ûë B ûå»ñ³ïáñÁ å³ñ½ ¿, áñ �áËÙÇ³ñÅ»ùáñ»Ý ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙ

¿ L1/ kerA-Ý ImA-Ç íñ³: ²ÛÝ ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñ ¿.

Bλx + kerA + μy + kerA = Bλx + kerA + μy + kerA =

Bλx + μy + kerA = Aλx + μy = λAx + μAy =

λBx + kerA + μBy + kerA:

àõëïÇª L1/ kerA-Ý Ç½áÙáñý ¿ ImA-Ý:

Â»áñ»Ù 5.

¸Çóáõù A : L1  L2 ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñ ¿: L1/ kerA

ý³Ïïáñ-ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ Ç½áÙáñý ¿ ImA å³ïÏ»ñÇÝ:

Â»áñ»Ù 6.

A : L1  L2 ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÇ Ñ³Ù³ñ ëïáõÛ· ¿ª

dim kerA + dim ImA = dim L1

²å³óáõÛó. ø³ÝÇ áñ L1/ kerA Ç½áÙáñý ¿ ImA-ÇÝ, ³å³

dim ImA =dim L1/ kerA = dim L1 − dim kerA

Ñ³Ù³Ó³ÛÝ Â»áñ»Ù 4-Ç:

¸Åí³ñ ã¿ ÝÏ³ï»É, áñ ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÁ ÏÉÇÝÇ �áËÙÇ³ñÅ»ù
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ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ ÙÇçáõÏÁ µ³ÕÏ³ó³Í ¿ Ù»Ï ï³ññÇóª ½ñáÛÇó &,

áõëïÇ, dim kerA =0:

¸Çóáõù A : L1  L2 ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñ ¿: ÀÝïñ»Ýù µ³½Çë L1-áõÙ

e1, . . . ,en: ÎÇñ³é»Ýù ûå»ñ³ïáñÁ µ³½Çë³ÛÇÝ ï³ññ»ñÇÝª

Ae1, . . . ,Aen: ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ ëï³óí³Í Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ·Í³ÛÇÝ

Ã³Õ³ÝÃÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¿ å³ïÏ»ñÇ Ñ»ï: ÆëÏ³å»ë, »Ã» y ∈ ImA,

³å³ ∃x ∈ L1 áñ Ax = y: x-Ç µ³½Çë³ÛÇÝ Ý»ñÏ³Û³óáõÙÇó

x = λ1e1 +. . .+λnen Ñ»ßïáõÃÛ³Ùµ Ïëï³Ý³Ýù y-Ç Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ

y = λ1Ae1 +. . .+λnAen: ä³ñ½ ¿ Ý³&, áñ ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÁ

ÙÇ³ñÅ»ùáñ»Ý áñáßíáõÙ ¿ Ae1, . . . ,Aen Ñ³Ù³Ï³ñ·áí: Æñáù, »Ã»

e1, . . . ,en-Á µ³½Çë ¿ & Ñ³ÛïÝÇ »Ý Ae1, . . . ,Aen-Á, ³å³ ∀x ∈ L1

Ñ³Ù³ñ Ax-Ç ³ñÅ»ùÁ å»ïù ¿ ÉÇÝÇª λ1Ae1 +. . .+λnAen, áñï»Õ

λ1, . . . ,λn-Á x-Ç µ³½Çë³ÛÇÝ Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÝ »Ý: ÜÏ³ï»Ýù, áñ

Ae1, . . . ,Aen-Ç ³ñÅ»ùÝ»ñÁ Çñ³ñÇó ³ÝÏ³Ë »Ý & Ï³ñáÕ »Ý ÁÝ¹áõÝ»É

Ï³Ù³Û³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñ L2-Çó:
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�Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÇ Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ Ù³ïñÇóáí

¸Çóáõù A : L1  L2 ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñ ¿ & dim L1 = n,

dim L2 = m: ²ñ¹»Ý ·Çï»Ýù, áñ L1-Á Ç½áÙáñý ¿ VnK-ÇÝ, ÇëÏ L2-Áª

VmK-ÇÝ: ºÃ» L1-áõÙ ýÇùëí³Í ¿ E1 µ³½ÇëÁ, ÇëÏ L2-áõÙ

Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ E2-Á, ³å³ L1 & L2 ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ &

VnK áõ VmK í»Ïïáñ³Ï³Ý ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ÙÇç&

Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ Ñ³ëï³ïíáõÙ »Ý �áËÙÇ³ñÅ»ù

³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÝ»ñ, áñáÝù Çñ³Ï³Ý³óÝáõÙ »Ý í»ñÁ Ýßí³Í

Ç½áÙáñýÇ½ÙÝ»ñÁ:

êï³óíáõÙ ¿ Ñ³ï&Û³É ¹Ç³·ñ³ÙÁ.

A : L1  L2

E1 ↕ E2 ↕

? : VnK  VmK

öáñÓ»Ýù ³ÛÅÙ Ï³éáõó»É ÙÇ ³ÛÝåÇëÇ ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñ

? : VnK  VmK, áñÁ Ï¹³ñÓÝÇ ÏáÙáõï³ïÇí í»ñÁ Ýßí³Í

¹Ç³·ñ³ÙÁ, ³ÛëÇÝùÝ, »Ã» x ∈ L1 ï³ññÇó ëÏë»Ýù & ß³ñÅí»Ýù

¹Ç³·ñ³ÙÇ ëÉ³ùÝ»ñáí, ³å³ ³ÝÏ³Ë ÁÝïñ³Í �³Ý³å³ñÑÇó ÙÇßï

ÏÑ³ëÝ»Ýù Ax-ÇÝ:

¸Çóáõù x-Ç Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ E1 µ³½ÇëáõÙ Ñ»ï&Û³ÉÝ ¿ª x = ΛE1:

Ð³ßí»Ýù Ax = AΛE1 = ΛAE1: ²ñï³Ñ³Ûï»Ýù AE1-Á E2 µ³½ÇëáõÙ:

²Ù»Ý ÙÇ i = 1, . . . ,n Ñ³Ù³ñ Ý»ñÏ³Û³óÝ»Ýù E2 µ³½ÇëáõÙ Aei-Ýª

Aei = αi1, . . . ,αimE2: Î³½Ù»Ýù A Ù³ïñÇóÁ Ñ»ï&Û³É Ï»ñåª
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α11 . . . α1m

. . . . . . . . .

αi1 . . . αim

. . . . . . . . .

αn1 . . . αnm

:

ä³ñ½ ¿, áñ AE1 = AE2 & Ax = AΛE1 = ΛAE1 = ΛAE2 = ΛAE2:

²ÛÅÙ å³Ñ³ÝçíáÕ ³ÝÑ³Ûï ? : VnK  VmK ûå»ñ³ïáñÁ Ï³ñ»ÉÇ

¿ Ï³éáõó»É A Ù³ïñÇóÇ ÙÇçáóáí

A : L1  L2

E1 ↕ E2 ↕

A : VnK  VmK

ÆëÏ³å»ë, Ax-Á ëï³Ý³Éáõ Ñ³Ù³ñ í»ñóÝ»Ýù x-Ç Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ E1

µ³½ÇëáõÙ ΛE1, Ñ»ïá ÏÇñ³é»Ýù Λ-ÇÝ A Ù³ïñÇóáí áñáßíáÕ

ûå»ñ³ïáñÁ & Ïëï³Ý³Ýù ΛA í»ÏïáñÁ, áñÁ E2 µ³½ÇëáõÙ Ax-Ç

Ïááñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ í»ÏïáñÝ ¿ª ΛAE2 = Ax: ²ÛëåÇëáí ï»ëÝáõÙ »Ýù, áñ

¹Ç³·ñ³ÙÁ ÏáÙáõï³ïÇí ¿:

A Ù³ïñÇóÁ ÏáãíáõÙ ¿ A ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÇ Ý»ñÏ³Û³óáõÙ E1 &

E2 µ³½ÇëÝ»ñáõÙ & ûå»ñ³ïáñÁ Ý»ñÏ³Û³óí³Í ¿ A Ù³ïñÇóáí, »Ã»

AE1 = AE2 :

¸Åí³ñ ã¿ ÝÏ³ï»É, áñ A Ù³ïñÇóÇ ï»ëùÁ Ï³Ëí³Í ¿ ÁÝïñí³Í E1 &

E2 µ³½ÇëÝ»ñÇó: ä³ñ½»Ýù, Ã» ÇÝãå»ë Ï�áËíÇ Ù³ïñÇóÁ, »Ã»

ÁÝïñ»Ýù ³ÛÉ µ³½ÇëÝ»ñ: ¸Çóáõù T1-Á & T2-Á Ýáñ µ³½ÇëÝ»ñÇÝ ³ÝóÙ³Ý

Ù³ïñÇóÝ»ñÝ »Ýª E1 = T1D1 & E2 = T2D2: êï³ÝáõÙ »Ýùª

AD1 = AT1
−1
E1 = T1

−1AE1 =

T1
−1AE2 = T1

−1AT2D2 = T1
−1AT2D2,
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áõñ»ÙÝ A ûå»ñ³ïáñÇ Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ D1 & D2 µ³½ÇëÝ»ñáõÙ T1
−1AT2

Ù³ïñÇóÝ ¿ (³Û¹ Ù³ïñÇóÁ ÏáãíáõÙ ¿ A Ù³ïñÇóÇÝ ÝÙ³Ý Ù³ïñÇó):

²ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ L1 = L2 Ï³ñáÕ »Ýù í»ñóÝ»É E1 = E2 & Ïëï³Ý³Ýù

T1 = T2 = T: Üáñ µ³½ÇëáõÙ A Ù³ïñÇóÁ Ïí»ñ³ÍíÇ T−1AT Ù³ïñÇóÇ,

áñÁ ÏáãíáõÙ ¿ A Ù³ïñÇóÇÝ Ñ³Ù³ÉáõÍ:

�Í³ÛÇÝ Ñ³Ýñ³Ñ³ßíÇ Ï³ñ&áñ³·áõÛÝ ËÝ¹ÇñÝ»ñÇó Ù»ÏÁ ³ÛÝåÇëÇ

µ³½Çë Ï³éáõó»Éáõ ËÝ¹ÇñÝ ¿, áñáõÙ ïñí³Í ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÇ

Ù³ïñÇóÝ áõÝÇ "å³ñ½³·áõÛÝ" ï»ëùÁ:
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�Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÇ é³Ý·Á

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. A : L1  L2 ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÇ é³Ý· ¿ ÏáãíáõÙ

å³ïÏ»ñÇ ã³�Á & ³ÛÝ Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ Ñ»ï&Û³É Ï»ñåª

rankA = dim Im A:

¸Çóáõù A : L1  L2 ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÁ Ý»ñÏ³Û³óí³Í ¿ A

Ù³ïñÇóáí, ³ÛëÇÝùÝ ÏáÙáõï³ïÇí ¿ Ñ»ï&Û³É ¹Ç³·ñ³ÙÁ.

A : L1  L2

E1 ↕ E2 ↕

A : VnK  VmK

ø³ÝÇ áñ L2-Á & VmK-Ý Ç½áÙáñý »Ý, ³å³ ImA-Ý Ç½áÙáñý ¿

Im A-ÇÝ &

rankA = dim ImA =dim Im A:

Ð»ßï ¿ ï»ëÝ»É, áñ Im A-Ý ¹³ A Ù³ïñÇóÇ ïáÕ»ñÇ (áñáÝù ¹Çï³ñÏíáõÙ

»Ý áñå»ë VmK-Ç ï³ññ»ñ) Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ·Í³ÛÇÝ Ã³Õ³ÝÃÝ ¿:

ÆëÏ³å»ë, Im A = ΛA ∣ Λ ∈ VnK &, »Ã» Λ = λ1, . . . ,λn, ΛA-Ý

Ñ³í³ë³ñ ¿ A Ù³ïñÇóÇ ïáÕ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³ÛÇÝ, áñÇ

·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÝ »Ý λ1, . . . ,λn: ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ dim Im A-Ý Ñ³í³ë³ñ ¿ A

Ù³ïñÇóÇ ïáÕ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ Ã³Õ³ÝÃÇ ã³�ÇÝ, áñÝ Çñ Ñ»ñÃÇÝ Ñ³í³ë³ñ

¿ Ù³ïñÇóÇ ïáÕ»ñÇ ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ³é³í»É³·áõÛÝ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç

Ñ½áñáõÃÛ³ÝÁª Ù³ïñÇóÇ é³Ý·ÇÝ: Ð»ï&³µ³ñ,

rankA =dim Im A = rankA

& ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÇ é³Ý·Á Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¿ Ýñ³Ý Ý»ñÏ³Û³óÝáÕ

Ù³ïñÇóÇ é³Ý·Ç Ñ»ï:

36



êÇÉí»ëïñÇ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ

¸Çóáõù ïñí³Í »Ý »ñÏáõ ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÝ»ñ A : L1  L2 &

B : L2  L3 (ÝÏ³ï»Ýù, áñ µáÉáñ Ýßí³Í ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÁ

ë³ÑÙ³Ýí³Í »Ý ÙÇ&ÝáõÛÝ ¹³ßïÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ): ¸Çï³ñÏ»Ýù ÙÇ Ýáñ

³ñï³å³ïÏ»ñáõÙ, áñ ëï³óíáõÙ ¿ A-Ç & B-Ç Ñ³çáñ¹³Ï³Ý

ÏÇñ³éÙ³Ùµ: Üß³Ý³Ï»Ýù ³Û¹ ûå»ñ³ïáñÁ AB-áí, ³ÛëÇÝùÝ

AB : L1  L3 & ABx = BAx: Ð³Ùá½í»Ýù, áñ AB-Ý ÝáõÛÝå»ë

·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñ ¿.

ABλx + μy = BAλx + μy

ù³ÝÇ áñ A-Ý ·Í³ÛÇÝ ¿

=

BλAx + μAy

ù³ÝÇ áñ B-Ý ·Í³ÛÇÝ ¿

= λBAx + μBAy = λABx + μABy:

Î³éáõóí³Í AB ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÁ ÏáãíáõÙ ¿ A-Ç & B-Ç

³ñï³¹ñÛ³É:

¸Çóáõù L1-áõÙ, L2-áõÙ & L3-áõÙ ÁÝïñí»É »Ý µ³½ÇëÝ»ñ & Ï³éáõóí»É

»Ý A-Ç & B-Ç Ý»ñÏ³Û³óáõÙÝ»ñÁ A & B Ù³ïñÇóÝ»ñáí

Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ: àõñ»ÙÝ ÏáÙáõï³ïÇí ¿ Ñ»ï&Û³É ¹Ç³·ñ³ÙÁ.

A B

L1  L2  L3

↕ ↕ ↕

VnK  VmK  VkK

A B

¸Åí³ñ ã¿ ÝÏ³ï»É, áñ AB ûå»ñ³ïáñÁ Ý»ñÏ³Û³óíáõÙ ¿ AB

Ù³ïñÇóáí.

»Ã» x ∈ L1 & Ýñ³ Ïáñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ í»ÏïáñÝ ¿ Λ ∈ VnK, ³å³
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ΛAB = ΛAB-Ý ABx-Ç Ïááñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ í»ÏïáñÝ ¿ VkK-áõÙ:

²ÛÅÙ �áñÓ»Ýù ·Ý³Ñ³ï»É rankAB-Ç Ù»ÍáõÃÛáõÝÁ: Ð³çáñ¹³µ³ñ

ÏÇñ³é»Ýù A-Ý áõ B-Ý: Îëï³Ý³Ýù Ñ»ï&Û³É å³ïÏ»ñÁª

L1 L2 L3

A B

ImA

ImB

ImAB

àõÝ»Ýù áñ, ImA ⊆ L2, ImAB ⊆ ImB ⊆ L3: ÜÏ³ï»Ýù, áñ Â»áñ»Ù

6-Çó Ñ»ï&áõÙ ¿, áñ ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÇ å³ïÏ»ñÇ ã³�Á (³ÛëÇÝùÝ

é³Ý·Á) ãÇ ·»ñ³½³ÝóáõÙ ûå»ñ³ïáñÇ áñáßÙ³Ý ïÇñáõÛÃ Ñ³Ý¹Çë³óáÕ

ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ã³�ÇÝ: ä³ñ½ ¿, áñ dim ImAB ≤ dim ImB &

rankAB ≤ rankB: ÜÏ³ñÇó »ñ&áõÙ ¿ (& ¹³ Ñ»ßïáõÃÛ³Ùµ ëïáõ·íáõÙ

¿), áñ B ûå»ñ³ïáñÇ ë³ÑÙ³Ý³�³ÏáõÙÁ ImA-Ç íñ³ ÝáõÛÝå»ë ·Í³ÛÇÝ

ûå»ñ³ïáñ ¿, áñÁ ImA-Ý ï³ÝáõÙ ¿ ImAB-Ç íñ³, áõëïÇ

dim ImAB ≤ dim ImA & rankAB ≤ rankA:

²ÛëåÇëáí ëï³ó³Ýù é³Ý·Ç í»ñÇÝ ·Ý³Ñ³ï³Ï³ÝÁ.

rankAB ≤ rankA

rankAB ≤ rankB
    (6)

êïáñÇÝ ·Ý³Ñ³ï³Ï³Ý ëï³Ý³Éáõ Ñ³Ù³ñ Ï³éáõó»Ýù Ñ»ï&Û³É

·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÁ.
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B
∗ : L2/ ImA  ImB/ ImAB

B
∗x + ImA = Bx + ImAB, µáÉáñ x ∈ L2 Ñ³Ù³ñ:

Ð³Ùá½í»Ýù, áñ B
∗-Ý ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñ ¿: ¸Çóáõù x1 + ImA &

x2 + ImA ∈ L2/ ImA:

àõÝ»Ýù

B
∗x1 + ImA + x2 + ImA = B

∗x1 + x2 + ImA =

Bx1 + x2 + ImAB = Bx1 + Bx2 + ImAB =

Bx1 + ImAB + Bx2 + ImAB = B∗x1 + ImA + B∗x2 + ImA:

ÜáõÛÝå»ë, »Ã» x + ImA ∈ L2/ ImA, ³å³

B
∗λx + ImA = B

∗λx + ImA = Bλx + ImAB =

λBx + ImAB =λBx + ImAB = λB∗x + ImA:

êïáõ·»Ýù ³ÛÅÙ, áñ

ImB
∗ = ImB/ ImAB:

ºÃ» y + ImAB ∈ ImB/ ImAB, ³å³ y ∈ ImB & ∃x ∈ L2 áñ Bx = y:

êï³ÝáõÙ »Ýùª

B
∗x + ImA = Bx + ImAB =y + ImAB

&

y + ImAB ∈ ImB
∗:

ø³ÝÇ áñ B∗-Ý ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñ ¿, ³å³

dimImB/ ImAB ≤ dimL2/ ImA

& Ñ³Ù³Ó³ÛÝ Â»áñ»Ù 4-Ç ëï³ÝáõÙ »Ýùª

dim ImB − dim ImAB ≤ dim L2 − dim ImA,

³ÛëÇÝùÝª

rankB − rankAB ≤ dim L2 − rankA:
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êï³ó³Ýù Ñ»ï&Û³É ëïáñÇÝ ·Ý³Ñ³ï³Ï³ÝÁ

rankA + rankB − dim L2 ≤ rankAB     (7)

ØÇ³íáñ»Éáí (6) & (7) ·Ý³Ñ³ï³Ï³ÝÝ»ñÁ ëï³ÝáõÙ »Ýùª

Â»áñ»Ù 7. (êÇÉí»ëïñÇ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ)

rankAB ≤ rankA

rankAB ≤ rankB

rankA + rankB − dim L2 ≤ rankAB

ºÃ» A & B ûå»ñ³ïáñÝ»ñÁ Ý»ñÏ³Û³óí³Í »Ý n × m & m × k ã³�³ÝÇ

A & B Ù³ïñÇóÝ»ñáí, Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ (ÇÝãå»ë Ýß»É ¿ÇÝù

í»ñÁ), ³å³ êÇÉí»ëïñÇ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ

ÏáõÝ»Ý³Ý Ñ»ï&Û³É ï»ëùÁ.

rankAB ≤ rankA

rankAB ≤ rankB

rankA + rankB − m ≤ rankAB

ºÃ» A Ù³ïñÇóÁ ãí»ñ³ë»ñí³Í ¿, ³å³ n = m = rankA &

rankA + rankB − m = rankB ≤ rankAB ≤ rankB,

áõëïÇª

rankAB = rankB:

ºÃ» B Ù³ïñÇóÁ ãí»ñ³ë»ñí³Í ¿, ³å³ m = k = rankB &

rankA + rankB − m = rankA ≤ rankAB ≤ rankA

Ñ»ï&³µ³ñª
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rankAB = rankA:

Â»áñ»Ù 8.

âí»ñ³ë»ñí³Í Ù³ïñÇóáí µ³½Ù³å³ïÏí»ÉÇë

Ù³ïñÇóÁ ãÇ �áËáõÙ Çñ é³Ý·Á:

ÆÝãå»ë ï»ë»É ¿ÇÝù, ï³ñµ»ñ µ³½ÇëÝ»ñáõÙ ÙÇ&ÝáõÛÝ ûå»ñ³ïáñÇ

Ù³ïñÇó³ÛÇÝ Ý»ñÏ³Û³óáõÙÝ»ñÁ Çñ³ñ Ñ»ï Ï³åí³Í »Ý Ñ»ï&Û³É

Ï»ñåªT1
−1AT2: ø³ÝÇ áñ A-Ý & T1

−1AT2-Ý ÙÇ&ÝáõÛÝ ûå»ñ³ïáñÇ

Ý»ñÏ³Û³óáõÙÝ»ñÝ »Ý, ³å³ ¹ñ³Ýó é³Ý·»ñÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ »Ý: ¸³

ÝáõÛÝå»ë Ñ³ëï³ïíáõÙ ¿ Â»áñ»Ù 8-áí, áñáíÑ»ï& T1-Á & T2-Á

³ÝóÙ³Ý Ù³ïñÇóÝ»ñ »Ý &, áõñ»ÙÝ, ãí»ñ³ë»ñí³Í »Ý:
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�Í³ÛÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñ

¸Çóáõù K ¹³ßïáõÙ ïñí³Í ¿ n ³ÝÑ³Ûïáí m Ñ³ï ·Í³ÛÇÝ

Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ Ñ³Ù³Ï³ñ·

α11x1 +. . .+α1nxn = β1

α21x1 +. . .+α2nxn = β2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αm1x1 +. . .+αmnxn = βm

    (8)

ÈáõÍ»É Ñ³Ù³Ï³ñ·Á Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿ ·ïÝ»É µáÉáñ ÉáõÍáõÙÝ»ñÁ, »Ã»

Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý áõÝÇ ÉáõÍáõÙ: Ð»ßï ¿ ï»ëÝ»É, áñ (8) Ñ³Ù³Ï³ñ·Á Ï³ñ»ÉÇ

¿ Ý»ñÏ³Û³óÝ»É Ù³ïñÇó³ÛÇÝ É»½íáí: ºÃ» Ýß³Ý³Ï»Ýù x = x1, . . . , xn,

β = β1, . . . ,βm &

A =

α11 α21 . . . αm1

α12 α22 αm2

⋮

α1n α2n . . . αmn

,

³å³ Ñ³Ù³Ï³ñ·Á Ï·ñíÇ Ñ»ï&Û³É Ï»ñåª

xA = β     (9)

ÆÝãå»ë ·Çï»Ýù, xA-Ý Çñ»ÝÇó Ý»ñÏ³Û³óÝáõÙ ¿ A Ù³ïñÇóÇ ïáÕ»ñÇ

·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³, áñÇ ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÁ x1, . . . , xn-»Ý: àõñ»ÙÝ, (9)

Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý áõÝÇ ÉáõÍáõÙ ÙÇ³ÛÝ & ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ β ∈ Im A,

»Ã» A Ù³ïñÇóÁ ¹Çï³ñÏ»Ýù áñå»ë ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñ, áñ ·áñÍáõÙ ¿

VnK-Ç íñ³ & ³ñÅ»ùÝ»ñ ¿ ÁÝ¹áõÝáõÙ VmK-áõÙ: àñå»ë½Ç ëïáõ·»Ýù

β ∈ Im A å³ÛÙ³ÝÁ, Ï³éáõó»Ýù ³Ûëå»ë Ïáãí³Í ÁÝ¹É³ÛÝí³Í

Ù³ïñÇóÁª
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Ã =

α11 α21 . . . αm1

α12 α22 . . . αm2

⋮

α1n α2n . . . αmn

β1 β2 . . . βm

:

²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ í»ñçÇÝ ïáÕÁ ÏÉÇÝÇ ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ÙÝ³ó³ÍÇó ÙÇ³ÛÝ,

»ñµ rankA < rankÃ: Ð³Ï³é³Ï ¹»åùáõÙ, »ñµ rankA = rankÃ, í»ñçÇÝ

ïáÕÁ Ï³ñï³Ñ³ÛïíÇ ·Íáñ»Ý ÙÝ³ó³Íáí & β ∈ Im A:

Â»áñ»Ù 9. (ÎñáÝ»Ï»ñ-Î³å»ÉÉÇ)

àñå»ë½Ç xA = β Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý áõÝ»Ý³ ÉáõÍáõÙ (ÉÇÝÇ

Ñ³Ù³ï»Õ), ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ & µ³í³ñ³ñ, áñ rankA = rankÃ:

üÇùë³Í β ∈ Im A Ñ³Ù³ñ (9) Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÉáõÍáõÙÝ»ñÁ Ï³½ÙáõÙ »Ý

Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë VnK-áõÙ Áëï ker A-Ç, áõëïÇ (9) Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý áõÝÇ

ÙÇ³Ï ÉáõÍáõÙ ÙÇ³ÛÝ & ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ Ñ³ñ³ÏÇó ¹³ë»ñÁ

Ï³½Ùí³Í »Ý Ù»Ï ï³ññÇó, ³ÛëÇÝùÝ »ñµ dim ker A = 0, ÇÝãÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù

¿ ker A = 0 å³ÛÙ³ÝÇÝ:

xA = 0 Ñ³Ù³Ï³ñ·Á ÏáãíáõÙ ¿ xA = β-ÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ

Ñ³Ù³ë»é Ñ³Ù³Ï³ñ·: ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ xA = 0 Ñ³Ù³ë»é Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç

ÉáõÍáõÙÝ»ñÁ ker A-Ç ï³ññ»ñÝ »Ý: àõñ»ÙÝ, áñå»ë½Ç ëï³Ý³Ýù (9)

Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç µáÉáñ ÉáõÍáõÙÝ»ñÁ µ³í³Ï³Ý ¿ ·ïÝ»É Ñ³Ù³ë»é

Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÉáõÍáõÙÝ»ñÁ (³ÛëÇÝùÝ ·ïÝ»É ÙÇçáõÏÇ ker A-Ç áñ&¿ µ³½Çë,

ù³ÝÇ áñ dim ker A = n − rankA µ³í³Ï³Ý ¿ ·ïÝ»É Ñ³Ù³ë»é

Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç n − rankA Ñ³ï ³ÝÏ³Ë ÉáõÍáõÙ) & ·ïÝ»É (9) Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç

áñ&¿ Ù»Ï Ù³ëÝ³íáñ ÉáõÍáõÙ: Ð³Ù³Ï³ñ·Ç µáÉáñ ÉáõÍáõÙÝ»ñÇ Ñ³ñ³ÏÇó

¹³ëÁ ëï³Ý³Éáõ Ñ³Ù³ñ µ³í³Ï³Ý ÏÉÇÝÇ Ù³ëÝ³íáñ ÉáõÍÙ³ÝÁ

·áõÙ³ñ»É Ñ»ñÃáí Ñ³Ù³ë»é Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç µáÉáñ ÉáõÍáõÙÝ»ñÁ (ÙÇçáõÏÇ
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µ³½ÇëÇ µáÉáñ ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³Ý»ñÁ):

xA = 0 Ñ³Ù³ë»é Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý áõÝÇ áã ½ñáÛ³Ï³Ý

ÉáõÍáõÙ ÙÇ³ÛÝ »ñµ n − rankA ≠ 0, ÇÝãÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿ < n

å³ÛÙ³ÝÇÝ: ºÃ» A Ù³ïñÇóÁ ù³é³ÏáõëÇ ¿, í»ñçÇÝ

å³ÛÙ³ÝÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿ det A = 0 å³ÛÙ³ÝÇÝ:
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�Í³ÛÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÇ

ÉáõÍÙ³Ý �³áõëÇ ³É·áñÇÃÙÁ

îñí³Í ¿ n ³ÝÑ³Ûïáí m ·Í³ÛÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ Ñ³Ù³Ï³ñ·Áª

α11x1 +. . .+α1nxn = β1

α21x1 +. . .+α2nxn = β2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αm1x1 +. . .+αmnxn = βm

�³áõëÇ ³É·áñÇÃÙÁ µ³ÕÏ³ó³Í ¿ »ñÏáõ �áõÉÇóª "áõÕÇÕ �áõÉÇó" &

"Ñ»ï³¹³ñÓ �áõÉÇó":

àõÕÇÕ �áõÉ (Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç µ»ñáõÙÁ ë»Õ³Ý³Ó& ï»ëùÇ)

¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É, áñ »Ã» Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç áñ&¿ Ñ³í³ë³ñáõÙ

µ³½Ù³å³ïÏ»Ýù Ãíáí & ·áõÙ³ñ»Ýù ³ÛÝ Ù»Ï ³ÛÉ Ñ³í³ë³ñÙ³ÝÁ,

³å³ ëï³óí³Í Ñ³Ù³Ï³ñ·Á ÏÉÇÝÇ Ñ³Ù³ñÅ»ù ëÏ½µÝ³Ï³ÝÇÝ:

²é³Ýó ÁÝ¹Ñ³ÝñáõÃÛáõÝÁ Ë³Ëï»Éáõ Ï³ñáÕ »Ýù Ñ³Ù³ñ»É, áñ

α11 ≠ 0: Æñáù, »Ã» α11 = 0, ³å³ Ï·ïÝíÇ α1i ≠ 0, i = 2, . . . ,n:

Ð³Ï³é³Ï ¹»åùáõÙ ³é³çÇÝ Ñ³í³ë³ñÙ³Ý Ó³Ë Ù³ëÁ ÝáõÛÝ³µ³ñ ½ñá

¿ & ³é³çÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÁ Ï³Ù ³Ý¿³Ï³Ý ¿ (³ÛÝ áõÝÇ 0 = 0 ï»ëùÁ)

Ï³Ù Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý ³ÝÑ³Ù³ï»Õ ¿ (³é³çÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÁ 0 = β1 ≠ 0

ï»ëùÇ ¿): ì»ñ³Ýí³Ý»Éáí x1 & xi ³ÝÑ³ÛïÝ»ñÁ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ³é³çÇÝ &

i-ñ¹ ëÛáõÝ»ñÁ, Ïï»Õ³�áË»Ýù & Ýáñ Ñ³Ù³Ï³ñ·áõÙ ÏáõÝ»Ý³Ýùª

α11 ≠ 0: ä³ñ½ ¿, áñ Ýáñ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÉáõÍáõÙÁ Ñ»ßïáõÃÛ³Ùµ Ïí»ñ³ÍíÇ

ëÏ½µÝ³Ï³Ý Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÉáõÍÙ³ÝÁ:
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²ÛëåÇëáí Ñ³Ù³ñáõÙ »Ýù, áñ α11 ≠ 0: Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ i ∈ 2, . . . , n

Ñ³Ù³ñ µ³½Ù³å³ïÏ»Ýù ³é³çÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÁ αi1
α11

-áí &

·áõÙ³ñ»Ýù i-ñ¹ Ñ³í³ë³ñÙ³ÝÁ: ¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É, áñ i-ñ¹

Ñ³í³ë³ñÙ³Ý x1-Ç ·áñÍ³ÏÇóÁ Ï½ñáÛ³óíÇ: ²ÛëÇÝùÝ, Ñ³Ù³Ï³ñ·Á

ÏÁÝ¹áõÝÇ Ñ»ï&Û³É ï»ëùÁ.

α11x1 + α12x2 +. . .+α1nxn = β1

ά22x2 +. . .+ά2nxn = β́2

⋮

άm2x2 +. . .+άmnxn = β́m

ºÃ» áñ&¿ Ñ³í³ë³ñÙ³Ý Ó³Ë Ù³ëÁ ½ñáÛ³óí»É ¿, ÇëÏ ³çÁ áã, ³å³

Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý ³ÝÑ³Ù³ï»Õ ¿ & ³É·áñÇÃÙÁ í»ñç³óÝáõÙ ¿ ³ßË³ï³ÝùÁ:

ºÃ» Ï³Ý Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñ, áñ Ó³Ë Ù³ëÁ ½ñá ¿ & ³ç Ù³ëÝ ¿É ¿ ½ñá,

³å³ ³Û¹åÇëÇ µáÉáñ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÝ ³Ý¿³Ï³Ý »Ý & ëï³óíáõÙ »Ý

³é³çÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÇó Ãíáí µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ùµ: ²Û¹

Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÁ Ñ»é³óíáõÙ »Ý Ñ³Ù³Ï³ñ·Çó:

ÆÝãå»ë Ýß»É ¿ÇÝù í»ñÁ, Ï³ñáÕ »Ýù »ÝÃ³¹ñ»É, áñ ά22 ≠ 0

(³ÝÑñ³Å»ßïáõÃÛ³Ý ¹»åùáõÙ Ïí»ñ³Ýí³Ý»Ýù áñáß ³ÝÑ³ÛïÝ»ñÁ) &

µ³½Ù³å³ïÏ»Éáí »ñÏñáñ¹ Ñ³í³ë³ñáõÙÁ άi2

ά22
·áñÍ³Ïóáí Ñ³Ý»Ýù

³ÛÝ i-ñ¹ Ñ³í³ë³ñáõÙÇó, i = 3, . . . ,n: ²ñ¹ÛáõÝùáõÙ µáÉáñ

Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñáõÙ, ëÏë³Í »ññáñ¹Çó, x2-Ç ·áñÍ³ÏÇóÁ Ï½ñáÛ³Ý³:

Þ³ñáõÝ³Ï»Éáí åñáó»ëÁ Ï³Ù Ïå³ñ½íÇ, áñ Ñ³Ù³Ï³ñ·ÁÝ ³ÝÑ³Ù³ï»Õ

¿ & ³É·áñÇÃÙÁ Ïí»ñç³óÝÇ ³ßË³ï³ÝùÁ, Ï³Ù ¿É Ñ³Ù³Ï³ñ·Á "áõÕÇÕ

�áõÉÇ" ÁÝÃ³óùáõÙ Ïµ»ñíÇ Ñ»ï&Û³É ë»Õ³Ý³Ó& ï»ëùÇ.
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α11x1 + α12x2 +. . .+α1kxk + α1k+1xk+1 +. . .+α1nxn = β1

α22x2 +. . .+α2kxk + α2k+1xk+1 +. . .+α2nxn = β2

⋱ ⋮

αkkxk + αkk+1xk+1 +. . .+αknxn = βk

    (10)

áñï»Õ k ≤ n, αii ≠ 0, i = 1, . . . , k: Â»& Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÁ &

³ç Ù³ë»ñÁ �áËí»É »Ý, Ñ³ñÙ³ñáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ Ù»Ýù Ýñ³Ýó ÏñÏÇÝ

Ýß³Ý³Ï»É »Ýù α-Ý»ñáí & β-Ý»ñáí: ö³ëïáñ»Ý, Ù»Ýù áñáß»óÇÝù

Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç Ù³ïñÇóÇ é³Ý·Á & ³ÛÝ Ñ³í³ë³ñ ¿ k-Ç:

Ð»ï³¹³ñÓ �áõÉ

¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É, áñ, »Ã» ýÇùë»Ýù xk+1, . . . , xn ³ÝÑ³ÛïÝ»ñÇ

³ñÅ»ùÝ»ñÁ, ³å³ ÙÝ³ó³Í x1, . . . , xk ³ÝÑ³ÛïÝ»ñÁ Ïáñáßí»Ý

ÙÇ³ñÅ»ùáñ»Ý: ÆëÏ³å»ë, í»ñçÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÇó ÙÇ³ñÅ»ùáñ»Ý

áñáßíáõÙ ¿ xk-Ý: ²å³ ÇÙ³Ý³Éáí xk-Ý, Ý³Ëáñ¹ Ñ³í³ë³ñáõÙÇó

Ïëï³Ý³Ýù xk−1-Á & ³Ûëå»ë ß³ñáõÝ³Ï»Éáí ÏÑ³ëÝ»Ýù x1-ÇÝ:

ä³ñ½ ¿, áñ k = n ¹»åùáõÙ xk+1, . . . , xn ³ÝÑ³ÛïÝ»ñÁ ãÏ³Ý &

Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý áõÝÇ ÙÇ³Ï ÉáõÍáõÙ, áñÁ ëï³óíáõÙ í»ñÁ Ýßí³Í »Õ³Ý³Ïáí:

ºÃ» k < n Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý áõÝÇ Ù»ÏÇó ³í»ÉÇ ÉáõÍáõÙ &, ÇÝãå»ë ï»ë»É

¿ÇÝù, µáÉáñ ÉáõÍáõÙÝ»ñÁ ëï³Ý³Éáõ Ñ³Ù³ñ Ñ³ñÏ³íáñ ¿ ·ïÝ»É

Ñ³Ù³ë»é Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÉáõÍáõÙÝ»ñÁ, ³ÛëÇÝùÝ n − k Ñ³ï ·Íáñ»Ý

³ÝÏ³Ë ÉáõÍáõÙ (áñáÝù Ï³½ÙáõÙ »Ý ÙÇçáõÏÇ µ³½ÇëÁ) & Ù»Ï Ù³ëÝ³íáñ

ÉáõÍáõÙ: ¸Çï³ñÏ»Ýù (10) Ñ³Ù³Ï³ñ·ÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ

Ñ³Ù³ë»é Ñ³Ù³Ï³ñ·Á.

47



α11x1 + α12x2 +. . .+α1kxk + α1k+1xk+1 +. . .+α1nxn = 0

α22x2 +. . .+α2kxk + α2k+1xk+1 +. . .+α2nxn = 0

⋱ ⋮

αkkxk + αkk+1xk+1 +. . .+αknxn = 0

ì»ñ³·ñ»Ýù xk+1, . . . ,xn ³ÝÑ³ÛïÝ»ñÇÝ



n−k Ñ³ï

1,0,0, . . . , 0, 0,1,0, . . . , 0, . . . , 0, . . . , 0, 1

³ñÅ»ùÝ»ñÁ & ·ïÝ»Ýù ÙÇ³ñÅ»ùáñ»Ý áñáßí³Í x1, . . . , xk-Ý»ñÁ &

Ïëï³Ý³Ýù Ñ³Ù³ë»é Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç n − k Ñ³ï ÉáõÍáõÙ.

γ11, . . . ,γ1k, 1, 0, 0, . . . , 0

γ21, . . . ,γ2k, 0, 1, 0, . . . , 0

⋮

γn−k1, . . . ,γn−kk, 0, 0, 0, . . . , 1

²Ûë ÉáõÍáõÙÝ»ñÁ ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë »Ý, ù³ÝÇ áñ, »Ã» λ1, . . . ,λn−k

·áñÍ³ÏÇóÝ»ñáí ¹ñ³Ýó ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³Ýª

∑
i=1

n−k

λiγi1, . . . ,∑
i=1

n−k

λiγik,λ1, . . . ,λn−k

Ñ³í³ë³ñ ¿ ½ñáÛÇ, áõñ»ÙÝ ½ñá »Ý λ1, . . . ,λn−k:

²Ûë ·ïÝí³Í n − k Ñ³ï Ñ³Ù³ë»é Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë

ÉáõÍáõÙÝ»ñÁ ÏáãíáõÙ »Ý Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ýáõÝ¹³Ù»Ýï³É ÉáõÍáõÙÝ»ñ
& ¹ñ³Ýù Ï³½ÙáõÙ »Ý Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý ÙÇçáõÏÇ µ³½ÇëÁ:

(10) Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç Ù³ëÝ³íáñ ÉáõÍáõÙÁ ·ïÝ»Éáõ Ñ³Ù³ñ í»ñ³·ñ»Ýù

xk+1, . . . ,xn ³ÝÑ³ÛïÝ»ñÇÝ ½ñáÛ³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñ & ·ïÝ»Ýù

Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý x1, . . . ,xk-Ý»ñÁ: Ð³Ù³Ï³ñ·Ç ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ÉáõÍáõÙÁ

Ïëï³Ý³Ýù Ù³ëÝ³íáñ ÉáõÍÙ³ÝÁ ·áõÙ³ñ»Éáí ýáõÝ¹³Ù»Ýï³É
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ÉáõÍáõÙÝ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³Ý»ñÁ:

�³áõëÇ ³É·áñÇÃÙÇ ÙÇçáóáí ß³ï Ñ³ñÙ³ñ ¿ Ý³& ·ïÝ»É ïñí³Í

Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ï³¹³ñÓÁ: ¸Çóáõù A-Ý ù³é³ÏáõëÇ ãí»ñ³ë»ñí³Í

Ù³ïñÇó ¿: Î³½Ù»Ýù ýáñÙ³É ·Í³ÛÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ Ñ³Ù³Ï³ñ·

xA = β, áñï»Õ β-Ý β1, . . . ,βn ýáñÙ³É ëÇÙíáÉÝ»ñÇ í»Ïïáñ ¿ (¹ñ³Ýó

Ñ»ï í³ñíáõÙ »Ýù ³ÛÝå»ë, ÇÝãå»ë ³ÝÑ³ÛïÝ»ñÇ Ýß³ÝÝ»ñÇ Ñ»ï):

ÎÇñ³é»Ýù �³áõëÇ ³É·áñÇÃÙÇ "áõÕÇÕ �áõÉÁ" & Ñ³Ù³Ï³ñ·Á Ïµ»ñíÇ

»é³ÝÏÛáõÝ³Ó& ï»ëùÇ, ÁÝ¹ áñáõÙ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ ³ç Ù³ë»ñáõÙ

Ï³é³ç³Ý³Ý β1, . . . ,βn ëÇÙíáÉÝ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³Ý»ñÁ:

Ð³çáñ¹³µ³ñ ·ïÝ»Ýù xn,xn−1, . . . , x1 ³ÝÑ³ÛïÝ»ñÁ, áñáÝù

Ï³ñï³Ñ³Ûïí»Ý β1, . . . ,βn ëÇÙíáÉÝ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³Ý»ñáí:

²ÛëÇÝùÝ, Ïëï³Ý³Ýù x = βB &, áõñ»ÙÝ, B = A−1, ù³ÝÇ áñ

x = xAB = xAB ⇒ AB = E:
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�Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÇ ë»�³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÁ &

ë»�³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñÁ

²Ûë å³ÑÇó ëÏë³Í ¹Çï³ñÏ»Éáõ »Ýù A : L  L ï»ë³ÏÇ

ûå»ñ³ïáñÝ»ñ, áñï»Õ áñáßÙ³Ý & ³ñÅ»ùÝ»ñÇ ïÇñáõÛÃÝ»ñÁ ÝáõÛÝ

·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÝ »Ý: ¸ñ³Ýáí Ù»Ýù ã»Ýù ÏáñóÝáõÙ

ÁÝ¹Ñ³ÝñáõÃÛáõÝÁ, ù³ÝÇ áñ A : L1  L2 ¹»åùáõÙ Ï³ñáÕ »Ýù

ë³ÑÙ³Ý³�³Ïí»É L2 = ImA ¹»åùáí & dim L2 ≤ dim L1: àõñ»ÙÝ, L1-Á

Ç½áÙáñý ¿ VnK-ÇÝ, ÇëÏ L2-Áª VmK-ÇÝ, áñï»Õ m ≤ n: ä³ñ½ ¿, áñ

A-Ý Ï³ñáÕ »Ýù Ý»ñÏ³Û³óÝ»É Ù³ïñÇóáí, áñÝ ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙ ¿

VnK-Ý VnK-Ç Ù»ç:

¸Çóáõù A : L  L ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñ ¿: λ ÃÇíÁ K ¹³ßïÇó

ÏáãíáõÙ ¿ A ûå»ñ³ïáñÇ ë»�³Ï³Ý ³ñÅ»ù, »Ã» ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ

áã ½ñáÛ³Ï³Ý x ∈ L, áñ Ax = λx: x-Á ÏáãíáõÙ ¿ λ-ÇÝ

Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ ë»�³Ï³Ý í»Ïïáñ:

úñÇÝ³ÏÝ»ñ
1. L-Á Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý í»ÏïáñÝ»ñÝ »Ý. ûå»ñ³ïáñÁ

Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ í»Ïïáñ µ³½Ù³å³ïÏáõÙ ¿ 3-áí: 3-Á ë»�³Ï³Ý

³ñÅ»ù ¿, ÇëÏ Ï³Ù³Û³Ï³Ý áã ½ñáÛ³Ï³Ý í»Ïïáñ ë»�³Ï³Ý

í»Ïïáñ ¿:

2. L-Á Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý í»ÏïáñÝ»ñÝ »Ý. ûå»ñ³ïáñÁ
Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ í»Ïïáñ í»ñÉáõÍáõÙ ¿ Áëï ÙÇ³íáñ ûñï»ñÇ (Áëï
µ³½ÇëÇ) & ³å³ ³é³çÇÝ Ïáñ¹ÇÝ³ïÁ µ³½Ù³å³ïÏáõÙ ¿ 3-áí,

ÇëÏ »ñÏñáñ¹Áª 5-áí: 3-Á & 5-Á ë»�³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñ »Ý, ÇëÏ
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Ïáñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ ³é³ÝóùÝ»ñÇÝ ½áõ·³Ñ»é í»ÏïáñÝ»ñÁª

ë»�³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñ:

3. L-Á Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý í»ÏïáñÝ»ñÝ »Ý. ûå»ñ³ïáñÁ
Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ í»Ïïáñ åïïáõÙ ¿ Ïáñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç

ëÏ½µÝ³Ï»ïÇ ßáõñç 90o ³ÝÏÛáõÝáí: úå»ñ³ïáñÁ ãáõÝÇ & áã ÙÇ

Çñ³Ï³Ý ë»�³Ï³Ý ³ñÅ»ù:

ØÇ&ÝáõÛÝ λ ë»�³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ ë»�³Ï³Ý

í»ÏïáñÝ»ñÁ (& ½ñáÛ³Ï³Ý ï³ññÁ) Ï³½ÙáõÙ »Ý ·Í³ÛÇÝ

»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ: ÆëÏ³å»ë, Ýß³Ý³Ï»Ýù

Mλ = x ∣ Ax = λx:

¸Çóáõù x1,x2 ∈ Mλ: êïáõ·»Ýù, áñ αx1 + βx2 ∈ Mλ: àõÝ»Ýùª

Aαx1 + βx2 = αAx1 + βAx2 = αλx1 + βλx2 = λαx1 + βx2

& αx1 + βx2 ∈ Mλ:

ê»�³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÁ & í»ÏïáñÝ»ñÁ ³ÝÙÇç³Ï³Ýáñ»Ý Ï³åí³Í »Ý

Ù³ïñÇóÇ å³ñ½»óÙ³Ý ËÝ¹ñÇ Ñ»ïª »Ã» ïñí³Í ¿ A : L  L ·Í³ÛÇÝ

ûå»ñ³ïáñÇ Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ A Ù³ïñÇóáí áñ&¿ µ³½ÇëáõÙ, ³å³ Ù»Ï

³ÛÉ µ³½ÇëáõÙ ûå»ñ³ïáñÁ Ý»ñÏ³Û³óíáõÙ ¿ T−1AT Ù³ïñÇóáí, áñï»Õ

T-Ý ³ÝóÙ³Ý Ù³ïñÇóÝ ¿.

Ù³ïñÇóÇ å³ñ½»óÙ³Ý ËÝ¹ÇñÝ ³ÛÝåÇëÇ µ³½ÇëÇ Ï³éáõóáõÙÝ ¿,

áñáõÙ Ù³ïñÇóÁ ëï³ÝáõÙ ¿ ÑÝ³ñ³íáñÇÝ ã³� "å³ñ½" ï»ëù (ûñÇÝ³Ï,

³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ Ï³Ù »é³ÝÏÛáõÝ³Ó&, Ï³Ù Ñ³Ù³ñÛ³ µáÉáñ ï³ññ»ñÁ

½ñáÛ³Ï³Ý »Ý):

¸Çóáõù

E =

e1

⋮

en
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L ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ³ÛÝåÇëÇ µ³½Çë ¿, áñ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ei-Ý ë»�³Ï³Ý

í»Ïïáñ ¿ A-Ç Ñ³Ù³ñ, áñ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÙ ¿ λi ë»�³Ï³Ý

³ñÅ»ùÇÝ: úå»ñ³ïáñÇ Ý»ñÏ³Û³óáõÙÝ ³Û¹ µ³½ÇëáõÙ ëï³óíáõÙ ¿

Ñ»ï&Û³É Ï»ñåª

AE =

Ae1

⋮

Aen

=

λ1e1

⋮

λnen

=

λ1 0 . . . 0

0 λ2 . . . 0

⋮ ⋱ 0

0 0 . . . λn

e1

⋮

en

=

=

λ1 0 . . . 0

0 λ2 . . . 0

⋮ ⋱ 0

0 0 . . . λn

E

²Ûëï»ÕÇó ³ÝÙÇç³å»ë Ñ»ï&áõÙ ¿, áñ

Ù³ïñÇóÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ µ»ñ»É ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï»ëùÇ

ÙÇ³ÛÝ & ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ ·Í³ÛÇÝ

ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ áõÝÇ µ³½Çë Ï³½Ùí³Í ûå»ñ³ïáñÇ

ë»�³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñÇó:

Â»áñ»Ù 10.

¼áõÛ· ³é ½áõÛ· Çñ³ñÇó ï³ñµ»ñ λ1, . . . ,λm ë»�³Ï³Ý
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³ñÅ»ùÝ»ñÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ e1, . . . , em ë» �³Ï³Ý

í»ÏïáñÝ»ñÁ ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë »Ý:
²å³óáõÛó. ÎÇñ³é»Ýù Ù³Ã»Ù³ïÇÏ³Ï³Ý ÇÝ¹áõÏóÇ³ÛÇ Ù»Ãá¹Ý

Áëï m-Ç:

ºÃ» m = 1, ³å³ e1-Á ÉÇÝ»Éáí ë»�³Ï³Ý í»Ïïáñ ½ñáÛ³Ï³Ý ã¿ &,

áõëïÇ, e1-Á ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë Ñ³Ù³Ï³ñ· ¿:

ºÝÃ³¹ñ»Ýù, áñ Ã»áñ»ÙÇ åÝ¹áõÙÁ �Çßï ¿ µáÉáñ m-ñÇ Ñ³Ù³ñ, áñáÝù

≤ n, ³å³óáõó»Ýù åÝ¹áõÙÁ n-Ç Ñ³Ù³ñ:

¸Çóáõù e1, . . . ,en-Á λ1, . . . ,λn ë»�³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÇÝ

Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ ë»�³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñ »Ý & i ≠ j ⇒ λi ≠ λj:

²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ α1e1 +. . .+αnen = 0 å³ÛÙ³ÝÇó µËáõÙ ¿ª

Aα1e1 +. . .+αnen = α1Ae1 +. . .+αnAen =

α1λ1e1 +. . .+αnλnen = 0

&

λ1α1e1 + λ1α2e2 +. . .+λ1αnen = 0:

Æñ³ñÇó Ñ³Ý»Ýù í»ñçÇÝ »ñÏáõ Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ & Ïëï³Ý³Ýùª

α2λ2 − λ1e2 +. . .+αnλn − λ1en = 0:     (11)

ê³Ï³ÛÝ e2, . . . ,en-Á µ³í³ñ³ñáõÙ »Ý ÇÝ¹áõÏóÇ³ÛÇ »ÝÃ³¹ñáõÃÛ³ÝÁ

&, áõñ»ÙÝ, ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë »Ý: àõëïÇ, (11)-Ç ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÁ ½ñá »Ý:

ø³ÝÇ áñ λi ≠ λ1, i = 2, . . . ,n, ³å³ α2 =. . .= αn = 0: ø³ÝÇ áñ

α1e1 +. . .+αnen = 0, ³å³ Ý³& α1 = 0 & Ã»áñ»ÙÝ ³å³óáõóí³Í ¿:

¸Çóáõù A : L  L ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñ ¿: Üß³Ý³Ï»Ýù I-áí ÙÇ³íáñ

·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÁ, ³ÛëÇÝùÝ I : L  L & Ix = x µáÉáñ x ∈ L Ñ³Ù³ñ:

Ð»ßïáõÃÛ³Ùµ ëïáõ·íáõÙ ¿, áñ A − λI : L  L ûå»ñ³ïáñÁ, áñÁ

x ∈ L ï³ÝáõÙ ¿ Ax − λIx-Ç Ù»ç (³ÛëÇÝùÝ, A − λIx = Ax − λx) ·Í³ÛÇÝ
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ûå»ñ³ïáñ ¿:

²ÛÝ �³ëïÁ, áñ λ-Ý A-Ç ë»�³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ ¿ & áã ½ñáÛ³Ï³Ý x-Á

Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý ë»�³Ï³Ý í»ÏïáñÝ ¿, Ï³ñ»ÉÇ ¿ ³ñÓ³Ý³·ñ»É Ý³&

Ñ»ï&Û³É Ï»ñå.

λ-Ý A-Ç ë»�³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ ¿, »Ã» Ï·ïÝíÇ áã

½ñáÛ³Ï³Ý x ∈ L ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ A − λIx = 0:
ì»ñçÇÝ å³ÛÙ³ÝÁ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ A − λI ûå»ñ³ïáñÇ ÙÇçáõÏÁ

å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ áã ½ñáÛ³Ï³Ý ï³ññ & dim kerA − λI > 0: ¸ÛáõñÇÝ ¿

Ñ³Ùá½í»É, áñ »Ã» A Ù³ïñÇóÁ A ûå»ñ³ïáñÇ áñ&¿ Ý»ñÏ³Û³óáõÙ ¿ E

µ³½ÇëáõÙ, ³å³ A − λE Ù³ïñÇóÁ (áñï»Õ E-Ý ÙÇ³íáñ Ù³ïñÇóÝ ¿)

A − λI ûå»ñ³ïáñÇ Ý»ñÏ³Û³óáõÙÝ ¿: àõëïÇ, A − λIx = 0 å³ÛÙ³ÝÁ

Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿ ΛA − λE = 0 å³ÛÙ³ÝÇÝ, áñï»Õ Λ-Ý x-Ç

Ïáñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ í»ÏïáñÝ ¿ E µ³½ÇëáõÙ: ²Ûëï»ÕÇó Ñ»ï&áõÙ ¿, áñ λ

ÃÇíÁ Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ ¿ ë»�³Ï³Ý ³ñÅ»ù A ûå»ñ³ïáñÇ Ñ³Ù³ñ ÙÇ³ÛÝ &

ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ ù³é³ÏáõëÇ Ù³ïñÇóáí ΛA − λE = 0

·Í³ÛÇÝ Ñ³Ù³ë»é Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ Ñ³Ù³Ï³ñ·Á (³Ûëï»Õ Λ-Ý

¹Çï³ñÏíáõÙ ¿ áñå»ë ³ÝÑ³ÛïÝ»ñÇ í»Ïïáñ) áõÝÇ áã ½ñáÛ³Ï³Ý ÉáõÍáõÙ:

ÆÝãå»ë ·Çï»Ýù, ¹³ ÑÝ³ñ³íáñ ¿ ÙÇ³ÛÝ, »Ã» detA − λE = 0:

ÜÏ³ï»Ýù, áñ í»ñçÇÝ å³ÛÙ³ÝÁ ¹³ Ñ³Ýñ³Ñ³ßí³ÛÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙ ¿,

áñÇ ³ñÙ³ï ¿ Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ λ-Ý: ÆëÏ³å»ë, ¹Çóáõù

A =

α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

αn1 αn2 . . . αnn

,

³å³
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detA − θE =

α11 − θ α12 . . . α1n

α21 α22 − θ . . . α2n

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

αn1 αn2 . . . αnn − θ

=

−1nθn + −1n−1 ∑
i=1

n

αii θn−1 +. . .+det A

& ëï³ó³Ýù n-ñ¹ ³ëïÇ�³ÝÇ µ³½Ù³Ý¹³Ù θ �á�áË³Ï³ÝÇó: àõëïÇ,

λ-Ý ë»�³Ï³Ý ³ñÅ»ù ¿ ÙÇ³ÛÝ & ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ λ-Ý

detA − θE = −1nθn + −1n−1α11 +. . .+αnnθn−1 +. . .+det A

µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ³ñÙ³ïÝ ¿: detA − θE µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ ÏáãíáõÙ ¿ A

ûå»ñ³ïáñÇ Ï³Ù A Ù³ïñÇóÇ µÝáõÃ³·ñÇã µ³½Ù³Ý¹³Ù:

ÀÝ¹áõÝí³Í ¿ Ý³& ³ë»É, áñ λ-Ý, áñÁ A ûå»ñ³ïáñÇ ë»�³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ

¿, Ý³& A Ù³ïñÇóÇ ë»�³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ ¿: ä³ñ½ ¿, áñ ë»�³Ï³Ý

³ñÅ»ùÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ n-Çó ß³ï ÉÇÝ»É ãÇ Ï³ñáÕ:

ø³ÝÇ áñ µÝáõÃ³·ñÇã µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ ë³ÑÙ³ÝíáõÙ ¿ A ûå»ñ³ïáñÁ

Ý»ñÏ³Û³óÝáÕ Ù³ïñÇóÇ ÙÇçáóáí, ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ëïáõ·»É, áñ

³ñ¹ÛáõÝùÁ Ï³Ëí³Í ã¿ ÏáÝÏñ»ï Ý»ñÏ³Û³óáõÙÇó: ÆëÏ³å»ë, ¹Çóáõù A

Ù³ïñÇóÁ A ûå»ñ³ïáñÇ Ý»ñÏ³Û³óáõÙÝ ¿ E µ³½ÇëáõÙ, ³ÛëÇÝùÝ

AE = AE, ÇëÏ T−1AT-Ý Ý»ñ³Ï³Û³óáõÙÝ ¿ Ýáñ µ³½ÇëáõÙ (³Ûëï»Õ T-Ý

µ³½ÇëÇó µ³½Çë ³ÝóÙ³Ý Ù³ïñÇóÝ ¿): ø³ÝÇ áñ

T−1A − θET = T−1AT − θE

ëï³ÝáõÙ »Ýùª

detA − θE = det T−1 detA − θEdet T =

detT−1A − θET = detT−1AT − θE,

³ÛëÇÝùÝ A & T−1AT Ù³ïñÇóÝ»ñÇ µÝáõÃ³·ñÇã µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÁ
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Ñ³í³ë³ñ »Ý:

ì»ñ³¹³éÝ³Éáí ûå»ñ³ïáñÇ Ù³ïñÇóÇ å³ñ½»óÙ³Ý ËÝ¹ñÇÝ, Ñ³ñÏ

¿ ÝÏ³ï»É, áñ ÙÇ³Ý·³ÙÇó å³ñ½ ¿, áñ ãÇ Ï³ñ»ÉÇ ÑáõÛë áõÝ»Ý³É, Ã»

Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ ¹³ßïÇ ¹»åùáõÙ µáÉáñ Ù³ïñÇóÝ»ñÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ µ»ñ»É

³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ Ï³Ù ·áÝ» »é³ÝÏÛáõÝ³Ó& ï»ëùÇ: ÆëÏ³å»ë,

0 1

−1 0
Ù³ïñÇóÇ µÝáõÃ³·ñÇã µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ θ2 + 1-Ý ¿, áñÁ

ãáõÝÇ Çñ³Ï³Ý ³ñÙ³ï (& Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý ûå»ñ³ïáñÁ ãáõÝÇ

ë»�³Ï³Ý ³ñÅ»ù): ¸Åí³ñ ã¿ ëïáõ·»É, áñ ë³ Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý

í»ÏïáñÝ»ñÇ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý 90o-áí åïáõÛïÇ ûå»ñ³ïáñÇ Ù³ïñÇóÝ ¿:

ºÃ» áñ&¿ µ³½ÇëáõÙ ³Ûë Ù³ïñÇóÁ µ»ñíÇ »é³ÝÏÛáõÝ³Ó& ï»ëùÇ,

³ë»Ýù
a c

0 b
, ³å³ ³ÛÝ ÏáõÝ»Ý³ a & b Çñ³Ï³Ý ë»�³Ï³Ý

³ñÅ»ùÝ»ñ: ÀÝ¹Ñ³Ýñ³å»ë å³ñ½ ¿, áñ »Ã» Ù³ïñÇóÁ »é³ÝÏÛáõÝ³Ó&

¿, ³å³ Ýñ³ ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï³ññ»ñÁ Ýñ³ µáÉáñ ë»�³Ï³Ý

³ñÅ»ùÝ»ñÝ »Ý:
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´³½Ù³Ý¹³Ù³ÛÇÝ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ êÙÇÃÇ ÝáñÙ³É
ï»ëùÁ

¸Çóáõù Kθ-Ý K ¹³ßïÇó ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñáí θ �á�áË³Ï³ÝÇó

Ï³Ëí³Í µáÉáñ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ ¿:

´³½Ù³Ý¹³Ù³ÛÇÝ Ù³ïñÇó ³ë»Éáí ÏÑ³ëÏ³Ý³Ýù ù³é³ÏáõëÇ

Ù³ïñÇó, áñÇ ï³ññ»ñÁ Kθ-Çó »Ý: ²Û¹åÇëÇ Ù³ïñÇóÝ»ñÇÝ ÏÇñ³é»ÉÇ

»Ý ³Ûëå»ë Ïáãí³Í ï³ññ³Ï³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÁ: Ø»Ýù

Ïï³ñµ»ñ»Ýù Áëï ïáÕ»ñÇ & Áëï ëÛáõÝ»ñÇ ë³ÑÙ³Ýí³Í ï³ññ³Ï³Ý

·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÁ:

Àëï ïáÕ»ñÇ (ëÛáõÝ»ñÇ) ï³ññ³Ï³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÝ »Ý.

● »ñÏáõ ï³ñµ»ñ ïáÕ»ñÁ (ëÛáõÝ»ñÁ) ï»Õ»ñáí �áË»ÉÁ,

● ïáÕÁ (ëÛáõÝÁ) K ¹³ßïÇ áã ½ñáÛ³Ï³Ý ï³ññáí
µ³½Ù³å³ïÏ»ÉÁ,
● Kθ-Çó µ³½Ù³Ý¹³Ùáí µ³½Ù³å³ïÏí³Í ïáÕÁ (ëÛáõÝÁ) Ù»Ï
³ÛÉ ïáÕÇÝ (ëÛ³ÝÁ) ·áõÙ³ñ»ÉÁ:

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. fθ ∈ Kθ µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ ÏáãíáõÙ ¿ ÝáñÙ³íáñí³Í,
»Ã» θ-Ç ³Ù»Ý³µ³ñÓñ ³ ճëïÇ ³ÝÇ ·áñÍ³ÏÇóÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ 1-Ç:

Â»áñ»Ù 11. (êÙÇÃÇ ÝáñÙ³É ï»ëùÇ Ù³ëÇÝ)

Î³Ù³Û³Ï³Ý µ³½Ù³Ý¹³Ù³ÛÇÝ n × n ã³�³ÝÇ Ù³ïñÇó

ïáÕ»ñÇ & ëÛáõÝ»ñÇ ï³ññ³Ï³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñáí

µ»ñíáõÙ ¿ Ñ»ï&Û³É ï»ëùÇ.
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g1θ ⋯ 0 0 ⋯ 0

⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

0 ⋯ grθ 0 ⋯ 0

0 ⋯ 0 0 ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

0 ⋯ 0 0 ⋯ 0

áñï»Õ g1θ,… ,grθ ∈ Kθ ÝáñÙ³íáñí³Í µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñ

»Ý, 0 ≤ r ≤ n & giθ-Ý gi+1θ-Ç µ³Å³Ý³ñ³ñÝ ¿,
i = 1,2,… , r − 1:
²å³óáõÛó. ÜÏ³ñ³·ñ»Ýù ÙÇ ³É·áñÇÃÙ, áñÁ ïñí³Í

µ³½Ù³Ý¹³Ù³ÛÇÝ Ù³ïñÇóÁ µ»ñáõÙ ¿ Ýßí³Í ï»ëùÇ:

êïáñ& ÏÝÏ³ñ³·ñ»Ýù ï³ññ³Ï³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ÙÇ

Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ, áñÁ ÏÇñ³é»Éáí A = αijn×n Ù³ïñÇóÇÝ, áñáõÙ

α11 ≠ 0, Ïëï³Ý³Ýù Ï³Ù ÙÇ B = βijn×n Ù³ïñÇó, áñáõÙ β11 ≠ 0 &

degβ11 < degα11, Ï³Ù ¿É

C =

γ1 0 ⋯ 0

0

⋮ C∗

0

ï»ëùÇ C Ù³ïñÇóÁ, áñï»Õ γ1 ∈ Kθ ÝáñÙ³íáñí³Í µ³½Ù³Ý¹³Ù ¿,

áñÇ íñ³ ³é³Ýó ÙÝ³óáñ¹Ç µ³Å³ÝíáõÙ »Ý C∗ Ù³ïñÇóÇ µáÉáñ

ï³ññ»ñÁ:

¸Çóáõù ïñí³Í ¿ áã ½ñáÛ³Ï³Ý A = αijn×n Ù³ïñÇóÁ: Î³ñáÕ »Ýù

Ñ³Ù³ñ»É, áñ α11 ≠ 0 (Ñ³Ï³é³Ï ¹»åùáõÙ ¹ñ³Ý ÏÑ³ëÝ»Ýù ïáÕ»ñÇ

&/Ï³Ù ëÛáõÝ»ñÇ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý ï»Õ³�áËáõÃÛáõÝÝ»ñáí): A-ÇÝ

ÏÇñ³é»Éáí ï³ññ³Ï³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÇ í»ñÁ Ýßí³Í
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Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ í»ñç³íáñ ù³ÛÉ»ñÇó Ñ»ïá ÏÑ³ëÝ»Ýù C ï»ëùÇ

Ù³ïñÇóÇ, ù³ÝÇ áñ Ñ³Ï³é³Ï ¹»åùáõÙ Ïëï³Ý³Ýù µÝ³Ï³Ý Ãí»ñÇ

(degβ11-ñÇ) ³Ýí»ñç Ýí³½áÕ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝ: êï³Ý³Éáí C

Ù³ïñÇóÁ Ï³Ý· »Ýù ³éÝáõÙ, »Ã» C∗ = 0: Ð³Ï³é³Ï ¹»åùáõÙ

ÏÇñ³éáõÙ »Ýù í»ñÁ Ýßí³Í ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ

C∗ Ù³ïñÇóÇÝ & ³Ûëå»ë ß³ñáõÝ³Ï, ÙÇÝã& áñ ëï³Ý³Ýù

³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ Ù³ïñÇó: ²Û¹ Ù³ïñÇóÇ ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï³ññ»ñÁ

ÝáñÙ³íáñáõÙ »Ýù µ³½Ù³å³ïÏ»Éáí ïáÕ»ñÁ K ¹³ßïÇ

Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý Ãí»ñáí & ëï³ÝáõÙ »Ýù Ã»áñ»ÙÇ åÝ¹Ù³Ý Ù»ç

Ýßí³Í Ù³ïñÇóÁ: Üß»Ýù, áñ C∗ Ù³ïñÇóÇÝ ÏÇñ³é³Í áñ&¿ ï³ññ³Ï³Ý

·áñÍáÕáõÃÛáõÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÙ ¿ C Ù³ïñÇóÇ ÝáõÛÝ ïáÕ»ñÇ

(ëÛáõÝ»ñÇ) ï³ññ³Ï³Ý ·áñÍáÕáõÃÛ³ÝÁ, áñÁ ãÇ �áËáõÙ C-Ç ³é³çÇÝ

ïáÕÇ & ³é³çÇÝ ëÛ³Ý ï³ññ»ñÁ: C∗ Ù³ïñÇóÇÝ ÏÇñ³é³Í áñ&¿

ï³ññ³Ï³Ý ·áñÍáÕáõÃÛ³Ý ³ñ¹ÛáõÝùáõÙ C∗ Ù³ïñÇóÇ áñáß ï³ññ»ñ

�áË³ñÇÝíáõÙ »Ý C∗ Ù³ïñÇóÇ ï³ññ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³Ý»ñáí,

áõëïÇ Ýáñ ëï³óí³Í ï³ññ»Á ÝáõÛÝå»ë ³é³Ýó ÙÝ³óáñ¹Ç µ³Å³ÝíáõÙ

»Ý γ1-Ç íñ³:

²ÛÅÙ ÝÏ³ñ³·ñ»Ýù í»ñÁ Ýßí³Í ï³ññ³Ï³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÇ

Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ, áñÁ ÏÇñ³éáõÙ »Ýù áã ½ñáÛ³Ï³Ý A = αijn×n

Ù³ïñÇóÇÝ, áñáõÙ α11 ≠ 0:

¸»åù 1. ºÃ» ³é³çÇÝ ïáÕáõÙ Ï·ïÝíÇ α1j, j > 1, áñ

degα1j < degα11, ³å³ ï»Õ»ñáí �áË»Éáí ³é³çÇÝ & j-ñ¹ ëÛáõÝ»ñÁ

ëï³ÝáõÙ »Ýù í»ñÁ Ýßí³Í B ï»ëùÇ Ù³ïñÇóÁ:

¸»åù 2. ÜáõÛÝÝ ¿ ÇÝã áñ ¸»åù 1-Á ÏÇñ³éí³Í ³é³çÇÝ ëÛ³ÝÁ

³é³çÇÝ ïáÕÇ �áË³ñ»Ý:

¸»åù 3. ²é³çÇÝ ïáÕáõÙ Ï·ïÝíÇ α11-Ç íñ³ ãµ³Å³ÝíáÕ α1j,

j > 1: ÎÇñ³é»Éáí ÙÝ³óáñ¹áí µ³Å³ÝáõÙÁ, ëï³ÝáõÙ »Ýùª
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α1j = α11λ + μ, áñï»Õ μ ≠ 0 & degμ < degα11: ´³½Ù³å³ïÏ»Ýù

³é³çÇÝ ëÛáõÝÁ −λ µ³½Ù³Ý¹³Ùáí & ·áõÙ³ñ»Ýù ³ÛÝ j-ñ¹ ëÛ³ÝÁ:

î»Õ»ñáí �áË»Ýù ³é³çÇÝ & j-ñ¹ ëÛáõÝ»ñÁ: Îëï³óíÇ í»ñÁ Ýßí³Í B

ï»ëùÇ Ù³ïñÇóÁ:

¸»åù 4. ²é³çÇÝ ëÛáõÝáõÙ Ï·ïÝíÇ α11-Ç íñ³ ãµ³Å³ÝíáÕ αi1,

i > 1: ¸»åù 3-ÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý ëï³ÝáõÙ »Ýù B ï»ëùÇ

Ù³ïñÇóÁ, í»ñóÝ»Éáí ïáÕ»ñÇ �áË³ñ»Ý ëÛáõÝ»ñÁ & ëÛáõÝ»ñÇ �áË³ñ»Ý

ïáÕ»ñÁ:

¸»åù 5. ²é³çÇÝ ïáÕÇ & ³é³çÇÝ ëÛ³Ý µáÉáñ ï³ññ»ñÁ

µ³Å³ÝíáõÙ »Ý ³é³Ýó ÙÝ³óáñ¹Ç α11-Ç íñ³: àõñ»ÙÝ, α1j = α11λj,

j = 2,… ,n: ²é³çÇÝ ëÛáõÝÁ µ³½Ù³å³ïÏáõÙ »Ýù −λj µ³½Ù³Ý¹³Ùáí &

·áõÙ³ñáõÙ »Ýù ³ÛÝ j-ñ¹ ëÛ³ÝÁ: ²ñ¹ÛáõÝùáõÙ ³é³çÇÝ ïáÕÇ j-ñ¹

ï³ññÁ ¹³ñÓÝáõÙ »Ýù ½ñáÛ³Ï³Ý: ²ÛëÇÝùÝ ³é³çÇÝ ïáÕÇ µáÉáñ

ï³ññ»ñÁ, µ³óÇ α11-Çó, ¹³éÝáõÙ »Ý ½ñáÛ³Ï³Ý: ÜÙ³Ý³å»ë ½ñáÛ³Ï³Ý

»Ýù ¹³ñÓÝáõÙ ³é³çÇÝ ëÛ³Ý µáÉáñ ï³ññáñÁ, µ³óÇ α11-Çó: ²ÛëåÇëáí,

Ù³ïñÇóÁ µ»ñíáõÙ ¿

E =

11 0 ⋯ 0

0

⋮ E∗

0

ï»ëùÇÝ: ºÃ» E∗-Ç µáÉáñ ï³ññ»ñÝ ³é³Ýó ÙÝ³óáñ¹Ç µ³Å³ÝíáõÙ »Ý

11-Ç íñ³, ³å³ ëï³ó»É »Ýù C ï»ëùÇ Ù³ïñÇóÁ: Ð³Ï³é³Ï ¹»åùáõÙ

Ï·ïÝíÇ ij, i, j > 1, áñ ãÇ µ³Å³ÝíáõÙ 11-Ç íñ³: �áõÙ³ñ»Éáí i-ñ¹

ïáÕÝ ³é³çÇÝÇÝ ³ÝóÝáõÙ »Ýù ¸»åù 1-ÇÝ:

Â»áñ»ÙÝ ³å³óáõóí³Í ¿:
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Â»áñ»Ù 11-áõÙ Ù³ïñÇóÇ Ýßí³Í ï»ëùÁ ÏáãíáõÙ ¿

µ³½Ù³Ý¹³Ù³ÛÇÝ Ù³ïñÇóÇ êÙÇÃÇ ÝáñÙ³É ï»ëù:

úñÇÝ³Ï

êÙÇÃÇ ÝáñÙ³É ï»ëùÇ µ»ñ»Ýù Ñ»ï&Û³É µ³½Ù³Ý¹³Ù³ÛÇÝ Ù³ïñÇóÁª

θ − 2 0 0 0

1 θ − 1 0 0

0 1 θ 1

−1 −1 −1 θ − 2

Ð³Ù³Ó³ÛÝ ¸»åù 2-Ç ï»Õ³�áËáõÙ »Ýù ³é³çÇÝ & »ñÏñáñ¹

ïáÕ»ñÁª

1 θ − 1 0 0

θ − 2 0 0 0

0 1 θ 1

−1 −1 −1 θ − 2

î»ÕÇ áõÝÇ ¸»åù 5-Á: ¼ñáÛ³óÝáõÙ »Ýù ³é³çÇÝ ïáÕÇ θ − 1

ï³ññÁª

1 0 0 0

θ − 2 −θ − 1θ − 2 0 0

0 1 θ 1

−1 θ − 2 −1 θ − 2

¼ñáÛ³óÝ»Ýù ³é³çÇÝ ëÛ³Ý í»ñçÇÝ ï³ññÁª
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1 0 0 0

θ − 2 −θ − 1θ − 2 0 0

0 1 θ 1

0 θ − 2 −1 θ − 2

Ð»ïá ½ñáÛ³óÝáõÙ »Ýù ³é³çÇÝ ëÛ³Ý »ñÏñáñ¹ ï³ññÁª

1 0 0 0

0 −θ − 1θ − 2 0 0

0 1 θ 1

0 θ − 2 −1 θ − 2

êï³ó³Ýù C ï»ëùÇ Ù³ïñÇó, áñÇ Ñ³Ù³ñ

C∗ =

−θ − 1θ − 2 0 0

1 θ 1

θ − 2 −1 θ − 2

& C∗-Ç µáÉáñ ï³ññ»ñÁ µ³Å³ÝíáõÙ »Ý 1-Ç íñ³:

²ÛÅÙ ÝáõÛÝ ³É·áñÇÃÙÁ ÏÇñ³éáõÙ »Ýù C∗-ÇÝ: Ð³Ù³Ó³ÛÝ ¸»åù

2-Ç ï»Õ³�áËáõÙ »Ýù ³é³çÇÝ & »ñÏñáñ¹ ïáÕ»ñÁª

1 θ 1

−θ − 1θ − 2 0 0

θ − 2 −1 θ − 2

êï³ó³Ýù ¸»åù 5-Á: ¼ñáÛ³óÝáõÙ »Ýù ³é³çÇÝ ëÛ³Ý »ñÏñáñ¹ &

»ññáñ¹ ï³ññ»ñÁª

1 θ 1

0 θθ − 1θ − 2 θ − 1θ − 2

θ − 2 −1 θ − 2
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&

1 θ 1

0 θθ − 1θ − 2 θ − 1θ − 2

0 −1 − θθ − 2 0

²ÛÅÙ ½ñáÛ³óÝáõÙ »Ýù ³é³çÇÝ ïáÕÇ »ñÏñáñ¹ & »ññáñ¹ ï³ññ»ñÁª

1 0 1

0 θθ − 1θ − 2 θ − 1θ − 2

0 −1 − θθ − 2 0

&

1 0 0

0 θθ − 1θ − 2 θ − 1θ − 2

0 −1 − θθ − 2 0

²ÛÅÙ ëï³ó³Ýù Ñ»ñÃ³Ï³Ý C ï»ëùÇ Ù³ïñÇó, áñÇ C∗-Ç µáÉáñ

ï³ññ»ñÁ µ³Å³ÝíáõÙ »Ý 1-Ç íñ³: àõëïÇ, ³É·áñÇÃÙÁ ÏÇñ³éáõÙ »Ýù

Ñ»ï&Û³É Ù³ïñÇóÇÝª

θθ − 1θ − 2 θ − 1θ − 2

−θ − 12 0

î»ÕÇ áõÝÇ ¸»åù 1-Á, áõëïÇ ï»Õ³�áËáõÙ »Ýù ³é³çÇÝ & »ñÏñáñ¹

ëÛáõÝ»ñÁª

θ − 1θ − 2 θθ − 1θ − 2

0 −θ − 12

Ð³Ý·»óÇÝù ¸»åù 5-ÇÝ: ¼ñáÛ³óÝáõÙ »Ýù ³é³çÇÝ ïáÕÇ »ñÏñáñ¹

ï³ññÁª
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θ − 1θ − 2 0

0 −θ − 12

ø³ÝÇ áñ −θ − 12 ï³ññÁ ãÇ µ³Å³ÝíáõÙ θ − 1θ − 2-Ç íñ³,

·áõÙ³ñáõÙ »Ýù »ñÏñáñ¹ ïáÕÁ ³é³çÇÝÇÝ & ³ÝóÝáõÙ »Ýù ¸»åù»ñ

1-5-Ç ëïáõ·Ù³ÝÁª

θ − 1θ − 2 −θ − 12

0 −θ − 12

¸»åù»ñ 1,2-Á ï»ÕÇ ãáõÝ»Ý: î»ÕÇ áõÝÇ ¸»åù 3-Áª

− θ − 12 = θ − 1θ − 2−1 + 1 − θ: àõëïÇ, »ñÏñáñ¹ ëÛ³ÝÁ

·áõÙ³ñáõÙ »Ýù ³é³çÇÝÁ µ³½Ù³å³ïÏí³Í 1-áí ª

θ − 1θ − 2 −θ − 1

0 −θ − 12

& Ñ»ïá ï»Õ³�áËáõÙ »Ýù ëÛáõÝ»ñÁª

−θ − 1 θ − 1θ − 2

−θ − 12 0

êï³ó³Ýù ¸»åù 5-Á: ¼ñáÛ³óÝ»Ýù ëÏ½µÇó ³é³çÇÝ ïáÕÇ »ñÏñáñ¹

ï³ññÁª

−θ − 1 0

−θ − 12 θ − 2θ − 12

Ð»ïá ½ñáÛ³óÝ»Ýù ³é³çÇÝ ëÛ³Ý »ñÏñáñ¹ ï³ññÁª

−θ − 1 0

0 θ − 2θ − 12

êï³óí»ó í»ñçÝ³Ï³Ý C ï»ëùÇ Ù³ïñÇóÁ: ´³½Ù³å³ïÏ»Éáí
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³é³çÇÝ ïáÕÁ −1-áí, ÝáñÙ³íáñ»Ýù −θ − 1 ï³ññÁª

θ − 1 0

0 θ − 2θ − 12

êÏ½µÝ³Ï³Ý Ù³ïñÇóÇ êÙÇÃÇ ÝáñÙ³É ï»ëùÁ Ñ»ï&Û³ÉÝ ¿ ª

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 θ − 1 0

0 0 0 θ − 12θ − 2

ÜÏ³ï»Ýù, áñ ï³ññ³Ï³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿

Çñ³Ï³Ý³óÝ»É ëÏ½µÝ³Ï³Ý Ù³ïñÇóÁ Ñ³ïáõÏ ï»ëùÇ Ù³ïñÇóÝ»ñáí

µ³½Ù³å³ïÏ»Éáí:

¸Çóáõù ïñí³Í ¿ µ³½Ù³Ý¹³Ù³ÛÇÝ A Ù³ïñÇóÁ, áñáõÙ Ñ³ñÏ³íáñ ¿

ï»Õ»ñáí �áË»É ³é³çÇÝ & »ñÏñáñ¹ ïáÕ»ñÁ: Î³éáõó»Ýù Ñ»ï&Û³É

Ù³ïñÇóÁª

P12 =

0 1 0 ⋯ 0

1 0 0 ⋯ 0

0 0 1 ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

0 ⋯ 0 ⋯ 1

¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É, áñ µ³½Ùå³ïÏ»Éáí P12A ï»Õ³�áËáõÙ »Ýù A-Ç

³é³çÇÝ & »ñÏñáñ¹ ïáÕ»ñÁ, ÇëÏ µ³½Ù³å³ïÏ»Éáí AP12 ï»Õ³�áËáõÙ

»Ýù A-Ç ³é³çÇÝ & »ñÏñáñ¹ ëÛáõÝ»ñÁ: ÜÙ³Ý³å»ë, Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ

s ≠ t, 1 ≤ s, t ≤ n Ñ³Ù³ñ ë³ÑÙ³Ý»Ýù Pst = αijn×n Ù³ïñÇóÁ, áñáõÙ

αst = αts = 1, αii = 1 µáÉáñ i ∈ 1,2,… , n ∖ s, t & ÙÝ³ó³Í µáÉáñ
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ï³ññ»ñÁ ½ñáÛ³Ï³Ý »Ý: ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ µ³½Ùå³ïÏ»Éáí PstA,

ï»Õ³�áËáõÙ »Ýù A-Ç s-ñ¹ & t-ñ¹ ïáÕ»ñÁ, ÇëÏ µ³½Ùå³ïÏ»Éáí APst,

ï»Õ³�áËáõÙ »Ýù A-Ç s-ñ¹ & t-ñ¹ ëÛáõÝ»ñÁ: ²ÛëåÇëáí, Pst Ù³ïñÇóáí

Ó³ËÇó µ³½Ù³å³ïÏáõÙÁ ï»Õ³�áËáõÙ ¿ Ù³ïñÇóÇ ïáÕ»ñÁ, ÇëÏ ³çÇó

µ³½Ù³å³ïÏáõÙÁª ëÛáõÝ»ñÁ: ¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É, áñ Pst
−1 = Pst:

¸Çï³ñÏ»Ýù ³ÛÅÙ ïáÕÇ (ëÛ³Ý) µ³½Ù³å³ïÏáõÙÁ K ¹³ßïÇ áã

½ñáÛ³Ï³Ý λ Ãíáí: Î³éáõó»Ýù Mk Ù³ïñÇóÁ, áñÁ ï³ñµ»ñíáõÙ ¿

ÙÇ³íáñ n × n ã³�³ÝÇ E Ù³ïñÇóÇó ÙÇ³ÛÝ Ýñ³Ýáí, áñ k-ñ¹

³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï³ññÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ λ ÃíÇÝ: ´³½Ù³å³ïÏ»Éáí

Ó³ËÇó MkA, µ³½Ù³å³ïÏáõÙ »Ýù λ-áí A-Ç k-ñ¹ ïáÕÁ, ÇëÏ

µ³½Ù³å³ïÏ»Éáí ³çÇóª AMk µ³½Ù³å³ïÏáõÙ »Ýù λ-áí A-Ç k-ñ¹

ëÛáõÝÁ: ÜÏ³ï»Ýù, áñ Mk
−1 = Mk−1 :

Î³éáõó»Ýù Nk,mg Ù³ïñÇóÁ, áñï»Õ 1 ≤ k < m ≤ n Ñ»ï&Û³É

Ï»ñåª Nk,mg-Ç ï³ññ»ñÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ »Ý ÙÇ³íáñ E Ù³ïñÇóÇ

ï³ññ»ñÇ Ñ»ï, ÙÇ³ÛÝ m-ñ¹ ïáÕÇ & k-ñ¹ ëÛ³Ý Ñ³ïÙ³Ý ï»ÕáõÙ

·ïÝíáÕ ï³ññÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ gθ ∈ Kθ:

k

↓
⋯

m

↓

k 

⋮

m 

1

⋱

1

⋮ ⋱

gθ ⋯ 1

⋱

1
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ä³ñ½ ¿, áñ µ³½Ù³å³ïÏ»Éáí Ns,tgA, ïñí³Í A Ù³ïñÇóÇ s-ñ¹

ïáÕÁ µ³½Ù³å³ïÏíáõÙ ¿ gθ µ³½Ù³Ý¹³Ùáí & ·áõÙ³ñíáõÙ t-ñ¹

ïáÕÇÝ, ÇëÏ µ³½Ù³å³ïÏ»Éáí ANt,sg, ïñí³Í A Ù³ïñÇóÇ s-ñ¹ ëÛáõÝÁ

µ³½Ù³å³ïÏíáõÙ ¿ gθ µ³½Ù³Ý¹³Ùáí & ·áõÙ³ñíáõÙ t-ñ¹ ëÛ³ÝÁ:

¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É, áñ Nk,m
−1 g = Nk,m−g:

²ÛëåÇëáí,

ï³ññ³Ï³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÁ ïáÕ»ñÇ (ëÛáõÝ»ñÇ)

ÝÏ³ïÙ³Ùµ Çñ³óíáõÙ »Ý A Ù³ïñÇóÇÝ Ó³ËÇó (³çÇó)

í»ñÁ Ýßí³Í ãí»ñ³ë»ñí³Í Ù³ïñÇóÝ»ñÇ

µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ùµ:

Ò³ËÇó µ³½Ù³å³ïÏíáÕ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ Ýß³Ý³Ï»Ýù

P-áí, ÇëÏ ³çÇóª Q-áí: ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ ³Û¹ Ù³ïñÇóÝ»ñÁ ãí»ñ³ë»ñí³Í

»Ý: ²ÛÅÙ Â»áñ»Ù 11-Á Ï³ñ»ÉÇ ¿ í»ñ³Ó&³Ï»ñå»É Ñ»ï&Û³É Ï»ñå.

Â»áñ»Ù 12.

Î³Ù³Û³Ï³Ý µ³½Ù³Ý¹³Ù³ÛÇÝ n × n ã³�³ÝÇ A

Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ù³ñ Ï·ïÝí»Ý ãí»ñ³ë»ñí³Í n × n ã³�³ÝÇ P

& Q µ³½Ù³Ý¹³Ù³ÛÇÝ Ù³ïñÇóÝ»ñ, áñ PAQ Ù³ïñÇóÁ

êÙÇÃÇ ÝáñÙ³É ï»ëùÇ ¿:

²ÛÅÙ Ñ»ï³½áï»Ýù êÙÇÃÇ ÝáñÙ³É ï»ëùÇ ÙÇ³ÏáõÃÛ³Ý Ñ³ñóÁ:

¸Çóáõù n × n ã³�³ÝÇ A Ù³ïñÇóÁ êÙÇÃÇ ÝáñÙ³É ï»ëùÇ ¿ª
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A =

g1θ ⋯ 0 0 ⋯ 0

⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

0 ⋯ grθ 0 ⋯ 0

0 ⋯ 0 0 ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

0 ⋯ 0 0 ⋯ 0

ÆÝãå»ë ·Çï»Ýù, fθ,gθ ∈ Kθ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ

hθ = fθ,gθ ³Ù»Ý³Ù»Í ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ µ³Å³Ý³ñ³ñÁ ë³ÑÙ³ÝíáõÙ ¿

K-Çó áã ½ñáÛ³Ï³Ý ³ñï³¹ñÇãÇ �ßïáõÃÛ³Ùµª λhθ-Á ÝáñÇó fθ & gθ

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ³Ù»Ý³Ù»Í ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ µ³Å³Ý³ñ³ñÝ ¿: ê³Ï³ÛÝ

·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ÙÇ³Ï ÝáñÙ³íáñí³Í ³Ù»Ý³Ù»Í ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ

µ³Å³Ý³ñ³ñ:

Ð³ßí»Ýù A Ù³ïñÇóÇ µáÉáñ 1-ã³�³ÝÇ ÙÇÝáñÝ»ñÇ ³Ù»Ý³Ù»Í

ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ µ³Å³Ý³ñ³ñÁ: ø³ÝÇ áñ giθ-Ý gi+1θ-Ç µ³Å³Ý³ñ³ñÝ

¿, ¹ÛáõñÇÝ ¿ ï»ëÝ»É, áñ ¹³ g1θ-Ý ¿: ÜÙ³Ý³å»ë µáÉáñ 2-ã³�³ÝÇ

ÙÇÝáñÝ»ñÇ ³Ù»Ý³Ù»Í ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ µ³Å³Ý³ñ³ñÁ ÏÉÇÝÇ g1θg2θ-Á:

3-ã³�³ÝÇ ÙÇÝáñÝ»ñÇ ³Ù»Ý³Ù»Í ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ µ³Å³Ý³ñ³ñÁ ÏÉÇÝÇ

g1θg2θg3θ-Á & ³Ûëå»ë ß³ñáõÝ³Ï: r-ã³�³ÝÇ ÙÇÝáñÝ»ñÇ

³Ù»Ý³Ù»Í ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ µ³Å³Ý³ñ³ñÁ ÏÉÇÝÇ g1θ…grθ-Á &, »Ã»

r < n, ³å³ ³í»ÉÇ Ù»Í ã³�Ç µáÉáñ ÙÇÝáñÝáñÁ ½ñáÛ³Ï³Ý »Ý: ÜÏ³ï»Ýù,

áñ µáÉáñ g1θ…giθ, i ≤ r, ³ñï³¹ñÛ³ÉÝ»ñÁ ÝáñÙ³íáñí³Í »Ý:

¸ÛáõñÇÝ ¿ ÝÏ³ï»É, áñ

● ïáÕÁ (ëÛáõÝÁ) K ¹³ßïÇ áã ½ñáÛ³Ï³Ý ï³ññáí
µ³½Ù³å³ïÏ»ÉÁ
● Kθ-Çó µ³½Ù³Ý¹³Ùáí µ³½Ù³å³ïÏí³Í ïáÕÁ (ëÛáõÝÁ) Ù»Ï
³ÛÉ ïáÕÇÝ (ëÛ³ÝÁ) ·áõÙ³ñ»ÉÁ
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ï³ññ³Ï³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÁ ÏÇñ³éí³Í µ³½Ù³Ý¹³Ù³ÛÇÝ

Ù³ïñÇóÇÝ Ï³Ù ã»Ý �áËáõÙ ÙÇÝáñÝ»ñÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ, Ï³Ù ¹ñ³Ýù

µ³½Ù³å³ïÏáõÙ »Ý ¹³ßïÇ áã ½ñáÛ³Ï³Ý Ãí»ñáí: àõëïÇ, Ù³ïñÇóÇ

áñ&¿ ýÇùëí³Í ã³�Ç µáÉáñ ÙÇÝáñÝ»ñÇ ³Ù»Ý³Ù»Í ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ

µ³Å³Ý³ñ³ñÁ ãÇ �áËíÇ:

¸Çï³ñÏ»Ýù ïáÕ»ñÇ/ëÛáõÝ»ñÇ ï»Õ³�áËáõÃÛ³Ý ¹»åùÁ: üÇùëí³Í

ã³�Ç ÙÇÝáñÝ»ñÁ Ï³Ù å³ñáõÝ³ÏáõÙ »Ý »ñÏáõ ï»Õ³�áËíáÕ

ïáÕ»ñÁ/ëÛáõÝ»ñÁ, Ï³Ù å³ñáõÝ³ÏáõÙ »Ý ï»Õ³�áËíáÕ

ïáÕ»ñÇó/ëÛáõÝ»ñÇó ÙÇ³ÛÝ Ù»ÏÁ, Ï³Ù ¿É ã»Ý å³ñáõÝ³ÏáõÙ ³Û¹

ïáÕ»ñÁ/ëÛáõÝ»ñÁ: ²é³çÇÝ ¹»åùáõÙ �áËíáõÙ ¿ ÙÇ³ÛÝ ÙÇÝáñÇ ³ñÅ»ùÇ

Ýß³ÝÁ (³ÛëÇÝùÝ ÙÇÝáñÁ µ³½Ù³å³ïÏíáõÙ ¿ ¹³ßïÇ áã ½ñáÛ³Ï³Ý

Ãíáí), ÇëÏ í»ñçÇÝ ¹»åùáõÙ ÙÇÝáñÇ ³ñÅ»ùÝ ÁÝ¹Ñ³Ýñ³å»ë ãÇ

�áËíáõÙ: ºÃ» ÙÇÝáñÁ å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ ï»Õ³�áËíáÕ

ïáÕ»ñÇó/ëÛáõÝ»ñÇó ÙÇ³ÛÝ Ù»ÏÁ, ³å³ ¹ñ³ ³ñÅ»ùÁ ¹³éÝáõÙ ¿

Ñ³í³ë³ñ Ù»Ï ³ÛÉ ÝáõÛÝ ã³�³ÝÇ ÙÇÝáñÇ ³ñÅ»ùÇÝª ³ÛÝ ÙÇÝáñÇ, áñÁ

å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ ÙÛáõë ïáÕ³�áËíáÕ ïáÕÁ/ëÛáõÝÁ & áñÇ ÙÝ³ó³Í µáÉáñ

ïáÕ»ñÁ/ëÛáõÝ»ñÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ »Ý ¹Çï³ñÏíáÕ ÙÇÝáñÇ ïáÕ»ñÇ/ëÛáõÝ»ñÇ

Ñ»ï: ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ ïñí³Í ã³�³ÝÇ ÙÇÝáñÝ»ñÇ ³Ù»Ý³Ù»Í ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ

µ³Å³Ý³ñ³ñÁ ãÇ �áËíÇ:

Ð»ï&³µ³ñ, A Ù³ïñÇóÇ µáÉáñ 1-ã³�³ÝÇ ÙÇÝáñÝ»ñÇ ÝáñÙ³íáñí³Í

³Ù»Ý³Ù»Í ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ µ³Å³Ý³ñ³ñÁ áñáßí³Í ¿ ÙÇ³ñÅ»ùáñ»Ý & ¹³

g1θ-Ý ¿: 2-ã³�³ÝÇ ÙÇÝáñÝ»ñÇ ÝáñÙ³íáñí³Í ³Ù»Ý³Ù»Í ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ

µ³Å³Ý³ñ³ñÁ ÝáõÛÝå»ë áñáßí³Í ¿ ÙÇ³ñÅ»ùáñ»Ý & ¹³ g1θg2θ-Ý

¿, ³ÛëÇÝùÝ g2θ-Ý ¿É ¿ áñáßí³Í ÙÇ³ñÅ»ùáñ»Ý, ù³ÝÇ áñ

g2θ =
g1θg2θ

g1θ
: ÜÙ³Ý³å»ë Ñ³Ùá½íáõÙ »Ýù, áñ µáÉáñ
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g1θ,… ,grθ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÝ áñáßí³Í »Ý ÙÇ³ñÅ»ùáñ»Ý: àõñ»ÙÝ,

ï³ññ³Ï³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ÇÝãåÇëÇ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛ³Ùµ ¿É áñ A

Ù³ïñÇóÁ µ»ñíÇ êÙÇÃÇ ÝáñÙ³É ï»ëùÇ, ³Û¹ ï»ëùÁ ÙÇßï Ïëï³óíÇ

ÝáõÛÝÁ:

g1θ,… ,grθ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÁ ÏáãíáõÙ »Ý A Ù³ïñÇóÇ

ÇÝí³ñÇ³Ýï ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñ:

Â»áñ»Ù 13. (êÙÇÃÇ ÝáñÙ³É ï»ëùÇ ÙÇ³ÏáõÃÛáõÝÁ)

Ø³ïñÇóÇ êÙÇÃÇ ÝáñÙ³É ï»ëùÁ áñáßí³Í ¿

ÙÇ³ñÅ»ùáñ»Ý:
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ÆÝí³ñÇ³Ýï »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñ

¸Çóáõù A : L  L ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñ ¿: L ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý L1

»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ ÇÝí³ñÇ³Ýï A ûå»ñ³ïáñÇ

ÝÏ³ïÙ³Ùµ (Ï³Ù áõÕÕ³ÏÇ ÇÝí³ñÇ³Ýï, »ñµ å³ñ½ ¿, Ã» áñ

ûå»ñ³ïáñÁ ÝÏ³ïÇ áõÝ»Ýù), »Ã» x ∈ L1 ⇒ Ax ∈ L1:

úñÇÝ³Ï, ·Çï»Ýù áñ Mλ = x ∣ Ax = λx »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¿

L-áõÙ: ²ÛÝ ÇÝí³ñÇ³Ýï ¿, ù³ÝÇ áñ, »Ã» x ∈ Mλ, ³å³ Ax = λx &

AAx = Aλx = λAx, ³ÛëÇÝùÝ Ax ∈ Mλ:

²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ A ûå»ñ³ïáñÇ ë³ÑÙ³Ý³�³ÏáõÙÁ L1 íñ³ ÝáõÛÝå»ë

·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñ ¿:

ºÝÃ³¹ñ»Ýù ³ÛÅÙ, áñ L = L1 +̇ L2, L1 &

L2 »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÁ ÇÝí³ñÇ³Ýï »Ý A-Ç ÝÏ³ïÙ³Ùµ: ø³ÝÇ

áñ ·áõÙ³ñÝ áõÕÇÕ ¿, ³ÙµáÕç ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý µ³½ÇëÁ Ï³ñáÕ »Ýù

Ï³½Ù»É ÙÇ³íáñ»Éáí »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ µ³½ÇëÝ»ñÁ, ³ÛëÇÝùÝ,

»Ã» E1-Á & E2-Á Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ L1-Ç & L2-Ç µ³½ÇëÝ»ñÝ »Ý,

³å³

E =
E1

E2

³ÙµáÕç L ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý µ³½ÇëÝ ¿: Üß³Ý³Ï»Ýù A-áí ³Û¹ µ³½ÇëáõÙ A

ûå»ñ³ïáñÇ Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁª AE = AE, ÇëÏ A1-áí & A2-áí A-Ç

Ý»ñÏ³Û³óáõÙÝ»ñÁ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ E1 & E2 µ³½ÇëÝ»ñáõÙ,

¹Çï³ñÏ»Éáí A-Ç ë³ÑÙ³Ý³�³ÏáõÙÝ»ñÁ L1-Ç & L2-Ç íñ³ª AE1 = A1E1

& AE2 = A2E2: ä³ñ½ ¿ áñª

A
E1

E2

= AE = AE =
AE1

AE2

=
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A1E1

A2E2

=
A1 0

0 A2

E1

E2

:

Ð»ï&³µ³ñ,

A =
A1 0

0 A2

,

³ÛëÇÝùÝ, ûå»ñ³ïáñÇ Ù³ïñÇóÁ ïñáÑíáõÙ ¿ µÉáÏ»ñÇ & ³Û¹ µÉáÏ»ñÁ

Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÙ »Ý ûå»ñ³ïáñÇ Ý»ñÏ³Û³óáõÙÝ»ñÇÝ ÇÝí³ñÇ³Ýï

ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñáõÙ & Ù³ïñÇóÇ å³ñ½»óÙ³Ý ËÝ¹ÇñÁ µ»ñíáõÙ ¿

ÝáõÛÝ ËÝ¹ñÇÝ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ¹»åùáõÙ ³í»ÉÇ �áùñ ÇÝí³ñÇ³Ýï

»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ: ä³ñ½ ¿ Ý³&, áñ ³Ûë ¹³ïáÕáõÃÛáõÝÝ áõÅÇ

Ù»ç ¿, »ñµ áõÕÇÕ ·áõÙ³ñáõÙ ·áõÙ³ñ»ÉÇÝ»ñÇ ÃÇíÁ »ñÏáõëÇó ³í»ÉÇÝ ¿:

²ÛÅÙ Ï�áñÓ»Ýù å³ñ½»É, Ã» ÇÝãå»ë Ï³ñ»ÉÇ ¿ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ ïñáÑ»É

ÇÝí³ñÇ³Ýï »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ:
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ì»ñ³óÝáÕ & ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñ

¸Çóáõù A : L  L ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñ ¿, áñï»Õ L-Á ·Í³ÛÇÝ

ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¿ K ¹³ßïÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ, ÇëÏ Kθ-Ý K ¹³ßïÇó

·áñÍ³ÏÇóÝ»ñáí θ �á�áË³Ï³ÝÇó Ï³Ëí³Í µáÉáñ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ

µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ ¿: ¸Çóáõù fθ = α0 + α1θ + α2θ2 +. . .+αmθm ∈ Kθ:

Üß³Ý³Ï»Ýù fA = α0I + α1A + α2A
2 +. . .+αmA

m, I-áí Ýß³Ý³Ï»Éáí

ÙÇ³íáñ ûå»ñ³ïáñÁ: ¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É, áñ fA-Ý ·Í³ÛÇÝ

ûå»ñ³ïáñ ¿ & ³ÛÝ ë³ÑÙ³ÝíáõÙ ¿ Ñ»ï&Û³É Ï»ñåª

fAx = α0x + α1Ax + α2A2x +. . .+αmAmx,

áñï»Õ A
kx = A. . . AAx. . .  - A ûå» ñ³ïáñÇ Ñ³çáñ¹³µ³ñ (k

³Ý·³Ù) ÏÇñ³éáõÙÝ ¿: àõñ»ÙÝ, fA : L  L: ²ÏÝÑ³Ûï ¿ Ý³&, áñ

fAgA = gAfA Ï³Ù³Û³Ï³Ý fθ,gθ ∈ Kθ Ñ³Ù³ñ:

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. fθ ∈ Kθ ÏáãíáõÙ ¿ í»ñ³óÝáÕ µ³½Ù³Ý¹³Ù L

·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý x ï³ññÇ Ñ³Ù³ñ, »Ã» fAx = 0:

¸Çóáõù x ∈ L: Üß³Ý³Ï»Ýù Fx-áí x ï³ññÇ µáÉáñ í»ñ³óÝáÕ

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ Kθ-áõÙ: ä³ñ½ ¿, áñ ³ÛÝ ¹³ï³ñÏ ã¿,

ù³ÝÇ áñ ½ñáÛ³Ï³Ý µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ í»ñ³óÝáÕ ¿ µáÉáñ ï³ññ»ñÇ Ñ³Ù³ñ:

ºÃ» x = 0, ³å³ Fx = Kθ:

ºÃ» x ≠ 0, ³å³ Fx-Á ãÇ å³ñáõÝ³ÏáõÙ & áã ÙÇ 0 ³ëïÇ�³ÝÇ

µ³½Ù³Ý¹³Ù: ¸Çóáõù n = 1 + dim L: ºÃ» µáÉáñ x,Ax,A2x,… ,An−1x

ï³ññ»ñÁ ï³ñµ»ñ »Ý, ³å³ ¹ñ³Ýù ·Íáñ»Ý Ï³Ëí³Í »Ý & Ï·ïÝí»Ý

α0,α1,… ,αn−1 ∈ K, áñ

α0x + α1Ax + α2A2x +…+αn−1An−1x = 0,

³ÛëÇÝùÝ, fθ = α0 + α1θ + α2θ2 +…+αn−1θn−1 áã ½ñáÛ³Ï³Ý
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µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ í»ñ³óÝáÕ ¿ x ï³ññÇ Ñ³Ù³ñ: ºÃ» x,Ax,A2x,… ,An−1x

ï³ññ»ñÁ ï³ñµ»ñ ã»Ý, ³å³ A
px = A

qx, áñï»Õ n > p > q ≥ 0: ²Ûë

¹»åùáõÙ θp − θq ÏÉÇÝÇ áã ½ñáÛ³Ï³Ý í»ñ³óÝáÕ µ³½Ù³Ý¹³Ù x ï³ññÇ

Ñ³Ù³ñ:

Üß³Ý³Ï»Ýù fθ-áí Fx-Ç �áùñ³·áõÛÝ ¹ñ³Ï³Ý ³ëïÇ�³ÝÇ

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇó áñ&¿ Ù»ÏÁ: ¸Çóáõù 0 ≠ gθ ∈ Fx: ´³Å³Ý»Ýù

gθ-Ý fθ-Ç íñ³ª gθ = fθhθ + rθ: Î³Ù rθ ≡ 0, Ï³Ù

0 ≤ deg r < deg f: ä³ñ½ ¿, áñ rθ ∈ Fx, ù³ÝÇ áñ

rA = gA − fAhA: ºÃ» rθ ≠ 0, ³å³ deg r > 0 & fθ-Ç

³ëïÇ�³ÝÁ ³Ù»Ý³�áùñÁ ã¿ Fx-áõÙ: àõëïÇ, rθ ≡ 0 & Fx-Ç

Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ µ³½Ù³Ý¹³Ù ³é³Ýó ÙÝ³óáñ¹Ç µ³Å³ÝíáõÙ ¿ fθ-Ç

íñ³:

²ÛëåÇëáí ï»ë³Ýù, áñ Fx-Á Ï³Ù Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¿ ³ÙµáÕç Kθ-Ç

Ñ»ï, Ï³Ù ¿É Fx-Á Ï³½Ùí³Í ¿ Fx-áõÙ å³ñáõÝ³ÏíáÕ ³Ù»Ý³�áùñ

¹ñ³Ï³Ý ³ëïÇ�³Ý áõÝ»óáÕ ÝáñÙ³íáñí³Í µ³½Ù³Ý¹³ÙÇÝ µáÉáñ

å³ïÇÏ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇó: ²Û¹ µ³½Ù³Ý¹³ÙÁª Fx-áõÙ ³Ù»Ý³�áùñ

¹ñ³Ï³Ý ³ëïÇ�³Ý áõÝ»óáÕ ÝáñÙ³íáñí³Í µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ, ÏáãíáõÙ ¿ x

ï³ññÇ ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³Ù:
ºÃ» fθ µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ í»ñ³óÝáÕ ¿ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý µáÉáñ

ï³ññ»ñÇ Ñ³Ù³ñ, ³å³ ³ÛÝ ÏáãíáõÙ ¿ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý í»ñ³óÝáÕ

µ³½Ù³Ý¹³Ù: î³ñ³ÍáõÃÛ³Ý í»ñ³óÝáÕ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ

µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¿ ³ÙµáÕç Kθ-Ç Ñ»ï ÙÇ³ÛÝ, »ñµ ³Û¹

ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ ½ñá ã³�³ÝÇ ¿: ØÝ³ó³Í µáÉáñ ¹»åù»ñáõÙ í»ñ³óÝáÕ

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ãÇ å³ñáõÝ³ÏáõÙ & áã ÙÇ 0 ³ëïÇ�³ÝÇ

µ³½Ù³Ý¹³Ù & Ï³½Ùí³Í ¿ ³Û¹ µ³½ÙáõÃÛ³Ý ³Ù»Ý³�áùñ ¹ñ³Ï³Ý

³ëïÇ�³Ý áõÝ»óáÕ ÝáñÙ³íáñí³Í µ³½Ù³Ý¹³ÙÇÝ µáÉáñ å³ïÇÏ
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µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇó (ë³ ³å³óáõóíáõÙ ¿ Fx-Ç ¹»åùÇ ÝÙ³Ý): ²Û¹

µ³½Ù³Ý¹³ÙÁª ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý í»ñ³óÝáÕ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ

µ³½ÙáõÃÛ³Ý ³Ù»Ý³�áùñ ¹ñ³Ï³Ý ³ëïÇ�³Ý áõÝ»óáÕ ÝáñÙ³íáñí³Í

µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ, ÏáãíáõÙ ¿ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ÙÇÝÇÙ³É

µ³½Ù³Ý¹³Ù:

òáõÛó ï³Ýù, áñ ÙÇßï ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý áã ½ñáÛ³Ï³Ý

í»ñ³óÝáÕ µ³½Ù³Ý¹³Ù: ¸Çóáõù L-Á ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¿ K

¹³ßïÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ & n = dim L: ¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É, áñ µáÉáñ ·Í³ÛÇÝ

ûå»ñ³ïáñÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ, áñáÝù ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙ »Ý L-Á L-Ç

Ù»ç Ï³½ÙáõÙ ¿ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ: ÆëÏ³å»ë, »Ã» B : L  L &

C : L  L, ³å³ B + C : L  L ûå»ñ³ïáñÁ ë³ÑÙ³ÝíáõÙ ¿ áñå»ë

B + Cx = Bx+Cx, ÇëÏ λB : L  L ûå»ñ³ïáñÁ áñå»ëª λBx = λBx:

üÇùë»Éáí áñ&¿ E µ³½Çë, ëï³ÝáõÙ »Ýù ûå»ñ³ïáñÝ»ñÇ

Ý»ñÏ³Û³óáõÙÝ»ñÁ n × n ã³�³ÝÇ Ù³ïñÇóÝ»ñáí, ÁÝ¹ áñáõÙ, »Ã» B-Ý

Ý»ñÏ³Û³óíáõÙ ¿ B Ù³ïñÇóáí, ÇëÏ C-Ýª C-áí, ³å³ B + C-Ý

Ý»ñÏ³Û³óíáõÙ ¿ B + C-áí & λB-Ý λB-áí: àõëïÇ,

α0I + α1A + α2A
2 +…+αmA

m ûå»ñ³ïáñÁ, áñï»Õ α0,α1,… ,αm ∈ K &

I-Ý ÝáõÛÝ³µ³ñ (ÙÇ³íáñ) ûå»ñ³ïáñÝ ¿, Ý»ñÏ³Û³óíáõÙ ¿

α0E + α1A + α2A2 +…+αmAm Ù³ïñÇóáí (E-Ý ÙÇ³íáñ Ù³ïñÇóÝ ¿):

¸Çï³ñÏ»Ýù E,A,… ,An2
Ù³ïñÇóÝ»ñÁ: ºÃ» ¹ñ³Ýó Ù»ç ãÏ³Ý

ÏñÏÝíáÕÝ»ñ, ³å³ ù³ÝÇ áñ n × n ã³�³ÝÇ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ

ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ n2 ã³�³ÝÇ ¿, E,A,… ,An2
Ù³ïñÇóÝ»ñÁ ·Íáñ»Ý

Ï³Ëí³Í »Ý & Ï·ïÝí»Ý α0,α1,… ,αn2 ∈ K, áñ

α0E + α1A + α2A2 +…+αn2An2 = 0:

Ð»ï&³µ³ñ, α0I + α1A +…+αn2A
n2 = 0 &

α0 + α1θ + α2θ2 +…+αn2θn2
-Ý ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý áã ½ñáÛ³Ï³Ý í»ñ³óÝáÕ
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µ³½Ù³Ý¹³Ù ¿: ºÃ» Ap = Aq, áñï»Õ n2 > p > q ≥ 0, ³å³ A
p = A

q &

θp − θq-Ý ÏÉÇÝÇ áã ½ñáÛ³Ï³Ý í»ñ³óÝáÕ µ³½Ù³Ý¹³Ù ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý

Ñ³Ù³ñ:

¸Çóáõù e1, . . . ,en-Á L ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý µ³½ÇëÝ ¿ & f1θ, . . . , fnθ

Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ e1, . . . , en ï³ññ»ñÇ ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÝ

»Ý: ºÃ» fθ-Ý ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ ¿, ³å³ ³ÛÝ

í»ñ³óÝáÕ ¿ ³Ù»Ý ÙÇ ei Ñ³Ù³ñ & áõëïÇ µ³Å³ÝíáõÙ ¿ ³é³Ýó

ÙÝ³óáñ¹Ç Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ fiθ-Ç íñ³ i = 1,2, . . . , n: àõñ»ÙÝ, fθ-Ý

µ³Å³ÝíáõÙ ¿ Ý³& f1θ, . . . , fnθ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ³Ù»Ý³�áùñ

ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ µ³½Ù³å³ïÇÏÇ íñ³: ØÛáõë ÏáÕÙÇó, ù³ÝÇ áñ

f1θ, . . . , fnθ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ³Ù»Ý³�áùñ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ

µ³½Ù³å³ïÇÏÁ å³ïÇÏ ¿ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ fiθ-ÇÝ, ³å³ ³ÛÝ í»ñ³óÝáÕ

¿ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ei Ñ³Ù³ñ: ²Ûëï»ÕÇó ³ÝÙÇç³å»ë ëï³ÝáõÙ »Ýù, áñ

ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¿ f1θ, . . . , fnθ

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ÝáñÙ³íáñí³Í ³Ù»Ý³�áùñ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ

µ³½Ù³å³ïÇÏÇ Ñ»ï:
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òÇÏÉÇÏ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñ

¸Çóáõù A : L  L ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñ ¿, e ∈ L ,

fθ = α0 + α1θ +. . .+αm−1θm−1 + θm-Á e-Ç ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ ¿ &

deg fθ = m: ¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É, áñ e,Ae,A2e, . . . ,Am−1e Ñ³Ù³Ï³ñ·Á

·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ¿, ù³ÝÇ áñ Ñ³Ï³é³Ï ¹»åùáõÙ Ï·ïÝí»ñ e ï³ññÇ

í»ñ³óÝáÕ µ³½Ù³Ý¹³Ù, áñÇ Ï³ñ·Á �áùñ ¿ m-Çó: ä³ñ½ ¿ Ý³&, áñ

A
me = −α0e − α1Ae −. . .−αm−1A

m−1e     (12)

Üß³Ý³Ï»Ýù Le-áí Ñ»ï&Û³É µ³½ÙáõÃÛáõÝÁª

gAe ∣ gθ ∈ Kθ: ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ Le-Ý ·Í³ÛÇÝ

»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¿ L-áõÙ: ´³Å³Ý»Ýù gθ-Ý fθ ÙÇÝÇÙ³É

µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ íñ³ª gθ = fθhθ + rθ, áñï»Õ Ï³Ù rθ-Ý

½ñáÛ³Ï³Ý µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ ¿, Ï³Ù ¿É deg rθ < m: àõëïÇ, rAe

å³ïÏ³ÝáõÙ ¿ e,Ae,A2e, . . . ,Am−1e Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ·Í³ÛÇÝ Ã³Õ³ÝÃÇÝ &

Le = e,Ae,A2e, . . . ,Am−1e∗:

²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ dim Le = m & Le-Ý ÇÝí³ñÇ³Ýï

»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¿ (¹³ ³ÝÙÇç³å»ë Ñ»ï&áõÙ ¿ (12)-Çó):

Le »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ óÇÏÉÇÏ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ

ÍÝí³Í e ï³ññáí: òÇÏÉÇÏ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ã³�Á Ñ³í³ë³ñ ¿ Ýñ³

ÍÝÇãÇ (e-Ç) ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ³ëïÇ�³ÝÇÝ: ä³ñ½ ¿, áñ ÙÇÝÇÙ³É

µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ³ëïÇ�³ÝÝ ³í»ÉÇ Ù»Í ã¿, ù³Ý dim L-Á:

êïáñ& Ïï»ëÝ»Ýù, áñ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ ÙÇßï Ï³ñ»ÉÇ ¿

ïñáÑ»É óÇÏÉÇÏ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ:
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úå»ñ³ïáñÇ µÝáõÃ³·ñÇã Ù³ïñÇóÇ
"í»ñ³óÝáÕ" Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÁ

¸Çóáõù A : L  L ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñ ¿ K Ãí³ÛÇÝ ¹³ßïÇ

ÝÏ³ïÙ³Ùµ:

üÇùë»Ýù L ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý áñ&¿ µ³½Çëª

E =

e1

⋮

en

& ¹Çóáõùª

A =

α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

αn1 αn2 . . . αnn

Ù³ïñÇóÁ A ûå»ñ³ïáñÇ Ý»ñÏ³Û³óáõÙÝ ¿ ³Û¹ µ³½ÇëáõÙ, ³ÛëÇÝùÝª

AE =AE & Aei = ∑
j=1

n

αijej, i = 1,2,… , n: ¸Çï³ñÏ»Ýù A-Ç µÝáõÃ³·ñÇã

Ù³ïñÇóÁª

A − θE =

α11 − θ α12 . . . α1n

α21 α22 − θ . . . α2n

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

αn1 αn2 . . . αnn − θ

²Ûë Ù³ïñÇóÇ ïáÕ»ñÝ áõÝ»Ý Ñ»ï&Û³É Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÁ: ¸Çï³ñÏ»Ýù

i-ñ¹ ïáÕÁ áñå»ë n Ñ³ï µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ Ñ³í³ù³Íáõª

vi ≡ αi1,… ,αii−1,αii − θ,αii+1,… ,αin: ²Û¹ Ñ³í³ù³ÍáõÇó Ï³½Ù»Ýù
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ûå»ñ³ïáñÝ»ñÇ Ñ»ï&Û³É n-Û³ÏÁª

αi 1I,… ,αi i−1I,αi iI − A,αi i+1I,… ,αi nI

& µ³½Ù³å³ïÏ»Ýù ³ÛÝ áñå»ë Ù³ïñÇó E ëÛáõÝáí

viE =αi 1I,… ,αi i−1I,αi iI − A,αi i+1I,… ,αi nI

e1

⋮

en

=

− Aei +∑
j=1

n

αijej = 0

    (13)

Üß³Ý³Ï»Ýù Knθ-áí Kθ-Çó µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ µáÉáñ n-Û³ÏÝ»ñÇ

µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ: ê³ÑÙ³Ý»Ýù Fn,θ, E µ³½ÙáõÃÛáõÝÝ áñå»ë

Fn,θ, E = f1θ,… , fnθ ∈ Knθ ∣ f1A,… , fnAE = 0

ä³ñ½ ¿, áñ f1A,… , fnAE = 0 å³ÛÙ³ÝÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿

f1A,… , fnAE = f1Ae1 +…+fnAen = 0

å³ÛÙ³ÝÇÝ: (13)-Çó ëï³ÝáõÙ »Ýù, áñ µÝáõÃ³·ñÇã Ù³ïñÇóÇ

Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ïáÕ å³ïÏ³ÝáõÙ ¿ Fn,θ, E µ³½ÙáõÃÛ³ÝÁª

vi ∈ Fn,θ, E, i = 1,2,… ,n:

äÝ¹áõÙ 14.

Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ f1θ,… , fnθ ∈ Fn,θ, E Ñ³Ù³ñ

Ï·ïÝíÇ

g1θ,… ,gnθ ∈ Knθ,

áñ

f1θ,… , fnθ = ∑
i=1

n

giθvi

áõëïÇ,

79



Fn,θ, E = ∑
i=1

n

giθvi ∣ g1θ,… ,gnθ ∈ Knθ

²å³óáõÛó. Ü³Ë ³å³óáõó»Ýù, áñ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ

f1θ,… , fnθ ∈ Knθ Ñ³Ù³ñ Ï·ïÝí»Ý g1θ,… ,gnθ ∈ Knθ

& λ1,… ,λn ∈ VnK, áñ

f1θ,… , fnθ = ∑
i=1

n

giθvi + λ1,… ,λn     (14)

(14)-Á Ï³å³óáõó»Ýù ÇÝ¹áõÏóÇ³Ûáí, Áëï maxdeg f1,… , deg fn-Ç:

ºÃ» maxdeg f1,… , deg fn = 0, ³å³ f1θ,… , fnθ ∈ VnK &

í»ñóÝ»Éáí giθ = 0 µáÉáñ i ∈ 1,2,… ,n Ñ³Ù³ñ ëï³ÝáõÙ »Ýù

(14)-Á:

ºÝÃ³¹ñ»Ýù ³ÛÅÙ, áñ (14)-Á ëïáõÛ· ¿ µáÉáñ

f1θ,… , fnθ ∈ Knθ Ñ³Ù³ñ, áñ maxdeg f1,… , deg fn < m:

¸Çóáõù f1θ,… , fnθ ∈ Knθ & maxdeg f1,… , deg fn = m:

´³Å³Ý»Ýù fiθ-Ý αi i − θ-Ç íñ³ª fiθ = hiθαi i − θ + βi, áñï»Õ

βi ∈ K: êï³ÝáõÙ »Ýùª

0,… , 0, fi, 0,… , 0 = 0,… , 0,hiαi i − θ + βi, 0,… , 0 =

hiαi 1,… ,αi i−1,αi i − θ,αi i+1,… ,αi n +

−αi 1hi,… ,−αi i−1hi,βi,−αi i+1hi,… ,−αi nhi =

hivi + −αi 1hi,… ,−αi i−1hi,βi,−αi i+1hi,… ,−αi nhi

ø³ÝÇ áñ deg hiθ = deg fiθ − 1, ³å³

−αi 1hi,… ,−αi i−1hi,βi,−αi i+1hi,… ,−αi nhi

Ñ³í³ù³ÍáõÇ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ï³ññÇ ³ëïÇ�³ÝÁ �áùñ ¿ deg fiθ-Çó:

Ð»ï&³µ³ñª
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f1,… , fn = ∑
i=1

n

hivi +∑
i=1

n

−αi 1hi,… ,−αi i−1hi,βi,−αi i+1hi,… ,−αi nhi =

∑
i=1

n

hiθvi + t1θ,… , tnθ,

áñï»Õ deg tiθ < m, i ∈ 1,2,… ,n: Ð³Ù³Ó³ÛÝ ÇÝ¹áõÏïÇí

»ÝÃ³¹ñáõÃÛ³Ý, Ï·ïÝí»Ý k1θ,… , knθ ∈ Knθ &

λ1,… ,λn ∈ VnK, áñ

t1θ,… , tnθ = ∑
i=1

n

kiθvi + λ1,… ,λn:

àõëïÇª

f1,… , fn = ∑
i=1

n

hiθvi +∑
i=1

n

kiθvi + λ1,… ,λn =

∑
i=1

n

hiθ + kiθvi + λ1,… ,λn =

∑
i=1

n

giθvi + λ1,… ,λn

& (14)-Ý ³å³óáõóí³Í ¿:

²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ∑
i=1

n

giθvi ∈ Fn,θ, E, ù³ÝÇ áñ Áëï (13)-Ç viE =0:

¸Çóáõù ³ÛÅÙ f1θ,… , fnθ ∈ Fn,θ, E: Ð³Ù³Ó³ÛÝ (14)-Çª

f1θ,… , fnθ = ∑
i=1

n

giθvi + λ1,… ,λn

àõÝ»Ýùª f1A,… , fnAE = 0, áõñ»ÙÝª

∑
i=1

n

giAviE + λ1,… ,λnE =0

ê³Ï³ÛÝ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ (13)-Ç, viE =0 & λ1,… ,λnE =0: ´³½Çë³ÛÇÝ
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ï³ññ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ³ÝÏ³ËáõÃÛáõÝÇó Ñ»ï&áõÙ ¿, áñ λ1 =…= λn = 0 &

f1θ,… , fnθ = ∑
i=1

n

giθvi

äÝ¹áõÙÝ ³å³óáõóí³Í ¿:
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î³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ïñáÑáõÙÁ óÇÏÉÇÏ
»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ

¸Çóáõù A : L  L ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñ ¿ K Ãí³ÛÇÝ ¹³ßïÇ

ÝÏ³ïÙ³Ùµ:

üÇùë»Ýù L ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý áñ&¿ µ³½Çëª

E =

e1

⋮

en

& Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ

f1θ,… , fnθ ∈ Knθ

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ n-Û³ÏÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý»óÝ»Ýù L ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý

f1A,… , fnAE = f1Ae1 +…+fnAen

ï³ññÁ:

¸Çï³ñÏ»Ýù Ñ»ï&Û³É µ³½ÙáõÃÛáõÝÁª

f1Ae1 +…+fnAen ∣ f1θ,… , fnθ ∈ Knθ

ø³ÝÇ áñ Ï³Ù³Û³Ï³Ý λ1,… ,λn ∈ VnK Ñ³Ù³ñ

λ1,… ,λn ∈ Knθ, ³å³ í»ñÁ Ýßí³Í µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¿ L

ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý Ñ»ïª

L = f1Ae1 +…+fnAen ∣ f1θ,… , fnθ ∈ Knθ     (15)

Ð³Ù³Ó³ÛÝ äÝ¹áõÙ14-Ç, f1Ae1 +…+fnAen = 0 ÙÇ³ÛÝ & ÙÇ³ÛÝ

³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ Ï·ïÝíÇ g1θ,… , gnθ ∈ Knθ ³ÛÝåÇëÇ, áñ

f1θ,… , fnθ = ∑
i=1

n

giθvi, áñï»Õ vi-Ý E µ³½ÇëáõÙ A ûå»ñ³ïáñÇ

A Ù³ïñÇóáí Ý»ñÏ³Û³óÙ³ÝÁ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ µÝáõÃ³·Çã
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Ù³ïñÇóÇ i-ñ¹ ïáÕÝ ¿, ³ÛëÇÝùÝ A − θE Ù³ïñÇóÇ i-ñ¹ ïáÕÁ:

ÜÏ³ï»Ýù, áñ

f1θ,… , fnθ = ∑
i=1

n

giθvi

å³ÛÙ³ÝÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿

f1θ,… , fnθ = g1θ,… ,gnθA − θE     (16)

å³ÛÙ³ÝÇÝ:

Àëï Â»áñ»Ù12-Ç, Ï·ïÝí»Ý ³ÛÝåÇëÇ ãí»ñ³ë»ñí³Í

µ³½Ù³Ý¹³Ù³ÛÇÝ Ù³ïñÇóÝ»ñ P & Q (áñáÝó ï³ññ»ñÁ Kθ-Çó »Ý), áñ

PA − θEQ Ù³ïñÇóÁ êÙÇÃÇ ÝáñÙ³É ï»ëùÇ ¿: ø³ÝÇ áñ P & Q

Ù³ïñÇóÝ»ñÁ ãí»ñ³ë»ñí³Í »Ý, ³å³ ¹ñ³Ýó ¹»ï»ñÙÇÝ³ÝïÝ»ñÁ

(áñáÝù µ³½Ù³Ý¹³Ù³ÛÇÝ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ ¹»åùáõÙ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñ »Ý) K

¹³ßïÇ Ãí»ñ »Ý: ÆëÏ³å»ë, áõÝ»Ýù PP−1 = E  det P det P−1 = 1:

àõëïÇ, det P & det P−1 µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÝ áõÝ»Ý Ñ³Ï³¹³ñÓ &, áõñ»ÙÝ,

¹ñ³Ýù ½ñá ³ëïÇ�³ÝÇ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñ »Ý, ³ÛëÇÝùÝ K ¹³ßïÇ áã

½ñáÛ³Ï³Ý Ãí»ñ: ÜáõÛÝÁ �Çßï ¿ Q-Ç ¹»åùáõÙ: Ð»ï&³µ³ñ,

det P detA − θEdet Q µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ³ëïÇ�³ÝÁ ÝáõÛÝÝ ¿ ÇÝã áñ

µÝáõÃ³·ñÇã µ³½Ù³Ý¹³ÙÇÝÁª detA − θE-Ç ³ëïÇ�³ÝÁ, áñÁ

Ñ³í³ë³ñ ¿ n-Ç: ²Ûëï»ÕÇó ëï³óíáõÙ ¿, áñ PA − θEQ Ù³ïñÇóÇ

êÙÇÃÇ ÝáñÙ³É ï»ëùÁ ãÇ å³ñáõÝ³ÏáõÙ ½ñáÛ³Ï³Ý ï³ññ»ñ, ù³ÝÇ áñ

det P detA − θEdet Q-Ý ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï³ññ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÝ ¿:

àõñ»ÙÝ, PA − θEQ Ù³ïñÇóÝ áõÝÇ Ñ»ï&Û³É ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï»ëùÁª
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D = PA − θEQ =

1

⋱

1

d1θ

⋱

dn−rθ

áñï»Õ µáÉáñ ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÁ ÝáñÙ³íáñí³Í »Ý,

di+1θ-Ý ³é³Ýó ÙÝ³óáñ¹Ç µ³Å³ÝíáõÙ ¿ diθ-Ç íñ³,

i = 1,… ,n − r − 1, &

∑
i=1

n−r

deg diθ = n     (17)

²ÛÅÙ (16)-Á Ï³ñáÕ »Ýù ³ñï³·ñ»É Ñ»ï&Û³É Ï»ñå ª

f1θ,… , fnθ = g1θ,… , gnθP−1DQ−1

²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ Ï³Ù³Û³Ï³Ý h1θ,… ,hnθ ∈ Knθ Ñ³Ù³ñ

Ï·ïÝíÇ ÙÇ³Ï g1θ,… ,gnθ ∈ Knθ, áñ

h1θ,… , hnθ = g1θ,… ,gnθP−1:

àõëïÇª

Knθ = g1θ,… ,gnθP−1 ∣ g1θ,… ,gnθ ∈ Knθ

²ÛëåÇëáí, f1Ae1 +…+fnAen = 0 ÙÇ³ÛÝ & ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ,

»ñµ Ï·ïÝíÇ h1θ,… ,hnθ ∈ Knθ ³ÛÝåÇëÇ, áñ

f1θ,… , fnθ = h1θ,… , hnθDQ−1

²ÛëÇÝùÝ, äÝ¹áõÙ14-Ç

Fn,θ, E = f1θ,… , fnθ ∈ Knθ ∣ f1A,… , fnAE = 0

µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ Ý»ñÏ³Û³óÝ»É Ñ»ï&Û³É Ï»ñå ª

Fn,θ, E = h1θ,… ,hnθDQ−1 ∣ h1θ,… ,hnθ ∈ Knθ
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Üß³Ý³Ï»Ýùª

E
∗ = Q−1AE =

e1
∗

⋮

en
∗

,

ei
∗ = qi1Ae1 +…+qinAen, áñï»Õ qi1θ,… ,qinθ-Ý Q−1-Ç i-ñ¹ ïáÕÝ

¿, i = 1,… ,n: ä³ñ½ ¿, áñ

f1A,… , fnAQE∗ = 0  f1A,… , fnAE = 0

&

f1θ,… , fnθ ∣ f1A,… , fnAE∗ = 0 =

f1θ,… , fnθQ ∣ f1θ,… , fnθ∈ Fn,θ, E =

h1θ,… ,hnθD ∣ h1θ,… , hnθ ∈ Knθ

êï³ó³Ýù, áñª

h1A,… ,hnADE∗ = 0

µáÉáñ h1θ,… ,hnθ ∈ Knθ: ÖÇßï ¿ Ý³& Ñ³Ï³é³ÏÁª »Ã»

f1A,… , fnAE∗ = 0

áñ&¿ f1θ,… , fnθ ∈ Knθ Ñ³Ù³ñ, ³å³ Ï·ïÝíÇ ÙÇ³Ï

h1θ,… ,hnθ ∈ Knθ, áñ

f1θ,… , fnθ = h1θ,… ,hnθD:

àõÝ»Ýùª

h1θ,… ,hnθD = h1θ,… ,hrθ, hr+1θd1θ,… ,hnθdn−rθ,

áõëïÇª

h1A,… ,hnADAE∗ =

h1Ae1
∗ +…+hrAer

∗ + hr+1Ad1Aer+1
∗ +…+hnAdn−rAen

∗ = 0

üÇùë»Éáí i ∈ 1,2,… ,n, í»ñóÝ»Ýù hiθ ≡ 1 & hjθ ≡ 0 µáÉáñ

j ∈ 1, 2,… ,n ∖ i Ñ³Ù³ñ: êï³ÝáõÙ »Ýùª ei
∗ = 0 µáÉáñ
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i ∈ 1, 2,… , r Ñ³Ù³ñ & diAer+i
∗ = 0 µáÉáñ i ∈ r + 1,… ,n Ñ³Ù³ñ:

àõëïÇ, d1θ,… ,dn−rθ-Ý Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ er+1
∗ ,… ,en

∗

ï³ññ»ñÇ í»ñ³óÝáÕ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÝ »Ý:

¸Çóáõù fr+iθ-Ý er+i
∗ ï³ññÇ áñ&¿ í»ñ³óÝáÕ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ ¿,

i = 1,… ,n − r, ³å³

1,… , 1, fr+1A,… , fnAE∗ = 0

& Ï·ïÝíÇ h1θ,… ,hnθ, áñ

1,… , 1, fr+1θ,… , fnθ = h1θ,… , hnθD =

h1θ,… ,hrθ,hr+1θd1θ,… ,hnθdn−rθ

²ÛëÇÝùÝ, h1θ =…= hrθ ≡ 1 & fr+iθ = hr+iθdiθ µáÉáñ

i = 1,… ,n − r Ñ³Ù³ñ: ø³ÝÇ áñ fr+iθ-Ý µ³Å³ÝíáõÙ ¿ diθ-Ç íñ³

³é³Ýó ÙÝ³óáñ¹Ç, ³å³ diθ-Ý er+i
∗ ï³ññÇ ÙÇÝÇÙ³É í»ñ³óÝáÕ

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ ¿: Ü³&, ù³ÝÇ áñ dn−rθ-Ý µ³Å³ÝíáõÙ ¿ µáÉáñ diθ-Ç

íñ³, dn−rθ-Ý í»ñ³óÝáÕ µ³½Ù³Ý¹³Ù ¿ µáÉáñ er+1
∗ ,… ,en

∗-Ç Ñ³Ù³ñ:

¸Çï³ñÏ»Ýù ³ÛÅÙ Ñ»ï&Û³É µ³½ÙáõÃÛáõÝÁª

f1A,… , fnAE∗ ∣ f1θ,… , fnθ∈Knθ

ä³ñ½ ¿, áñª

f1A,… , fnAE∗ = f1A,… , fnAQ−1
E

&

f1A,… , fnAE = f1A,… , fnAQE∗,

áõëïÇª

f1A,… , fnAE∗ ∣ f1θ,… , fnθ∈Knθ =

f1A,… , fnAE ∣ f1θ,… , fnθ∈Knθ
Ñ³Ù³Ó³ÛÝ (15)


= L

ê³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ L ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý Ï³Ù³Û³Ï³Ý ï³ññ Ï³ñ»ÉÇ ¿

Ý»ñÏ³Û³óÝ»É f1A,… , fnAE∗ = fr+1Aer+1
∗ +…+fnAen

∗ ï»ëùáí:
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ÐÇß»Ýù, áñ e ï³ññáí ÍÝí³Í óÇÏÉÇÏ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ ë³ÑÙ³Ý»É

¿ÇÝù áñå»ë Le = gAe ∣ gθ ∈ Kθ, Ñ»ï&³µ³ñ ëï³ó»É »Ýù,

áñ

L = Ler+1
∗  +…+Len

∗     (18)

ÆÝãå»ë ·Çï»Ýù óÇÏÉÇÏ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ã³�Á Ñ³í³ë³ñ ¿ ÍÝÇã

ï³ññÇ ÙÇÝÇÙ³É í»ñ³óÝáÕ µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ³ëïÇ�³ÝÇÝ, áõëïÇ

dim Ler+i
∗  = degdiθ, i = 1,… , n − r: Ð³Ù³Ó³ÛÝ (17)-Ç,

∑
i=1

n−r

degdiθ = n = dim L, áõñ»ÙÝ (18)-áõÙ ·áõÙ³ñÝ áõÕÇÕ ¿ª

L = Ler+1
∗  +̇…+̇Len

∗

ì»ñÁ ÝÏ³ï»É ¿ÇÝù, áñ dn−rθ-Ý í»ñ³óÝáÕ µ³½Ù³Ý¹³Ù ¿ µáÉáñ

er+1
∗ ,… ,en

∗-Ç Ñ³Ù³ñ, áõëïÇ ³ÛÝ í»ñ³óÝáÕ ¿ L-Ç Ñ³Ù³ñª

dn−rAfr+1Aer+1
∗ +…+fnAen

∗ =

fr+1Adn−rAer+1
∗ +…+fnAdn−rAen

∗ = 0

²ÛÝ ÙÇÝÇÙ³É í»ñ³óÝáÕÝ ¿ L-Ç Ñ³Ù³ñ, ù³ÝÇ áñ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý

í»ñ³óÝáÕ µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ í»ñ³óÝáÕ ¿ Ý³& en
∗-Ç Ñ³Ù³ñ:

ø³ÝÇ áñ µáÉáñ diθ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÁ ÝáñÙ³íáñí³Í »Ý, ¹ñ³Ýó

³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ÝáõÛÝå»ë ÝáñÙ³íáñí³Í ¿ & Ñ³í³ë³ñ ¿

det P detA − θEdet Q: àõñ»ÙÝ, ÝáñÙ³íáñí³Í ¿ Ý³&

det P detA − θEdet Q µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ: ø³ÝÇ áñ detA − θE-Ç θ-Ç

³Ù»Ý³Ù»Í ³ëïÇ�³ÝÇ ·áñÍ³ÏÇóÁ −1n ¿, ³å³ det P det Q = ±1:

Ð»ï&³µ³ñ, µÝáõÃ³·ñÇã µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ í»ñ³óÝáÕ ¿ ³ÙµáÕç

ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ & detA − AE ûå»ñ³ïáñÁ ½ñáÛ³Ï³Ý ¿: ²Ûë

í»ñçÇÝ åÝ¹áõÙÁ Ñ³ÛïÝÇ ¿ áñå»ë Ð³ÙÇÉïáÝ-ø»ÉÇÇ Ã»áñ»Ù:
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²Ù�á�»Ýù í»ñÁ ß³ñ³¹ñí³ÍÁ Ñ»ï&Û³É Ã»áñ»ÙÇ ï»ëùáí:

Â»áñ»Ù 15.

¸Çóáõù A : L  L ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñ ¿ & fθ-Ý L-Ç

ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ ¿: L ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿

³ÛÝå»ë ïñáÑ»É í»ñç³íáñ ù³Ý³ÏáõÃÛ³Ùµ óÇÏÉÇÏ

»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇª

L = L1 +̇ L2 +̇. . . +̇Lk,

áñ, »Ã» ψ1θ, . . . ,ψkθ-Ý Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ

L1, . . . ,Lk-Ç ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÝ »Ý, ³å³ fθ = ψ1θ

& ψiθ-Ý µ³Å³ÝíáõÙ ¿ ³é³Ýó ÙÝ³óáñ¹Ç ψi+1θ-Ç íñ³,
i = 1,2, . . . ,k − 1:
²å³óáõÛó. ì»ñóÝ»Ýù k = n − r,

L1 = Len
∗,… ,Lk = Ler+1

∗ ,

ψ1θ = dn−rθ, . . . ,ψkθ = dr+1θ:

Ð»ï&³Ýù.

�Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý Ù»ç ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ Ù»Ï ï³ññ,

áñÇ ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¿ ³ÙµáÕç

ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ Ñ»ï:

²å³óáõÛó. ²Û¹ ï³ññÁ en
∗-Ý ¿:
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î³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ïñáÑáõÙÁ ÇÝí³ñÇ³Ýï
»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ

�áË³¹³ñÓ³µ³ñ å³ñ½ ÙÇÝÇÙ³É

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñáí

Â»áñ»Ù 16.

¸Çóáõù A : L  L ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñ ¿, fθ-Ý L

ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ ¿ &

fθ = ϕ1θϕ2θ, áñï»Õ ϕ1θ-Ý & ϕ2θ-Ý ÝáñÙ³íáñí³Í

�áË³¹³ñÓ³µ³ñ å³ñ½ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñ »Ý:

�áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ L ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ³ÛÝåÇëÇ L = L1 +̇ L2

ïñáÑáõÙ ÇÝí³ñÇ³Ýï »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ, áñ

ϕ1θ-Ý L1 & ϕ2θ-Ý L2 »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ÙÇÝÇÙ³É

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÝ »Ý:
²å³óáõÛó. Ð³Ù³Ó³ÛÝ ¾íùÉÇ¹»ëÇ ³Ù»Ý³Ù»Í ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ

µ³Å³Ý³ñ³ñ ·ïÝ»Éáõ ³É·áñÇÃÙÇ, Ï·ïÝí»Ý ψ1θ & ψ2θ

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñ, áñ

1 = ϕ1θψ1θ + ϕ2θψ2θ     (19)

Üß³Ý³Ï»Ýù, B1 = ϕ2Aψ2A & B2 = ϕ1Aψ1A: (19)-Çó

³ÝÙÇç³å»ë ëï³ÝáõÙ »Ýù, áñ

I = B1 + B2,     (20)

áñï»Õ I-Ý ÙÇ³íáñ ûå»ñ³ïáñÝ ¿:

¸Çóáõù x ∈ L, ÏÇñ³é»Ýù Ñ³çáñ¹³µ³ñ B1 & B2 ûå»ñ³ïáñÝ»ñÁª
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B1B2x = ϕ2Aψ2Aϕ1Aψ1Ax =

ψ1Aψ2Aϕ1Aϕ2Ax = ψ1Aψ2AfAx = 0

ù³ÝÇ áñ fθ-Ý ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ ¿: ÜáõÛÝ Ó&áí

ëï³ÝáõÙ »Ýùª B2B1x = 0 & áõñ»ÙÝª

B1B2 = B2B1 = 0     (21)

´³½Ù³å³ïÏ»Ýù (20)-Ç ³ç & Ó³Ë Ù³ë»ñÁ B1-áí, Ïëï³Ý³Ýù

B1 = B1
2 + B1B2 & Ñ³ßíÇ ³éÝ»Éáí (21)-Áª B1 = B1

2: ä³ñ½ ¿, áñ ÝáõÛÝ

Ï»ñå Ïëï³Ý³Ýù B2 = B2
2, áõëïÇ

B1 = B1
2

B2 = B2
2

    (22)

ºÃ» y ∈ ImB1, ³å³ Ï·ïÝíÇ x ∈ L, áñ B1x = y, áõñ»ÙÝ

B1y = B1B1x = B1
2x

Ñ³Ù³Ó³ÛÝ (22)

= B1x = y

& B1 ûå»ñ³ïáñÁ ·áñÍáõÙ ¿ ImB1 íñ³ áñå»ë ÙÇ³íáñ ûå»ñ³ïáñ:

ºÃ» y ∈ ImB2, ³å³ Ï·ïÝíÇ x ∈ L, áñ B2x = y &

B1y = B1B2x = B1B2x

Ñ³Ù³Ó³ÛÝ (21)

= 0:

²ÛëåÇëáí B1 & B2 ûå»ñ³ïáñÝ»ñÁ ·áñÍáõÙ »Ý Çñ»Ýó å³ïÏ»ñÝ»ñÇ

íñ³ áñå»ë ÙÇ³íáñ ûå»ñ³ïáñÝ»ñ, ÇëÏ ÙÇÙÛ³Ýó å³ïÏ»ñÝ»ñÇ íñ³ª

áñå»ë ½ñáÛ³Ï³Ý ûå»ñ³ïáñÝ»ñ:

ê³ÑÙ³Ý»Ýùª L1 = ImB1 & L2 = ImB2: Ü³Ë ëïáõ·»Ýù, áñ

L = L1 + L2: ºÃ» x ∈ L, ³å³ ÏÇñ³é»Éáí (20)-Á ëï³ÝáõÙ »Ýùª

x = Ix = B1x + B2x, áñï»Õ ³ÏÝÑ³Ûïáñ»Ý B1x ∈ L1, ÇëÏ B2x ∈ L2:

Ð³Ùá½í»Ýù ³ÛÅÙ, áñ ·áõÙ³ñÝ áõÕÇÕ ¿: ¸Çóáõù y ∈ L1 ∩ L2: Î·ïÝí»Ý

x1 & x2 ³ÛÝåÇëÇ, áñ B1x1 = y = B2x2: ÎÇñ³é»Ýù B1 ûå»ñ³ïáñÁª
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B1B1x1 = B1B2x2: àõÝ»Ýùª B1B1x1 = B1
2x1 = B1x1 &

B1B2x2 = B1B2x2 = 0: àõëïÇª y = B1x1 = 0 & L1 ∩ L2 = 0,

Ñ»ï&³µ³ñ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ·áõÙ³ñÝ áõÕÇÕ ¿:

Ð³Ùá½í»Ýù, áñ L1 & L2 »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÝ ÇÝí³ñÇ³Ýï »Ý:

¸Çóáõù y ∈ L1 = ImB1: Î·ïÝíÇ x ∈ L, áñ B1x = y: àõñ»ÙÝª

Ay = AB1x

ù³ÝÇ áñ B1-Á µ³½Ù³Ý¹³Ù ¿ A-Çó

= B1Ax ∈ ImB1 = L1:

ÜÙ³Ý³å»ë ëïáõ·íáÙ ¿ L2-Ç ÇÝí³ñÇ³Ýï ÉÇÝ»ÉÁ:

ØÝ³ó ³å³óáõó»Ýù, áñ ϕ1θ-Ý L1 & ϕ2θ-Ý L2

»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÝ »Ý:

¸Çóáõù y ∈ L1 = ImB1: Î·ïÝíÇ x ∈ L, áñ B1x = y : ÎÇñ³é»Ýù

ϕ1A-Ý y-ÇÝª

ϕ1Ay = ϕ1AB1x = ϕ1Aϕ2Aψ2Ax =

ψ2Aϕ1Aϕ2Ax = ψ2AfAx = 0

àõñ»ÙÝ, ϕ1θ-Ý L1-Ç í»ñ³óÝáÕ µ³½Ù³Ý¹³Ù ¿: ÜáõÛÝ Ó&áí ëïáõ·íáõÙ

¿, áñ ϕ2θ-Ý L2-Ç í»ñ³óÝáÕ µ³½Ù³Ý¹³Ù ¿:

¸Çóáõù ϕ̃1θ-Ý L1-Ç í»ñ³óÝáÕ µ³½Ù³Ý¹³Ù ¿: ¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É,

áñ ϕ̃1θϕ2θ-Ý Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ ¿ L ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý í»ñ³óÝáÕ

µ³½Ù³Ý¹³Ù: ºÃ» x ∈ L, ³å³ x = x1 + x2, x1 ∈ L1, x2 ∈ L2 &

ϕ̃1Aϕ2Ax = ϕ̃1Aϕ2Ax1 + x2 =

ϕ2Aϕ̃1Ax1 + ϕ̃1Aϕ2Ax2 = 0,

ù³ÝÇ áñ ϕ̃1Ax1 = 0 & ϕ2Ax2: ê³Ï³ÛÝ fθ-Ý ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý

ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ ¿, áõëïÇ ϕ̃1θϕ2θ-Ý µ³Å³ÝíáõÙ ¿ ³é³Ýó

ÙÝ³óáñ¹Ç fθ-Ç íñ³ª

ϕ̃1θϕ2θ = ϕ1θϕ2θφθ

&
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ϕ̃1θ − ϕ1θφθϕ2θ = 0:

ø³ÝÇ áñ ϕ2θ ½ñáÛ³Ï³Ý ã¿, ³å³ ϕ̃1θ = ϕ1θφθ & ϕ̃1θ-Ý

µ³Å³ÝíáõÙ ¿ ³é³Ýó ÙÝ³óáñ¹Ç ϕ1θ-Ç íñ³: àõëïÇ, ϕ1θ-Ý L1-Ç

ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ ¿: ÜÙ³Ý³å»ë ϕ2θ-Ý L2-Ç ÙÇÝÇÙ³É

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ ¿: Â»áñ»ÙÝ ³å³óáõóí³Í ¿:
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î³ñ³ÍáõÃÛ³ÝÁ ïñáÑáõÙÁ óÇÏÉÇÏ
»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ, áñáÝó ÙÇÝÇÙ³É

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÝ ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ³ëïÇ�³ÝÝ»ñ »Ý

Â»áñ»Ù 17.

�Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ óÇÏÉÇÏ ¿ ÙÇ³ÛÝ & ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ

¹»åùáõÙ, »ñµ Ýñ³ ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ³ëïÇ�³ÝÁ

Ñ³í³ë³ñ ¿ Ýñ³ ã³�ÇÝ:

²å³óáõÛó. ¸Çóáõù ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ³ëïÇ�³ÝÁ m ¿, ÇëÏ

ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ã³�Áª n:

ºÃ» m = n, ³å³ e,Ae, . . . ,Am−1e Ñ³Ù³Ï³ñ·Á (áñï»Õ e-Ý ³ÛÝ

ï³ññÝ ¿, áñÇ ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ ¹³ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ÙÇÝÇÙ³É

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ ¿) ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý µ³½ÇëÝ ¿: àõëïÇ, ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ

óÇÏÉÇÏ ¿:

ºÃ» ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ óÇÏÉÇÏ ¿, ³å³ ³ÛÝ áõÝÇ ÍÝÇãª e &

e,Ae, . . . ,An−1e Ñ³Ù³Ï³ñ·Á ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý µ³½ÇëÝ ¿: ä³ñ½ ¿, áñ e-Ç

ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ³ëïÇ�³ÝÁ ³éÝí³½Ý n ¿: ØÛáõë ÏáÕÙÇó

³ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ ï³ññÇ ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ³ëïÇ�³ÝÁ

ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ã³�Çó Ù»Í ã¿, áõñ»ÙÝª n = m:

Ð»ï&³Ýù.

ºÃ» fθ-Ý óÇÏÉÇÏ n-ã³�³ÝÇ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý
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ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ ¿, ³å³ ûå»ñ³ïáñÇ

µÝáõÃ³·ñÇã µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ −1nfθ:
²å³óáõÛó. Ð³Ù³Ó³ÛÝ Â»áñ»Ù 17-Ç, deg fθ = n: ØÛáõë ÏáÕÙÇó,

»Ã» Ñ³Ù³Ó³ÛÝ Â»áñ»Ù 15-Ç ïñáÑ»Ýù ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ óÇÏÉÇÏ

»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇª L = L1 +̇ L2 +̇. . . +̇Lk, ³å³ Ïëï³Ý³Ýù, áñ

³Û¹ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁª

ψ1θ. . .ψkθ Ñ³í³ë³ñ ¿ −1n ·áñÍ³ÏóÇ �ßïáõÃÛ³Ùµ µÝáõÃ³·ñÇã

µ³½Ù³Ý¹³ÙÇÝ: ø³ÝÇ áñ ³Û¹ ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ Ù»ç ¿ Ý³&

ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÁª ψ1θ = fθ, áñÇ ³ëïÇ�³ÝÁ

Ñ³í³ë³ñ ¿ í»ñÁ Ýßí³Í ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ ³ëïÇ�³ÝÇÝ, ³å³, µ³óÇ

fθ-Çó, ÙÝ³ó³Í µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÁ Ñ³ëï³ïáõÝ »Ý &

Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÁ ½ñáÛ³Ï³Ý »Ý: ²ÛëÇÝùÝª

k = 1, L = L1 &

−1nψ1θ. . .ψkθ = −1nfθ:

Â»áñ»Ù 18.

ºÃ» ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ óÇÏÉÇÏ ¿ & ïñáÑí³Í ¿

»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ, ³å³ ³Û¹

»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÁ &ë óÇÏÉÇÏ »Ý & Ýñ³Ýó

ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÁ �áË³¹³ñÓ³µ³ñ å³ñ½ »Ý:

öáË³¹³ñÓ³µ³ñ å³ñ½ ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñáí

óÇÏÉÇÏ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ áõÕÇÕ ·áõÙ³ñÁ óÇÏÉÇÏ

»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¿:
²å³óáõÛó. Ü³Ë ³å³óáõó»Ýù Ã»áñ»ÙÇ ³é³çÇÝ Ù³ëÁ: ¸Çóáõù L

óÇÏÉÇÏ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ ïñáÑí³Í ¿ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ
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L = L1 +̇ L2 +̇. . . +̇Lk, dim L = n, dim Li = ni, i = 1,2, . . . , k:

Üß³Ý³Ï»Ýù ψθ-áí L-Ç ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ, degψθ = m, &

ψiθ-áí Li-Ç ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ, degψiθ = mi, i = 1,2, . . . ,k:

ä³ñ½ ¿, áñª

m ≤ n & mi ≤ ni, i = 1,2, . . . , k     (23)

¸ÛáõñÇÝ ¿ Ñ³Ùá½í»É, áñ ψθ-Ý ψ1θ, . . . ,ψkθ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ

³Ù»Ý³�áùñ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ µ³½Ù³å³ïÇÏÝ ¿: ÆëÏ³å»ë, ψθ-Ý å»ïù ¿

µ³Å³ÝíÇ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ψiθ-Ç íñ³ & µáÉáñ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÁ

ÝáñÙ³íáñí³Í »Ý, áõëïÇ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ

ψ1θ, . . . ,ψkθ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ³Ù»Ý³�áùñ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ

µ³½Ù³å³ïÇÏÝ ¿: àõñ»ÙÝª m ≤ m1 +. . .+mk & m = m1 +. . .+mk ÙÇ³ÛÝ

³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ ψ1θ, . . . ,ψkθ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÁ �áË³¹³ñÓ³µ³ñ

å³ñ½ »Ý:

ä³ñ½ ¿, áñª

m ≤ m1 +. . .+mk ≤ n1 +. . .+nk = n     (24)

ø³ÝÇ áñ L-Á óÇÏÉÇÏ ¿, ³å³ m = n & (24)-áõÙ µáÉáñ ï»Õ»ñáõÙ

Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝ ï»ÕÇ áõÝÇ: (23)-Çó Ñ»ï&áõÙ ¿, áñ mi = ni,

i = 1,2, . . . ,k , áõëïÇ µáÉáñ Li-ñÁ óÇÏÉÇÏ »Ý & ψ1θ, . . . ,ψkθ

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÁ �áË³¹³ñÓ³µ³ñ å³ñ½ »Ý:

²å³óáõó»Ýù Ã»áñ»ÙÇ »ñÏñáñ¹ Ù³ëÁ: àõÝ»Ýùª mi = ni,

i = 1,2, . . . ,k & m = m1 +. . .+mk, áõëïÇª

m = m1 +. . .+mk = n1 +. . .+nk = n

& ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ óÇÏÉÇÏ ¿:

Â»áñ»Ù 19.

î³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ ãÇ Ï³ñ»ÉÇ ïñáÑ»É ÇÝí³ñÇ³Ýï

»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ÙÇ³ÛÝ & ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ,
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»ñµ ³ÛÝ óÇÏÉÇÏ ¿ & Ýñ³ ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ

³Ýí»ñ³Í»ÉÇ µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ³ëïÇ�³Ý ¿:

²å³óáõÛó. ºÃ» ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ óÇÏÉÇÏ ¿, Ýñ³ ÙÇÝÇÙ³É

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ³ëïÇ�³Ý ¿ &

ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ ïñáÑí³Í ¿ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ, áñáÝó ù³Ý³ÏÁ

Ù»ÏÇó ³í»ÉÇÝ ¿, ³å³ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ Â»áñ»Ù 18-Ç ³Û¹

»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÁ �áË³¹³ñÓ³µ³ñ

å³ñ½ »Ý & ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ ³Û¹

�áË³¹³ñÓ³µ³ñ å³ñ½ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÝ ¿: ê³

Ñ³Ï³ëáõÙ ¿ ³ÛÝ µ³ÝÇÝ, áñ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ

³Ýí»ñ³Í»ÉÇ µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ³ëïÇ�³Ý ¿:

ºÃ» ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ

µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ³ëïÇ�³Ý ã¿, ³å³ ³ÛÝ ³éÝí³½Ý »ñÏáõ

�áË³¹³ñÓ³µ³ñ å³ñ½ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³É ¿: ²Û¹

¹»åùáõÙ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ïñáÑ»É ÇÝí³ñÇ³Ýï

ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇª Ñ³Ù³Ó³ÛÝ Â»áñ»Ù 16-Ç:

ºÃ» ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ óÇÏÉÇÏ ã¿, ³å³ ³ÛÝ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ïñáÑ»É Ù»ÏÇó

³í»ÉÇ óÇÏÉÇÏ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇª Áëï Â»áñ»Ù 15-Ç: Â»áñ»ÙÝ

³å³óáõóí³Í ¿:

¸Çóáõù L ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ ïñáÑí³Í ¿ óÇÏÉÇÏ

»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ Â»áñ»Ù 15-Çª L = L1 +̇. . . +̇Lk,

ψ1θ, . . . ,ψkθ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÁ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý ÙÇÝÇÙ³É

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÝ »Ý, áñáÝó Ñ³Ù³ñ ψi+1θ-Ý ψiθ-Ç µ³Å³Ý³ñ³ñÝ ¿,

i = 1,2, . . . ,k − 1: ì»ñ³Í»Ýù ³Û¹ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÁ ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ

³ñï³¹ñÇãÝ»ñÇª
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ψ1θ = ϕ1
α1θϕ2

α2θ. . .ϕp
αpθ

ψ2θ = ϕ1
β1θϕ2

β2θ. . .ϕp
βpθ

⋮

ψkθ = ϕ1
1θϕ2

2θ. . .ϕp
pθ

αj ≥ βj ≥. . .≥ j, j = 1, 2, . . . ,p

²ÛÅÙ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ Â»áñ»Ù 16-Ç ÏïñáÑ»Ýù L1-Á ÇÝí³ñÇ³Ýï

»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ, áñáÝù ÏÉÇÝ»Ý óÇÏÉÇÏ & Ýñ³Ýó ÙÇÝÇÙ³É

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÁ ÏÉÇÝ»Ý ϕ1
α1θ-Á, ϕ2

α2θ-Á ...ϕp
αpθ-Á: ÜÙ³Ý Ó&áí

ÏïñáÑ»Ýù ÙÝ³ó³Í Li-Ý»ñÁ & L ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ ÏïñáÑíÇ óÇÏÉÇÏ

»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ, áñáÝó ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÁ ÏÉÇÝ»Ý

³Ýí»ñ³Í»ÉÇ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ³ëïÇ�³ÝÝ»ñ: ²ÛëåÇëáí

³å³óáõó»óÇÝù Ñ»ï&Û³É Ã»áñ»ÙÁ.

Â»áñ»Ù 20.

�Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ ÙÇßï Ï³ñ»ÉÇ ¿ ïñáÑ»É óÇÏÉÇÏ

»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ, áñáÝó ÙÇÝÇÙ³É

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÁ ÏÉÇÝ»Ý ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ

³ëïÇ�³ÝÝ»ñ:
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�Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÇ Ù³ïñÇóÇ ÝáñÙ³É ï»ëùÁ

¸Çóáõù A : L  L ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñ ¿ & L-Á ïñáÑí³Í ¿

ÇÝí³ñÇ³Ýï »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇª L = L1 +̇. . . +̇Lk, dim Li = ni,

i = 1,2, . . . ,k,

dim L = n = ∑
i=1

k

ni:

ºÃ» E1, . . . , Ek-Ý Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ L1, . . . , Lk

»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ µ³½ÇëÝ»ñÇ ï³ññ»ñÇó Ï³½Ùí³Í ëÛáõÝ»ñÝ

»Ý, ³å³ª

E =

E1

⋮

Ek

³ÙµáÕç L ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý µ³½ÇëÝ ¿: ÆÝãå»ë ·Çï»Ýù, A ûå»ñïáñÇ

Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ E µ³½ÇëáõÙ áõÝÇ Ñ»ï&Û³É ï»ëùÁª

A =

A1 0 0

0 ⋱ 0

0 0 Ak

    (25)

³ÛëÇÝùÝ ûå»ñ³ïáñÇ Ù³ïñÇóÁ ïñáÑí³Í ¿ µÉáÏ»ñÇ áñáÝù, µ³óÇ

³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ µÉáÏ»ñÇó, ½ñáÛ³Ï³Ý »Ý, ÇëÏ ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝÝ»ñÁ

n1,n2, . . . ,nk ã³�³ÝÇ A1,A2, . . . , Ak Ù³ïñÇóÝ»ñ »Ýª A ûå»ñïáñÇ

Ý»ñÏ³Û³óáõÙÝ»ñÁ E1, . . . , Ek µ³½ÇëÝ»ñáõÙ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ:

¸Çóáõù L-Á ïñáÑí³Í ¿ óÇÏÉÇÏ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Áëï

Â»áñ»Ù 15-Çª

L = L1 +̇ L2 +̇. . . +̇Lk
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& ψ1θ, . . . ,ψkθ-Ý Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ L1, . . . , Lk-Ç ÙÇÝÇÙ³É

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÝ »Ý: ÜÏ³ñ³·ñ»Ýù (25) Ý»ñÏ³Û³óÙ³Ý i-ñ¹

³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ µÉáÏÁ, ³ÛëÇÝùÝ Ai Ù³ïñÇóÁ: Li »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý

Ù»ç ÁÝïñ»Ýù e ï³ññÁ, áñÇ ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¿

ψiθ-Ç Ñ»ï: ¸Çóáõù ψiθ = θni + αi1θni−1 +. . .+αini−1θ + αini : ä³ñ½ ¿,

áñ e,Ae, . . . ,Ani−1e Ñ³Ù³Ï³ñ·Á Li-Ç µ³½ÇëÝ ¿ &ª

Ei =

e

Ae

⋮

A
ni−1e

:

ä³ñ½ ¿ Ý³&, áñª

A
nie = −αi1A

ni−1e −. . .−αini−1Ae − αinie:

²ÛÅÙ ·ïÝ»Ýù ûå»ñ³ïáñÇ Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ Ei µ³½ÇëáõÙ, ³ÛëÇÝùÝ

Ï³éáõó»Ýù Ai Ù³ïñÇóÁ ³ÛÝå»ë, áñ AEi = AiEi: ¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É,

áñª
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AEi =

Ae

A
2e

A
3e

⋮

A
ni−1e

A
nie

=

0 1 0 0 . . . 0

0 0 1 0 . . . 0

0 0 0 1 . . . 0

⋮ ⋱

0 0 0 0 . . . 1

−αini −αini−1 −αini−2 −αini−3 . . . −αi1

e

Ae

A
2e

⋮

A
ni−2e

A
ni−1e

&ª

Ai =

0 1 0 0 . . . 0

0 0 1 0 . . . 0

0 0 0 1 . . . 0

⋮ ⋱

0 0 0 0 . . . 1

−αini −αini−1 −αini−2 −αini−3 . . . −αi1

    (26)

²ÛëåÇëáí ª

E =

E1

⋮

Ek

µ³½ÇëáõÙ ûå»ñ³ïáñÇ Ù³ïñÇóÇ ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ µÉáÏ»ñÝ (26)

ï»ëùÇ »Ý: ²Ûë ¹»åùáõÙ ³ëáõÙ »Ý, áñ Ù³ïñÇóÁ µ»ñí³Í ¿ ³é³çÇÝ
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µÝ³Ï³Ý ÝáñÙ³É ï»ëùÇ: Ø³ïñÇóÇ ³é³çÇÝ µÝ³Ï³Ý ÝáñÙ³É

ï»ëùÁ ÙÇ³ÏÝ ¿ ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ µÉáÏ»ñÇ ï»Õ³�áËáõÃÛ³Ý

�ßïáõÃÛ³Ùµ: ¸³ ³ÝÙÇç³å»ë µËáõÙ ¿ µÝáõÃ³·ñÇã Ù³ïñÇóÇ êÙÇÃÇ

ÝáñÙ³É ï»ëùÇ ÙÇ³ÏáõÃÛáõÝÇó (Â»áñ»Ù 13), áñÇó Ñ»ï&áõÙ ¿

ψ1θ, . . . ,ψkθ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ (ÇÝí³ñÇ³Ýï ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÇ)

ÙÇ³ÏáõÃÛáõÝÁ:

Ð³Ù³Ó³ÛÝ Â»áñ»Ù 17-Ç Ñ»ï&³ÝùÇ, Ai Ù³ïñÇóÇ µÝáõÃ³·ñÇã

µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ª

detAi − θE = −1niψiθ:

ÆÝãå»ë ·Çï»Ýù, Ý³&ª

detA − θE = ∏
i=1

k

−1niψiθ = −1nψ1θ. . .ψkθ:

ÜÙ³Ý Ó&áí, û·ïí»Éáí ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ïñáÑáõÙÇó, Áëï Â»áñ»Ù

20-Ç, Ïëï³Ý³Ýù Ù³ïñÇóÝ»ñÇ Ý»ñÏ³Û³óÙ³Ý »ñÏñáñ¹ µÝ³Ï³Ý

ÝáñÙ³É ï»ëùÁ:
Ø³ïñÇóÇ ³é³çÇÝ Ï³Ù »ñÏñáñ¹ µÝ³Ï³Ý ï»ëù»ñÁ Ï³éáõó»Éáõ

Ñ³Ù³ñ µ³í³Ï³Ý ¿ êÙÇÃÇ ÝáñÙ³É ï»ëùÇ µ»ñ»É ûå»ñ³ïáñÇ

µÝáõÃ³·ñÇã Ù³ïñÇóÁ & ëï³Ý³É ÇÝí³ñÇ³Ýï ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÁª

ψ1θ, . . . ,ψkθ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÁ:
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Ø³ïñÇóÇ Äáñ¹³ÝÛ³Ý ÝáñÙ³É ï»ëùÁ

²ÛÅÙ »ÝÃ³¹ñ»Ýù, áñ K ¹³ßïÁ, áñÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ Ï³éáõí³Í ¿ L

·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÇ ¹³ßïÝ ¿, ³ÛëÇÝùÝª K = ℂ:

¸Çóáõù A : L  L ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñ ¿ & L ·Í³ÛÇÝ

ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ ïñáÑí³Í ¿ óÇÏÉÇÏ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ,

Ñ³Ù³Ó³ÛÝ Â»áñ»Ù 15-Çª L = L1 +̇. . . +̇Lk, ψ1θ, . . . ,ψkθ

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÁ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÝ »Ý,

áñáÝó Ñ³Ù³ñ ψi+1θ-Ý ψiθ-Ç µ³Å³Ý³ñ³ñÝ ¿, i = 1,2, . . . , k − 1:

ì»ñ³Í»Ýù ³Û¹ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÁ ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ ³ñï³¹ñÇãÝ»ñÇ, áñáÝù

ÏÉÇÝ»Ý ·Í³ÛÇÝ, ù³ÝÇ áñ ÏáÙåÉ»ùë ¹³ßïáõÙ µáÉáñ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÁ

í»ñÉáõÍíáõÙ »Ý ·Í³ÛÇÝ ³ñï³¹ñÇãÝ»ñÇª

ψ1θ = θ − λ1α1θ − λ2α2 . . . θ − λpαp

ψ2θ = θ − λ1β1θ − λ2β2 . . . θ − λpβp

⋮

ψkθ = θ − λ11θ − λ22 . . . θ − λpp

αj ≥ βj ≥. . .≥ j, j = 1, 2, . . . ,p

²ÛÅÙ, Ñ³Ù³Ó³ÛÝ Â»áñ»Ù 16-Ç, ÏïñáÑ»Ýù L1-Á ÇÝí³ñÇ³Ýï

»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ, áñáÝù ÏÉÇÝ»Ý óÇÏÉÇÏ & Ýñ³Ýó ÙÇÝÇÙ³É

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÁ ÏÉÇÝ»Ý θ − λ1α1-Á, θ − λ2α2-Á, ...,θ − λpαp-Á:

ÜÙ³Ý Ó&áí ÏïñáÑ»Ýù ÙÝ³ó³Í Li-Ý»ñÁ & L ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ ÏïñáÑíÇ

óÇÏÉÇÏ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ, áñáÝó ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÁ

ÏÉÇÝ»Ý ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ³ëïÇ�³ÝÝ»ñ:

²ÛëåÇëáí, Ïëï³Ý³Ýù A ûå»ñ³ïáñÇ Ù³ïñÇóÁ »ñÏñáñ¹ µÝ³Ï³Ý

ÝáñÙ³É ï»ëùáí: öáñÓ»Ýù ³í»ÉÇ å³ñ½»óÝ»É ³Û¹ Ù³ïñÇóÇ ï»ëùÁ:

ö³ëïáñ»Ý Ù»Ýù áõÝ»Ýù L ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ÙÇ ïñáÑáõÙ óÇÏÉÇÏ

»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ L = L1 +̇. . . +̇Lm, ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ ³Ù»Ý ÙÇ Li-Ç
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ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ áõÝÇ Ñ»ï&Û³É ï»ëùÁª θ − λs, áñï»Õ λ ∈ K:

¸Çóáõù e-Ý Li-Ç ³ÛÝ ï³ññÝ ¿, áñÇ ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ θ − λs-Ý ¿:

Î³éáõó»Ýù Li-Ç Ñ»ï&Û³É µ³½ÇëÁª e, A − λIe, . . . , A − λIs−1e: ê³

ÇëÏ³å»ë µ³½Çë ¿, ù³ÝÇ áñ ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë Ñ³Ù³Ï³ñ· ¿ (Ñ³Ï³é³Ï

¹»åùáõÙ Ïëï³Ý³ÛÇÝù s-Çó �áùñ ³ëïÇ�³ÝÇ í»ñ³óÝáÕ µ³½Ù³Ý¹³Ù ):

Üß³Ý³Ï»Ýù e1 = A − λIs−1e, e2 = A − λIs−2e,...,es−1 = A − λIe,

es = e &

Ei =

e1

e2

⋮

es

:

ä³ñ½ ¿, áñ A − λIe1 = 0 & Ae1 = λe1, A − λIe2 = e1 &

Ae2 = λe2 + e1,..., A − λIes = es−1 & Aes = λes + es−1: àõñ»ÙÝª

AEi =

Ae1

Ae2

Ae3

⋮

Aes

=

λe1

λe2 + e1

λe3 + e2

⋮

λes + es−1

=

λ 0 … 0 0

1 λ … 0 0

0 1 … 0 0

⋮ ⋱ ⋱ ⋮

0 0 … 1 λ

e1

e2

e3

⋮

es

= AiEi

²ÛëÇÝùÝ, Ei µ³½ÇëáõÙ Ù³ïñÇóÇ µáÉáñ ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï³ññ»ñÁ

Ñ³í³ë³ñ »Ý λ-Ç, ³ÝÏÛáõÝ³·ÍÇÝ ½áõ·³Ñ»é Ý»ñù&Ç ß³ñùÇ ï³ññ»ñÁ

Ù»Ï»ñ »Ý, ÇëÏ ÙÝ³ó³Í ï³ññ»ñÁª ½ñáÝ»ñ: ²ÛëåÇëÇ Ù³ïñÇóÁ ÏáãíáõÙ
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¿ λ ë»�³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ s-ñ¹ Ï³ñ·Ç

Äáñ¹³ÝÛ³Ý í³Ý¹³Ï (Ù³ïñÇóÇ ï»ëùÇó ³ÝÙÇç³å»ë »ñ&áõÙ ¿,

áñ λ-Ý ë»�³Ï³Ý ³ñÅ»ù ¿): Ø»Ýù ³ñ¹»Ý ëï³ó»É ¿ÇÝù, áñ

detA − λE = −1nψ1λ. . .ψkλ, áõëïÇ λ1, . . . ,λp Ãí»ñÁ A

ûå»ñ³ïáñÇ µáÉáñ ë»�³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÝ »Ý & λi-Ç å³ïÇÏáõÃÛáõÝÁ

Ñ³í³ë³ñ ¿

αi + βi +. . .+i = mi, i = 1,2, . . . , p

&

∑
i=1

p

mi = n = dim L:

²Ù»Ý ÙÇ λi-Ç A Ù³ïñÇóáõÙ ÏÑ³Ù³å³ï³ëË³ÝÇ Ù»Ï αi-ñ¹ Ï³ñ·Ç

Äáñ¹³ÝÛ³Ý í³Ý¹³Ï, Ù»Ï βi-ñ¹ Ï³ñ·Ç Äáñ¹³ÝÛ³Ý í³Ý¹³Ï ... Ù»Ï

i-ñ¹ Ï³ñ·Ç Äáñ¹³ÝÛ³Ý í³Ý¹³Ï: ´áÉáñ λi-ÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ

í³Ý¹³ÏÝ»ñÇ Ï³ñ·»ñÇ ·áõÙ³ñÁ ÏÉÇÝÇ Ñ³í³ë³ñ mi:

ì»ñÁ ÝÏ³ñ³·ñí³Í Äáñ¹³ÝÛ³Ý í³Ý¹³ÏÝ»ñÇó µ³ÕÏ³ó³Í

Ù³ïñÇóÁ ÏáãíáõÙ ¿ Äáñ¹³ÝÛ³Ý ÝáñÙ³É Ó&Ç Ù³ïñÇó: ²ÛëÇÝùÝ,
Ï³Ù³Û³Ï³Ý A Ù³ïñÇó ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÇ ¹³ßïáõÙ µ»ñíáõÙ ¿

Äáñ¹³ÝÛ³Ý ÝáñÙ³É ï»ëùÇª Ï·ïÝíÇ T ãí»ñ³ë»ñí³Í ³ÝóÙ³Ý

Ù³ïñÇóª ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ T−1AT-Ý Äáñ¹³ÝÛ³Ý ÝáñÙ³É ï»ëùÇ ¿:

Ø³ïñÇóÇ Äáñ¹³ÝÛ³Ý ÝáñÙ³É ï»ëùÁ ÙÇ³ÏÝ ¿ í³Ý¹³ÏÝ»ñÇ

ï»Õ³�áËáõÃÛ³Ý �ßïáõÃÛ³Ùµ: ¸³ ³ÝÙÇç³å»ë Ñ»ï&áõÙ ¿

ÇÝí³ñÇ³Ýï ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÇ & ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ

ÙÇ³ÏáõÃÛáõÝÇó:

ÜÏ³ï»Ýù, áñ s-ñ¹ Ï³ñ·Ç Äáñ¹³ÝÛ³Ý í³Ý¹³ÏÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ·ñ»É

Ñ»ï&Û³É Ï»ñå.
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λEs + Hs

áñï»Õ Es-Á ÙÇ³íáñ s ã³�³ÝÇ Ù³ïñÇóÝ ¿, ÇëÏ Hs-Á ³Ûëå»ë Ïáãí³Í

"ï»Õ³ß³ñÅÇ" s ã³�³ÝÇ Ù³ïñÇóÝ ¿ ª

0 0 … 0 0

1 0 … 0 0

0 1 … 0 0

⋮ ⋱

0 0 … 1 0

¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É, áñ Hs
2 Ù³ïñÇóáõÙ Ù»Ï»ñÇ ß³ñùÁ

ï»Õ³ß³ñÅí³Í ¿ ÙÇ ß³ñù Ý»ñù& Hs-Ç Ñ³Ù»Ù³ï, Hs
3-áõÙ ª »ñÏáõ ß³ñù

& ³ÛÉÝ: Ð»ï&³µ³ñª

rankHs
p =

s − p, »ñµ 0 < p ≤ s

0, »ñµ p > s
:

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. A : L  L ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÇ ÙÇçáõÏÇ ã³�Á ÏáãíáõÙ

¿ ûå»ñ³ïáñÇ ¹»ý»Ïï & Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿ª defA:

ä³ñ½ ¿, áñ defA = dim L − rankA (ï»ë Â»áñ»Ù 6-Á): ø³ÝÇ áñ

ûå»ñ³ïáñÇ é³Ý·Á Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¿ ûå»ñ³ïáñÁ Ý»ñÏ³Û³óÝáÕ

Ù³ïñÇóÇ é³Ý·Ç Ñ»ï, ³å³ Ï³ñáÕ »Ýù ë³ÑÙ³Ý»É Ý³& n-ã³�³ÝÇ A

Ù³ïñÇóÇ ¹»ý»ÏïÁ áñå»ëª

defA = n − rankA:

î»Õ³ß³ñÅÇ Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ù³ñ Ïëï³Ý³Ýùª
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defHs
p =

p, »ñµ 0 ≤ p ≤ s

s, »ñµ p > s
:

¸Çóáõù A : L  L ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÁ Ý»ñÏ³Û³óí³Í ¿ A

Ù³ïñÇóáí, dim L = n & λ1, . . . ,λm-Á ûå»ñ³ïáñÇ µáÉáñ ë»�³Ï³Ý

³ñÅ»ùÝ»ñÝ »Ý, áñáÝó å³ïÇÏáõÃÛáõÝÝ»ñÁ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ

k1, . . . ,km Ãí»ñÝ »Ý: ä³ñ½ ¿, áñ∑
i=1

m

ki = n:

Üß³Ý³Ï»Ýù ds
p-áí defA − λsEp-Ý, μs

p-áí λs ë»�³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇÝ

Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ p-ã³�³ÝÇ Äáñ¹³ÝÛ³Ý í³Ý¹³ÏÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ

A-Ç Äáñ¹³ÝÛ³Ý ÝáñÙ³É Ó&Ç Ù³ïñÇóáõÙ &, í»ñç³å»ë, μs-áí λs

ë»�³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ µáÉáñ Äáñ¹³ÝÛ³Ý

í³Ý¹³ÏÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ A-Ç Äáñ¹³ÝÛ³Ý ÝáñÙ³É Ó&Ç Ù³ïñÇóáõÙ:

²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ μs = ∑
p=1

ks

μs
p & ds

0 = 0:

Â»áñ»Ù 21.

μs
m = 2ds

m − ds
m+1 − ds

m−1

²å³óáõÛó. Ð³ßí»Ýù A − λsEm Ù³ïñÇóÇ ¹»ý»ÏïÁ »ñµ m > 0:

Üß³Ý³Ï»Ýù J-áí A Ù³ïñÇóÇ Äáñ¹³ÝÛ³Ý ï»ëùÇ Ù³ïñÇóÁ: àõëïÇ,

·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ T ³ÝóÙ³Ý Ù³ïñÇóÁ, áñÇ Ñ³Ù³ñ J = T−1AT:

Ð»ï&³µ³ñ, J − λsE = T−1A − λsET &

J − λsEm = T−1A − λsEmT: Â»áñ»Ù 8-Çó ëï³ÝáõÙ »Ýù, áñ

defJ − λsEm = defA − λsEm: àõëïÇ, ds
m = defJ − λsEm: ¸ÛáõñÇÝ

¿ Ñ³Ùá½í»É, áñ J − λsEm Ù³ïñÇóÇ ¹»ý»ÏïÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ Ýñ³

³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ µÉáÏ»ñÇª Äáñ¹³ÝÛ³Ý í³Ý¹³ÏÝ»ñÇ ¹»ý»ÏïÝ»ñÇ

·áõÙ³ñÇÝ, ÇëÏ ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ µÉáÏ»ñÁ J − λsE-Ç ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ

107



µÉáÏ»ñÇ m-ñ¹ ³ëïÇ�³ÝÝ»ñÝ »Ý: ²Ù»Ý ÙÇ Äáñ¹³ÝÛ³Ý í³Ý¹³Ï

J − λsE Ù³ïñÇóáõÙ, áñÁ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÙ ¿ áñ&¿ λi ë»�³Ï³Ý

³ñÅ»ùÇ áõÝÇ Ñ»ï&Û³É ï»ëùÁ

λi − λs 0 … 0 0

1 λi − λs … 0 0

0 1 … 0 0

⋮ ⋱ ⋱

0 0 … 1 λi − λs

áõëïÇ, »ñµ i ≠ s ³Û¹ í³Ý¹³ÏÇ ¹»ý»ÏïÁ ½ñá ¿, ÇëÏ i = s ¹»åùáõÙ

³Û¹ í³Ý¹³ÏÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¿ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý ï»Õ³ß³ñÅÇ H

Ù³ïñÇóÇ Ñ»ï: ºÃ» Ýß³Ý³Ï»Ýù p1, . . . , pμs-áí λs-ÇÝ

Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ Äáñ¹³ÝÛ³Ý í³Ý¹³ÏÝ»ñÇ ã³�»ñÁ J Ù³ïñÇóáõÙ,

³å³∑
i=1

μs

pi = ks &

ds
m = defJ − λsEm = ∑

i=1

μs

defHpi
m

�Çï»Ýù, áñª

defHf
g =

g, »ñµ 0 ≤ g ≤ f

f, »ñµ g > f
:

àõëïÇ, »Ã» g ≥ 1, ³å³ª

defHpi
g =

defHpi
g−1 + 1, »ñµ 0 ≤ g − 1 < pi

defHpi
g−1

, »ñµ g − 1 ≥ pi

&
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ds
g = ∑

i=1

μs

defHpi
g = ∑

i=1

μs

defHpi
g−1 + ∑

j=1

0≤g−1<j

μs

μs
j = ds

g−1 + μs −∑
i=1

g−1

μs
i

    (27)

î»Õ³¹ñ»Ýù (27)-Ç Ù»ç g = m + 1 & g = m, Ïëï³Ý³Ýùª

ds
m+1 = ds

m + μs −∑
i=1

m

μs
i

ds
m = ds

m−1 + μs −∑
i=1

m−1

μs
i

ºñÏñáñ¹ Ñ³í³ë³ñáõÙÇó Ñ³Ý»Ýù ³é³çÇÝÁ & Ïëï³Ý³Ýù Ã»áñ»ÙÇ

åÝ¹áõÙÁ: Â»áñ»ÙÝ ³å³óáõóí³Í ¿:

²ÛëåÇëáí, Â»áñ»Ù 21-Ç û·ÝáõÃÛ³Ùµ Ï³ñ»ÉÇ ¿ Ï³éáõó»É A

Ù³ïñÇóÇ Äáñ¹³ÝÛ³Ý í³Ý¹³ÏÝ»ñÁ &, áõëïÇ, Äáñ¹³ÝÛ³Ý ÝáñÙ³É

Ó&Á (ÇÑ³ñÏ», »Ã» ·ïÝí³Í »Ý µáÉáñ ë»�³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÁ & Ýñ³Ýó

å³ïÇÏáõÃÛáõÝÝ»ñÁ): ºÃ» Ñ³ñÏ³íáñ ¿ ·ïÝ»É Ý³& Äáñ¹³ÝÛ³Ý

µ³½ÇëÇÝ ³ÝóÙ³Ý Ù³ïñÇóÁª T-Ý, ³å³ ³ÛÝ ·ïÝíáõÙ ¿ TJ = AT

å³ÛÙ³ÝÇó, áñÝ Çñ»ÝÇó Ý»ñÏ³Û³óÝáõÙ ¿ ·Í³ÛÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ

Ñ³Ù³Ï³ñ·, »Ã» T Ù³ïñÇóÇ ï³ññ»ñÁ ¹Çï³ñÏ»Ýù áñå»ë

³ÝÑ³ÛïÝ»ñ:

úñÇÝ³Ï

Î³éáõó»Ýù Ñ»ï&Û³É Ù³ïñÇóÇ Äáñ¹³ÝÛ³Ý ÝáñÙ³É ï»ëùÁ,

Ï³éáõó»Éáí ¹ñ³ µÝáõÃ³·ñÇã Ù³ïñÇóÇ êÙÇÃÇ ÝáñÙ³É ï»ëùÁª
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A =

2 0 0 0

−1 1 0 0

0 −1 0 −1

1 1 1 2

Î³éáõó»Ýù Ù³ïñÇóÇ µÝáõÃ³·ñÇã Ù³ïñÇóÁª

A − θE =

2 − θ 0 0 0

−1 1 − θ 0 0

0 −1 −θ −1

1 1 1 2 − θ

& Ñ³Ù³Ó³ÛÝ Â»áñ»Ù 11-Ç êÙÇÃÇ ÝáñÙ³É ï»ëùÁª

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 θ − 1 0

0 0 0 θ − 12θ − 2

Ð»ï&³µ³ñ, ÇÝí³ñÇ³Ýï ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÝ »Ýª

ψ1θ = θ − 12θ − 2 & ψ2θ = θ − 1: ²Ûë µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ

Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ (ïíÛ³É ¹»åùáõÙ ·Í³ÛÇÝ) ³ñï³¹ñÇãÇÝ

Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÙ ¿ Ù»Ï Äáñ¹³ÝÛ³Ý í³Ý¹³Ïª θ − 12-ÇÝ λ = 1

ë»�³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ Ù»Ï Ñ³ï 2-ã³�³ÝÇ

í³Ý¹³Ï, θ − 2-ÇÝª λ = 2 ë»�³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ

Ù»Ï Ñ³ï 1-ã³�³ÝÇ í³Ý¹³Ï & θ − 1-ÇÝ λ = 1 ë»�³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇÝ

Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ Ù»Ï Ñ³ï 1-ã³�³ÝÇ í³Ý¹³Ï: àõëïÇ, Ù³ïñÇóÇ

Äáñ¹³ÝÛ³Ý ÝáñÙ³É ï»ëùÁ Ñ»ï&Û³ÉÝ ¿ ª
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1 0 0 0

1 1 0 0

0 0 2 0

0 0 0 1

Î³éáõó»Ýù ³ÛÅÙ ÝáõÛÝ Ù³ïñÇóÇ Äáñ¹³ÝÛ³Ý ÝáñÙ³É ï»ëùÁ,

û·ïí»Éáí Â»áñ»Ù 21-Ç μs
m = 2ds

m − ds
m+1 − ds

m−1 µ³Ý³Ó&Çó:

î»ë³Ýù, áñ Ù³ïñÇóÇ ë»�³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÝ »Ýª λ = 1, áñÇ

å³ïÇÏáõÃÛáõÝÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ 3-Ç & λ = 2, áñÇ å³ïÇÏáõÃÛáõÝÁ

Ñ³í³ë³ñ ¿ 1-Ç:

Î³½Ù»Ýù A − E Ù³ïñÇóÁ & Ñ³ßí»Ýù ¹ñ³ ³ëïÇ�³ÝÝ»ñÁª

A − E =

1 0 0 0

−1 0 0 0

0 −1 −1 −1

1 1 1 1

A − E2 = A − E3 =

1 0 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0

¸ÛáõñÇÝ ¿ ï»ëÝ»É, áñª

rankA − E = 2

&

rankA − E2 = A − E3 = 1,

áõëïÇª d1 = 4 − 2 = 2, d2 = d3 = 4 − 1 = 3: êï³ÝáõÙ »Ýù, áñª

μ1 = 2d1 − d0 − d2 = 2 × 2 − 0 − 3 = 1
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&

μ2 = 2d2 − d1 − d3 = 2 × 3 − 2 − 3 = 1:

ø³ÝÇ áñ μ1 + 2μ2 = 1 + 2 = 3 Ñ³í³ë³ñ ¿ λ = 1-Ç

å³ïÇÏáõÃÛ³ÝÁ, ³å³ Äáñ¹³ÝÛ³Ý ÝáñÙ³É ï»ëùáõÙ Ï³Ý λ = 1

ë»�³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ Ù»Ï Ñ³ï 1-ã³�³ÝÇ í³Ý¹³Ï

& Ù»Ï Ñ³ï 2-ã³�³ÝÇ í³Ý¹³Ï:

Î³½Ù»Ýù A − 2E Ù³ïñÇóÁ & Ñ³ßí»Ýù ¹ñ³ ³ëïÇ�³ÝÝ»ñÁª

A − 2E =

0 0 0 0

−1 −1 0 0

0 −1 −2 −1

1 1 1 0

A − 2E2 =

0 0 0 0

1 1 0 0

0 2 3 2

−1 −2 −2 −1

ä³ñ½ ¿, áñª

rankA − 2E = 3

&

rankA − 2E2 = 3,

áõëïÇ d1 = 4 − 3 = 1, d2 = 4 − 3 = 1: êï³ÝáõÙ »Ýù, áñª

μ1 = 2d1 − d0 − d2 = 2 × 1 − 0 − 1 = 1

&

μ2 = 2d2 − d1 − d3 = 2 × 1 − 1 − 1 = 0:

àõñ»ÙÝ, Äáñ¹³ÝÛ³Ý ÝáñÙ³É ï»ëùáõÙ Ï³ λ = 2 ë»�³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇÝ
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Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ Ù»Ï Ñ³ï 1-ã³�³ÝÇ í³Ý¹³Ï: ¸³ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¿

³Û¹ ë»�³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇ å³ïÇÏáõÃÛ³Ý Ñ»ï: àõñ»ÙÝ, Ù³ïñÇóÇ

Äáñ¹³ÝÛ³Ý ï»ëùÁ Ñ»ï&Û³ÉÝ ¿ª

1 0 0 0

1 1 0 0

0 0 2 0

0 0 0 1
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Ø³ïñÇóÇ Äáñ¹³ÝÛ³Ý ÝáñÙ³É ï»ëùÝ Çñ³Ï³Ý
Ãí»ñÇ ¹³ßïÇ ¹»åùáõÙ

ºñµ ÑÇÙÝ³Ï³Ý ¹³ßïÁ, áñÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ ¿ ë³ÑÙ³Ýí³Í L ·Í³ÛÇÝ

ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ, Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ ¹³ßïÝ ¿, ³ÛëÇÝùÝ, K = R, ·Í³ÛÇÝ

ûå»ñ³ïáñÇ Ù³ïñÇóÁ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ¹»åùáõÙ ãÇ Ï³ñ»ÉÇ µ»ñ»É

»é³ÝÏÛáõÝ³Ó& &, áõëïÇ, Äáñ¹³ÝÛ³Ý ÝáñÙ³É ï»ëùÇ, ë³Ï³ÛÝ ÙÇßï

Ï³ñ»ÉÇ ¿ Ï³éáõó»É ÙÇ µ³½Çë, áñáõÙ Ù³ïñÇóÁ ÏáõÝ»Ý³ µ³í³Ï³ÝÇÝ

å³ñ½ ï»ëù, áñÁ Ñ³Ù³ñíáõÙ ¿ Äáñ¹³ÝÛ³Ý ÝáñÙ³É ï»ëùÇ ³Ý³Éá·Ý

Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ ¹³ßïÇ Ñ³Ù³ñ:

¸Çóáõù K = R, A : L  L ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñ ¿, L-Á ïñáÑí³Í ¿

ÇÝí³ñÇ³Ýï óÇÏÉÇÏ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Áëï Â»áñ»Ù 20-Ç &

³Ù»Ý ÙÇ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ ³Ýí»ñ³Í»ÉÇ

µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ³ëïÇ�³Ý ¿: Æñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ ¹³ßïÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ

³Ýí»ñ³Í»ÉÇ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÝ »Ý ·Í³ÛÇÝ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÁ &

ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ ³ÛÝ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÁ, áñáÝó ¹ÇëÏñÇÙÇÝ³ÝïÁ

µ³ó³ë³Ï³Ý ¿: àõëïÇ, L-Ç ïñáÑÙ³Ý »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ

ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÁ Ï³ñáÕ »Ý áõÝ»Ý³É Ñ»ï&Û³É »ñÏáõ ï»ëù»ñÇó

Ù»ÏÁª θ − λs, áñï»Õ λ ∈ K, Ï³Ù ¿É θ − σ2 + τ2s, áñï»Õ σ-Ý & τ-Ý

Çñ³Ï³Ý Ãí»ñ »Ý, ÁÝ¹ áñáõÙ τ > 0: ²é³çÇÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ ÙÇÝÇÙ³É

µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ θ − λs-Ý ¿, ù³ÝÇ áñ λ-Ý Çñ³Ï³Ý ¿, ³å³ ïíÛ³É

»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛ³ÝÁ ÏÑ³Ù³å³ï³ëË³Ý»Ý Äáñ¹³ÝÛ³Ý í³Ý¹³ÏÝ»ñ:

ºñÏñáñ¹ ¹»åùáõÙ Äáñ¹³ÝÛ³Ý í³Ý¹³ÏÝ»ñ ãÇ Ï³ñ»ÉÇ Ï³éáõó»É &

Ù»Ýù Ïí³ñí»Ýù ³ÛÉ Ï»ñå:

àõñ»ÙÝ ¹Çóáõù ïñí³Í ¿ M óÇÏÉÇÏ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ, áñÁ

Ù³ëÝ³ÏóáõÙ ¿ L-Ç ïñáÑÙ³ÝÁ & áñÇ ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ ¿

θ − σ2 + τ2p-Á, áñï»Õ σ-Ý & τ-Ý Çñ³Ï³Ý Ãí»ñ »Ý, ÁÝ¹ áñáõÙ

τ > 0: ø³ÝÇ áñ M-Á ÇÝí³ñÇ³Ýï ¿ A-Ç ÝÏ³ïÙ³Ùµ, ³å³ A-Ý
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ÝáõÛÝå»ë ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñ ¿ M-Ç íñ³ª A : M  M:

¸Çï³ñÏ»Ýù B : M  M ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÁ, áñÁ ë³ÑÙ³ÝíáõÙ ¿

áñå»ë B = A − σI, áñï»Õ I-Ý ÝáõÛÝ³µ³ñ ûå»ñ³ïáñÝ ¿: ä³ñ½ ¿, áñ B-Ç

ÝÏ³ïÙ³Ùµ M »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ ÏÉÇÝÇ

θ2 + τ2p µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ: ºÃ» A Ù³ïñÇóÁ Ý»ñÏ³Û³óÝáõÙ ¿ A-Ý áñ&¿

µ³½ÇëáõÙ, ³å³ A − σE Ù³ïñÇóÁ Ý»ñÏ³Û³óÝáõÙ ¿ B-Ý: àõëïÇ, »Ã»

Ï³éáõó»Ýù B-Ç áñ&¿ å³ñ½ Ý»ñÏ³Û³óáõÙ B Ù³ïñÇóáí, ³å³

Ñ»ßïáõÃÛ³Ùµ ¹ñ³ÝÇó Ï³ÝóÝ»Ýù A-Ç Ý»ñÏ³Û³óÙ³ÝÁ A = B + σE

µ³Ý³Ó&áí:

²ÛëåÇëáí, �áñÓ»Ýù ·ïÝ»É Äáñ¹³ÝÛ³Ý í³Ý¹³ÏÝ»ñÇ ³Ý³Éá·Á B

ûå»ñ³ïáñÇ Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ù³ñ:

ÎñÏÝ»Ýù, áñ B : M  M, dim M = n & ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ ¿

θ2 + τ2p µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ, áñï»Õ τ > 0:

üÇùë»Ýù áñ&¿ µ³½Çëª e1, . . . , en & ¹ñ³Ýáí ÇëÏ ë³ÑÙ³Ý»Ýù M-Ç &

VnR = α1, . . . ,αn ∣ αj ∈ R, j = 1,2, . . . , n-Ç

ÙÇç& Ç½áÙáñýÇ½Ù. M-Ç Ï³Ù³Û³Ï³Ý x ï³ññÇÝ ÏÑ³Ù³å³ï³ëË³ÝÇ

e1, . . . ,en µ³½ÇëáõÙ Ýñ³ x = α1e1 +. . .+αnen Ý»ñÏ³Û³óÙ³Ý

Ïáñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ í»ÏïáñÁ α1, . . . ,αn-Á: ´³½Çë³ÛÇÝ ej ï³ññÇÝ

ÏÑ³Ù³å³ï³ëË³ÝÇ

0,0, . . . , 0,

j-ñ¹ ï»ÕÁ


1 ,0, . . . , 0

í»ÏïáñÁ: ä³ñ½ ¿, áñ

VnR ⊆ Vnℂ = α1, . . . ,αn ∣ αj ∈ ℂ, j = 1, 2, . . . ,n:

¸ÛáõñÇÝ ¿ ÝÏ³ï»É, áñ e1, . . . , en ï³ññ»ñÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ

í»ÏïáñÝ»ñÁ VnR-áõÙ ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë »Ý Ý³& Vnℂ-áõÙ & Ï³½ÙáõÙ

»Ý µ³½Çë: àõëïÇ, Ù»Ýù Ï³ñáÕ »Ýù ÁÝ¹É³ÛÝ»É M-Á ÙÇÝã& ÙÇ ·Í³ÛÇÝ

ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ℂ-Ç ÝÏ³ïÙ³Ùµ Ñ»ï&Û³É Ï»ñå: üáñÙ³É Ó&áí
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³í»É³óÝ»Ýù M-ÇÝ µáÉáñ αej ³ñï³¹ñÛ³ÉÝ»ñÁ, áñï»Õ α ∈ ℂ, &

Ï³½Ù»Ýù ëï³óí³Í µ³½ÙáõÃÛ³Ý ·Í³ÛÇÝ Ã³Õ³ÝÃÁ ℂ-Ç ÝÏ³ïÙ³Ùµ:

Îëï³Ý³Ýù Ñ»ï&Û³É µ³½ÙáõÃÛáõÝÁª

M̃ = α1e1 +. . .+αnen ∣ αj ∈ ℂ, j = 1,2, . . . ,n,

áñÁ Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ ¿ ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ℂ-Ç ÝÏ³ïÙ³Ùµ &

Ç½áÙáñý ¿ Vnℂ-ÇÝ, áõëïÇ dim M̃ = n: ºÃ» α1, . . . ,αn-Á Çñ³Ï³Ý »Ý,

³å³ α1e1 +. . .+αnen ∈ M: ä³ñ½ ¿, áñ ÇÙ³ëï áõÝÇ Ëáë»É M̃

ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ï³ññÇ Ñ³Ù³ÉáõÍÇ Ù³ëÇÝª »Ã»

x = α1e1 +. . .+αnen ∈ M̃, ³å³ x̄ = ᾱ1e1 +. . .+ᾱnen: ºÃ»

x = α1e1 +. . .+αnen ∈ M, ³å³ x = x̄: ÜÏ³ï»Ýù, áñ ej µ³½Çë³ÛÇÝ

ï³ññÇ Ïáñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÝ »Ýª

0,0, . . . , 0,

j-ñ¹ ï»ÕÁ


1 ,0, . . . , 0

& ÇëÏ³å»ë ej = ēj:

²ÛÅÙ ï³ñ³Í»Ýù B ûå»ñ³ïáñÇ ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÁ ³ÙµáÕç M̃ íñ³:

Üß³Ý³Ï»Ýù B̃-áí ÁÝ¹É³ÛÝí³Í ûå»ñ³ïáñÁª B̃ : M̃  M̃, áñÁ ·áñÍáõÙ

¿ Ñ»ï&Û³É Ï»ñåª »Ã» x = α1e1 +. . .+αnen ∈ M̃, ³å³

B̃x = α1Be1 +. . .+αnBen: ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ B̃-Ý ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñ ¿ M̃-Ç

íñ³ ℂ ¹³ßïÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ & B̃-Ç ë³ÑÙ³Ý³�³ÏáõÙÁ M íñ³ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ

¿ B-Ç Ñ»ï: Üáñ ûå»ñ³ïáñÇ Ñ³Ù³ñ θ2 + τ2p µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ ÏÉÇÝÇ

í»ñ³óÝáÕ: ÆëÏ³å»ë,

B̃2 + τ2
Ipx = ∑

k=1

n

αkB̃2 + τ2
Ipek = ∑

k=1

n

αkB2 + τ2
Ipek,

ù³ÝÇ áñ ej ∈ M: ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ B2 + τ2
Ipej = 0, áõëïÇ

B̃2 + τ2
Ipx = 0: Æñ³Ï³ÝáõÙ, θ2 + τ2p µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ ÏÉÇÝÇ ÙÇÝÇÙ³É

B̃-Ç Ñ³Ù³ñ: ÆëÏ³å»ë, ¹Çóáõù hθ = θ − iτsθ + iτt µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ

θ2 + τ2p = θ − iτpθ + iτp µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ë»�³Ï³Ý µ³Å³Ý³ñ³ñÝ

116



¿ (³ÛëÇÝùÝ s + t < 2p) & í»ñ³óÝáÕ ¿ B̃-Ç Ñ³Ù³ñ: ¸ÛáõñÇÝ ¿ ï»ëÝ»É, áñ

hθ = h1θ + ih2θ, áñï»Õ h1θ & h2θ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇó

³éÝí³½Ý Ù»ÏÁ ½ñáÛ³Ï³Ý ã¿: Üß³Ý³Ï»Ýù e-áí M-Ç ³ÛÝ ï³ññÁ, áñÇ

ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¿ ³ÙµáÕç ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ÙÇÝÇÙ³É

µ³½Ù³Ý¹³ÙÇª θ2 + τ2p Ñ»ï: ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ

0 = hB̃e = h1B̃e + ih2B̃e = h1Be + ih2Be

&

h1Be = h2Be = 0:

ø³ÝÇ áñ deg h1θ, deg h2θ ≤ deghθ < 2p, ³å³ e-Ç Ñ³Ù³ñ

ëï³ÝáõÙ »Ýù Çñ³Ï³Ý ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñáí í»ñ³óÝáÕ µ³½Ù³Ý¹³Ù, áñÇ

³ëïÇ�³ÝÁ �áùñ ¿ 2p-Çó, ÇÝãÝ ³ÝÑÝ³ñ ¿:

ø³ÝÇ áñ θ2 + τ2p = θ − iτpθ + iτp, ³å³ ÙÇÝÇÙ³É

µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ Ý»ñÏ³Û³óí³Í ¿ �áË³¹³ñÓ³µ³ñ å³ñ½

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ ï»ëùáí (³ÛëáõÑ»ï& i-Ý

Ïû·ï³·áñÍ»Ýù µ³ó³é³å»ë Ï»ÕÍ ÙÇ³íáñÁ Ýß³Ý³Ï»Éáõ Ñ³Ù³ñ):

ÎÇñ³é»Ýù Â»áñ»Ù 16-Á & ïñáÑ»Ýù M̃-Á »ñÏáõ ÇÝí³ñÇ³Ýï (å³ñ½ ¿,

áñ óÇÏÉÇÏ) »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ, áñáÝó ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÝ

»Ýª θ − iτp & θ + iτp: Îëï³Ý³Ýù M̃ = L− +̇ L+ & θ − iτp-Á

ÙÇÝÇÙ³É ¿ L−-Ç Ñ³Ù³ñ, ÇëÏ θ + iτp-Áª L+-Ç: î»ÕÇ áõÝÇ Ñ»ï&Û³É

Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÁª

B̃ − iτIpx = 0  x ∈ L−

B̃ + iτIpx = 0  x ∈ L+
    (28)

ÆëÏ³å»ë, x ∈ L−  B̃ − iτIpx = 0 & x ∈ L+  B̃ + iτIpx = 0

Ñ»ï&áõÙ »Ý θ − iτp & θ + iτp µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ÙÇÝÇÙ³ÉáõÃÛáõÝÇó:

ø³ÝÇ áñ θ − iτp & θ + iτp µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÁ �áË³¹³ñÓ³µ³ñ

å³ñ½ »Ý, ³å³ Ï·ïÝí»Ý φ1θ & φ2θ ∈ ℂθ, áñª
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1 = φ1θθ − iτp + φ2θθ + iτp

&, áõëïÇ,

I = φ1B̃B̃ − iτIp + φ2B̃B̃ + iτIp:

¸Çóáõù x = x− + x+ ∈ M̃ , áñï»Õ x− ∈ L−,x+ ∈ L+ &

B̃ − iτIpx = 0, ³å³ª

0 = B̃ − iτIpx =

=0

B̃ − iτIpx− +B̃ − iτIpx+ = B̃ − iτIpx+:

ØÛáõë ÏáÕÙÇóª

x+ = Ix+ = φ1B̃B̃ − iτIpx+ + φ2B̃B̃ + iτIpx+ = 0,

áõñ»ÙÝ, x = x− & x ∈ L−: ²ÛëÇÝùÝ ³å³óáõó»óÇÝù, áñª

B̃ − iτIpx = 0  x ∈ L−:

ÜÙ³Ý Ó&áí Ïëï³Ý³Ýùª B̃ + iτIpx = 0  x ∈ L+ & (28)-Á

³å³óáõóí³Í ¿:

Ð»ßï ¿ ÝÏ³ï»É, áñ B̃ − iτIpx = 0 Ñ³í³ë³ñÙ³Ý Ù»ç ³ÝóÝ»Éáí

Ñ³Ù³ÉáõÍ ï³ññ»ñÇÝ ëï³ÝáõÙ »Ýù B̃ + iτIpx̄ = 0 å³ÛÙ³ÝÁ &

Ñ³Ï³é³ÏÁª B̃ + iτIpx = 0 å³ÛÙ³ÝÇó B̃ − iτIpx̄ = 0 å³ÛÙ³ÝÁ:

²ÛëÇÝùÝ x ∈ L−  x̄ ∈ L+ & dim L− = dim L+ = m: ²ÝÙÇç³å»ë

ëï³ÝáõÙ »Ýù, áñª

n = dim M̃ = dim L− + dim L+ = 2m,

³ÛëÇÝùÝ M̃-Ç ã³�Á ½áõÛ· ÃÇí ¿:

Î³éáõó»Ýù L− ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý Äáñ¹³ÝÛ³Ý µ³½ÇëÁª d1, . . . , dm, áñÇ

Ñ³Ù³ñ ï»ÕÇ áõÝÇª
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B̃d1 = iτd1

B̃d2 = iτd2 + d1

⋮

B̃dj = iτdj + dj−1

⋮

B̃dm = iτdm + dm−1

ä³ñ½ ¿, áñ L+-Ç Äáñ¹³ÝÛ³Ý µ³½ÇëÁ ¹³ L−-Ç Äáñ¹³ÝÛ³Ý

µ³½ÇëÇ Ñ³Ù³ÉáõÍÝ ¿ª d̄1, . . . , d̄m, áñÇ Ñ³Ù³ñ ï»ÕÇ áõÝÇª

B̃d̄1 = −iτd̄1

B̃d̄2 = −iτd̄2 + d̄1

⋮

B̃d̄j = −iτd̄j + d̄j−1

⋮

B̃d̄m = −iτd̄m + d̄m−1

ê³ÑÙ³Ý»Ýù M ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ï³ññ»ñÇ Ñ»ï&Û³É Ñ³Ù³Ï³ñ·Áª

fj = 1
2
dj + d̄j

gj = 1
2i
dj − d̄j

    (29)

j = 1,2, . . . ,m:

²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ fj,gj ∈ M, j = 1,2, . . . , m : Ð»ßïáõÃÛ³Ùµ Ï³ñ»ÉÇ ¿

ßñç»É (29) µ³Ý³Ó&»ñÁª

dj = fj + igj

d̄j = fj − igj

    (30)

j = 1,2, . . . ,m:

êï³óí³Í (29) & (30) µ³Ý³Ó&»ñÇó Ñ»ï&áõÙ ¿, áñ

d1, . . . ,dm, d̄1, . . . , d̄m & f1,g1, f2,g2, . . . , fm,gm Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÇ
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·Í³ÛÇÝ Ã³Õ³ÝÃÝ»ñÁ M̃-áõÙ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ »Ý, áõëïÇ

f1,g1, f2,g2, . . . , fm,gm Ñ³Ù³Ï³ñ·Á M̃-Ç µ³½ÇëÝ ¿ Ï³½Ùí³Í M-Ç

(³ÛëÇÝùÝ Çñ³Ï³Ý) ï³ññ»ñÇó: î»ëÝ»Ýù ³ÛÅÙ, Ã» ÇÝã ï»ëù áõÝÇ B̃

ûå»ñ³ïáñÇ Ù³ïñÇóÁ f1,g1, f2,g2, . . . , fm,gm µ³½ÇëáõÙ ª

B̃f1 = 1
2
B̃d1 + B̃d̄1 = 1

2
iτd1 − iτd̄1 = −τ 1

2i
d1 − d̄1 = −τg1

B̃g1 = 1
2i
B̃d1 − B̃d̄1 = 1

2i
iτd1 + iτd̄1 = τ 1

2
d1 + d̄1 = τf1

B̃f2 = 1
2
B̃d2 + B̃d̄2 = 1

2
iτd2 − iτd̄2 + 1

2
d1 + d̄1 = −τg2 + f1

B̃g2 = 1
2i
B̃d2 − B̃d̄2 = 1

2i
iτd2 + iτd̄2 + 1

2i
d1 − d̄1 = τf2 + g1

⋮

B̃fj = 1
2
B̃dj + B̃d̄j = 1

2
iτdj − iτd̄j + 1

2
dj−1 + d̄j−1 = −τgj + fj−1

B̃gj = 1
2i
B̃dj − B̃d̄j = 1

2i
iτdj + iτd̄j + 1

2i
dj−1 − d̄j−1 = τfj + gj−1

⋮

B̃fm = 1
2
B̃dm + B̃d̄m = 1

2
iτdm − iτd̄m + 1

2
dm−1 + d̄m−1 = −τgm + fm−1

B̃gm = 1
2i
B̃dm − B̃d̄m = 1

2i
iτdm + iτd̄m + 1

2i
dm−1 − d̄m−1 = τfm + gm−1

²ÛëÇÝùÝª

B̃f1

B̃g1

B̃f2

B̃g2

⋮

B̃fj

B̃gj

⋮

B̃fm

B̃gm

=

0 −τ 0 0

τ 0 0 0

1 0 0 −τ 0 0

0 1 τ 0 0 0

⋮ ⋱

1 0 0 −τ 0 0

0 1 τ 0 0 0

⋮ ⋱

1 0 0 −τ

0 1 τ 0

f1

g1

f2

g2

⋮

fj

gj

⋮

fm

gm

ø³ÝÇ áñ Ù³ïñÇóÇ ï³ññ»ñÁ Çñ³Ï³Ý Ãí»ñ »Ý, áõëïÇ ³ÛÝ
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Ý»ñÏ³Û³óÝáõÙ ¿ Ý³& B ûå»ñ³ïáñÁ M ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý íñ³:

ì»ñ³¹³éÝ³Éáí A ûå»ñ³ïáñÇÝ & Ñ³ßíÇ ³éÝ»Éáí, áñ A = B + σI

ëï³ÝáõÙ »Ýù Ù³ïñÇóÇ í»ñçÝ³Ï³Ý ï»ëùÁª

σ −τ 0 0

τ σ 0 0

1 0 σ −τ 0 0

0 1 τ σ 0 0

⋮ ⋱

1 0 σ −τ 0 0

0 1 τ σ 0 0

⋮ ⋱

1 0 σ −τ

0 1 τ σ

²Ûë Ù³ïñÇóÁ Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ ¿ Äáñ¹³ÝÛ³Ý í³Ý¹³ÏÇ ³Ý³Éá·Á &

ÏáãíáõÙ ¿ Çñ³Ï³Ý Äáñ¹³ÝÛ³Ý í³Ý¹³Ï:

úñÇÝ³Ï

Î³éáõó»Ýùª

A =

−1 2 −1 −2

−1 1 0 −1

0 0 1 −2

0 0 1 −1

Ù³ïñÇóÇ Çñ³Ï³Ý Äáñ¹³ÝÛ³Ý ï»ëùÁ:

¸ÛáõñÇÝ ¿ Ñ³ßí»É Ù³ïñÇóÇ µÝáõÃ³·ñÇã µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ï»ëùÁª

θ2 + 12: àõëïÇ, ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ Ï³Ù θ2 + 1-Ý

¿, Ï³Ù ¿É θ2 + 12-Ý: ºÃ» θ2 + 1-Á í»ñ³óÝáÕ ¿, ³å³ A2 + E = 0,
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ë³Ï³ÛÝ ¹³ ³Û¹å»ë ã¿: àñ»ÙÝ, ÙÇÝÇÙ³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ θ2 + 12-Ý ¿:

²Ûë µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ Ñ³Ù³ñ σ = 0, τ = 1, áõëïÇ Çñ³Ï³Ý Äáñ¹³ÝÛ³Ý

ï»ëùÁ ÏÉÇÝÇ Ñ»ï&Û³ÉÁª

0 −1 0 0

1 0 0 0

1 0 0 −1

0 1 1 0
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àõÝÇï³ñ & ¿íùÉÇ¹»ëÛ³Ý ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñ

²ÛëáõÑ»ï& ÑÇÙÝ³Ï³Ý K ¹³ßïÁ ÏÉÇÝÇ Ï³Ù Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ ¹³ßïÁª

R-Á, Ï³Ù ¿É ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÇ ¹³ßïÁª ℂ-Ý:

¸Çóáõù L-Á ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¿ K = ℂ ¹³ßïÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ: α

ÏáÙåÉ»ùë ÃíÇ Ñ³Ù³ÉáõÍÁ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù α-áí: ¸Çóáõù A-Ý Ù³ïñÇó ¿,

áñÇ ï³ññ»ñÁ ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñ »Ý, A∗-áí ÏÝß³Ý³Ï»Ýù Ñ³Ù³ÉáõÍ

Ù³ïñÇóÁ, áñÁ ëï³óíáõÙ ¿ A-Çó ³ÛÝ ßñç»Éáí (ïñ³ÝëåáÝ³óÝ»Éáí) &

µáÉáñ Ãí»ñÁ Ñ³Ù³ÉáõÍÝ»ñáí �áË³ñÇÝ»Éáí: Æñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ ¹»åùáõÙ

Ñ³Ù³ÉáõÍ Ù³ïñÇóÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¿ ßñçí³ÍÇ Ñ»ï:

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. ¸Çóáõù ïñí³Í ¿ L × L  K ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÁ:

Üß³Ý³Ï»Ýù a,b ∈ L Ï³ñ·³íáñí³Í ½áõÛ·ÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ

ÃÇíÁ a,b-áí: L × L  K ³ñï³å³ïÏ»ñáõÙÁ ÏáãíáõÙ ¿ ëÏ³ÉÛ³ñ

³ñï³¹ñÛ³É, »Ã»
1. a,b = b,a

2. a + b,c = a,c + b,c

3. λa,b = λa,b

4. a,a-Ý Çñ³Ï³Ý ÃÇí ¿ & a,a ≥ 0, µ³óÇ ³Û¹

a,a = 0  a = 0

¸ÛáõñÇÝ ¿ Ñ³Ùá½í»É, áñ

a,b + c = a,b + a,c:

ÆëÏ³å»ë,

a,b + c = b + c,a = b,a + c,a = a,b + a,c:

ÜáõÛÝ Ó&áí Ïëï³Ý³Ýùª a,λb = λb,a = λb,a = λa,b:
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Ü³& å³ñ½ ¿, áñ »Ã» a = 0 Ï³Ù b = 0, ³å³ a,b = 0:

ê³ÑÙ³ÝÙ³Ý 4-ñ¹ å³ÛÙ³ÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ ¹ñ³Ï³Ýáñ»Ý

áñáßí³ÍáõÃÛ³Ý å³ÛÙ³Ý:

Æñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ ¹³ßïÇ ¹»åùáõÙ ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ

ë³ÑÙ³ÝáõÙÁ Ï³ñï³·ñíÇ Ñ»ï&Û³É Ï»ñå.

1. a,b = b,a

2. a + b,c = a,c + b,c

3. λa,b = λa,b

4. a,a ≥ 0, µ³óÇ ³Û¹ a, a = 0  a = 0

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. L ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÇ (Çñ³Ï³Ý

Ãí»ñÇ) ÝÏ³ïÙ³Ùµ ÏáãíáõÙ ¿ áõÝÇï³ñ (¿íùÉÇ¹»ëÛ³Ý), »Ã» ³Û¹
ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý Ù»ç Ï³ñ»ÉÇ ¿ ë³ÑÙ³Ý»É ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³É:

¸Çóáõù L-Á áõÝÇï³ñ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¿, dim L = n &

E =

e1

e2

⋮

en

-Ý

ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý µ³½ÇëÝ ¿: ºÃ» x, y ∈ L, ³å³ x = ΛE & y = ΥE, áñï»Õ

Λ = λ1, . . . ,λn & Υ = γ1, . . . ,γn: Ð³ßí»Ýù x,y ëÏ³ÉÛ³ñ

³ñï³¹ñÛ³ÉÝ û·ïí»Éáí Ýñ³ ë³ÑÙ³ÝÙ³Ý 2 & 3 å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇóª

ΛE,ΥE = λ1e1 +. . .+λnen,γ1e1 +. . .+γnen = ∑
i=1

n

∑
j=1

n

λiγjei,ej:

Üß³Ý³Ï»Ýù A-áí n × n ã³�³ÝÇ Ù³ïñÇóÁ, áñÇ i, j-ñ¹ ï³ññÁ ei,ej-Ý

¿: ¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É, áñ x,y = ΛAΥ∗: ¾íùÉÇ¹»ëÛ³Ý ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý
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Ñ³Ù³ñª x,y = ΛAΥT: ö³ëïáñ»Ý ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ Ñ³ßí»Éáõ

Ñ³Ù³ñ µ³í³Ï³Ý ¿ ÇÙ³Ý³É ei,ej Ãí»ñÁª A Ù³ïñÇóÁ:

²ÛÅÙ �áñÓ»Ýù L ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ ë³ÑÙ³Ý»É ëÏ³ÉÛ³ñ

³ñï³¹ñÛ³É, û·ïí»Éáí x,y = ΛAΥ∗ µ³Ý³Ó&Çó, ÁÝïñ»Éáí A

Ù³ïñÇóÝ ³ÛÝå»ë, áñ µ³í³ñ³ñí»Ý ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ 1 - 4

å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ:

A Ù³ïñÇóÇ ï³ññ»ñÁ Ýß³Ý³Ï»Ýù αij Ýß³ÝÝ»ñáí: ê³ÑÙ³Ý»Ýùª

ei,ej = αij, i = 1, . . . ,n, j = 1, . . . , n: ø³ÝÇ áñ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ 1 å³ÛÙ³ÝÇ

ei,ej = ej,ei, ³å³ αij = αji, ³ÛëÇÝùÝ A = A∗: ²ÛëåÇëÇ Ù³ïñÇóÁ

ÏáãíáõÙ ¿ ÇÝùÝ³Ñ³Ù³ÉáõÍ: ²ÛÅÙ ë³ÑÙ³Ý»Ýù ëÏ³ÉÛ³ñ

³ñï³¹ñÛ³ÉÁ Ï³Ù³Û³Ï³Ý x, y ∈ L Ñ³Ù³ñ Ñ»ï&Û³É Ï»ñå.

x,y = ΛAΥ∗, áñï»Õ Λ-Ý & Υ-Ý x-Ç & y-Ç Ïáñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ

í»ÏïáñÝ»ñÝ »Ý E µ³½ÇëáõÙ: êïáõ·»Ýù 1 - 4 å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ.

1. x,y = ΛAΥ∗ = ΥA∗Λ∗∗ = ΥAΛ∗ = y,x

2. x + y, z = Λ + ΥAΩ∗ = ΛAΩ∗ + ΥAΩ∗ = x, z + y, z

3. λx, y = λAΥ∗ = λΛAΥ∗ = λx,y

²ÛëåÇëáí ³é³çÇÝ »ñ»ù å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ µ³í³ñ³ñí³Í »Ý: ²ÝóÝ»Ýù

í»ñçÇÝª ¹ñ³Ï³Ýáñ»Ý áñáßí³ÍáõÃÛ³Ý å³ÛÙ³ÝÇ ëïáõ·Ù³ÝÁ: Ü³Ë

Ñ³Ùá½í»Ýù, áñ x,x-Á Çñ³Ï³Ý ÃÇí ¿: ¸³ ³ÏÝÑ³Ûï ¿, ù³ÝÇ áñ

Ñ³Ù³Ó³ÛÝ ³é³çÇÝ å³ÛÙ³ÝÇ x, x = x,x: âáññáñ¹ å³ÛÙ³ÝÇ

ÙÝ³ó³Í å³Ñ³ÝçÝ»ñÁ Ñ³ï&Û³ÉÝ »Ý.

Ï³Ù³Û³Ï³Ý x-Ç Ñ³Ù³ñ x,x ≥ 0 & x,x = 0  x = 0, ³ÛëÇÝùÝª

Λ ≠ 0  ΛAΛ∗ > 0 & ΛAΛ∗ = 0  Λ = 0     (31)

(31) å³ÛÙ³ÝÇÝ µ³í³ñ³ñáÕ Ù³ïñÇóÝ»ñÁ ÏáãíáõÙ »Ý

¹ñ³Ï³Ýáñ»Ý áñáßí³Í Ù³ïñÇóÝ»ñ:

Ø»Ýù ³å³óáõó»óÇÝù, áñ
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ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ áõÝÇï³ñ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ

ýÇùëí³Í µ³½ÇëÇ ¹»åùáõÙ ÙÇ³ñÅ»ùáñ»Ý áñáßíáõÙ ¿

ÇÝùÝ³Ñ³Ù³ÉáõÍ, ¹ñ³Ï³Ýáñ»Ý áñáßí³Í A Ù³ïñÇóáí

x,y = ΛAΥ∗ µ³Ý³Ó&áí, áñï»Õ Λ-Ý & Υ-Ý x-Ç & y-Ç

Ïááñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ í»ÏïáñÝ»ñÝ »Ý E µ³½ÇëáõÙ:

Æñ³Ï³Ý ¹³ßïÇ ¹»åùáõÙ ÇÝùÝ³Ñ³Ù³ÉáõÍáõÃÛ³Ý å³ÛÙ³ÝÁ

�áË³ñÇÝíáõÙ ¿ ëÇÙ»ïñÇÏáõÃÛ³Ý å³ÛÙ³Ýáí:

ÆÝùÝ³Ñ³Ù³ÉáõÍ & ¹ñ³Ï³Ýáñ»Ý áñáßí³Í Ù³ïñÇóÇ ûñÇÝ³Ï ¿

ÙÇ³íáñ Ù³ïñÇóÁ: ÆëÏ³å»ë ³ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ ³ÛÝ ÇÝùÝ³Ñ³Ù³ÉáõÍ ¿:

²å³ å³ñ½ ¿, áñ

ΛEΛ∗ = ΛΛ∗ = λ1λ1 +. . .+λnλn = |λ1 |2 +. . .+|λn |2 ≥ 0

&

ΛΛ∗ = 0  λ1 =. . .= λn = 0  Λ = 0:

ÜÏ³ï»Ýù, áñ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ A = E ÙÇ³íáñ Ù³ïÇóÝ ¿, ëï³ÝáõÙ

»Ýùª

x,y = ΛΥ∗ = λ1υ1 +. . .+λnυn

(Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ ¹»åùáõÙ x,y = ΛΥT = λ1υ1 +. . .+λnυn) Ñ³ÛïÝÇ

µ³Ý³Ó&»ñÁ ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ Ñ³Ù³ñ, áñáÝù ÇÝãå»ë å³ñ½»óÇÝù

ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³É ë³ÑÙ³Ý»Éáõ ÙÇ³Ï µ³Ý³Ó&»ñÁ ã»Ý:

ÆÝùÝ³Ñ³Ù³ÉáõÍ & ¹ñ³Ï³Ýáñ»Ý áñáßí³Í Ù³ïñÇóÝ»ñÇ

µ³½Ù³½³ÝáõÃÛáõÝÝ ³Ýí»ñç ¿: ¸Çï³ñÏ»Ýù ³Û¹åÇëÇ Ù³ïñÇóÝ»ñÇ

Ï³éáõóÙ³Ý »Õ³Ý³ÏÁ: ¸Çóáõù B-Ý ÙÇ ù³é³ÏáõëÇ Ù³ïñÇó ¿ ÏáÙåÉ»ùë

Ãí»ñÇ ¹³ßïÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ, áñÇ Ñ³Ù³ñ det B ≠ 0: Üß³Ý³Ï»Ýùª

A = BB∗: Ð³Ùá½í»Ýù, áñ A-Ý ÇÝùÝ³Ñ³Ù³ÉáõÍ ¿.
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A∗ = BB∗∗ = B∗∗B∗ = BB∗ = A:

²ÛÅÙ ëïáõ·»Ýù ¹ñ³Ï³Ýáñ»Ý áñáßí³ÍáõÃÛáõÝÁ: àõÝ»Ýù, áñ

ΛAΛ∗ = ΛBB∗Λ∗ = ΛBEB∗Λ∗ = ΛBEΛB∗:

ºÃ» Λ ≠ 0, ³å³ ΛB ≠ 0, ù³ÝÇ áñ det B ≠ 0 & λ1, . . . ,λn

³ÝÑ³ÛïÝ»ñáí ΛB = 0 ·Í³ÛÇÝ Ñ³Ù³ë»é Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ

Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý áõÝÇ ÙÇ³Ï Λ = 0 ÉáõÍáõÙÁ: àõëïÇª

ΛAΛ∗ = ΛBEΛB∗ ≥ 0,

ù³ÝÇ áñ ÙÇ³íáñ Ù³ïñÇóÁ ¹ñ³Ï³Ýáñ»Ý áñáßí³Í ¿: Ü³&, »Ã» Λ ≠ 0,

³å³ª

ΛAΛ∗ = ΛBEΛB∗ > 0,

ù³ÝÇ áñ ΛB ≠ 0 & ÙÇ³íáñ Ù³ïñÇóÁ ¹ñ³Ï³Ýáñ»Ý áñáßí³Í ¿:

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. x ∈ L ï³ññÇ ÝáñÙ (Ï³Ù »ñÏ³ñáõÃÛáõÝ) ÏáãíáõÙ ¿
‖x‖ = x,x Çñ³Ï³Ý ÃÇíÁ:

²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ ‖x‖ ≥ 0 & ‖x‖ = 0  x = 0: ´³óÇ ³Ûë

Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÇó ÝáñÙÝ áõÝÇ Ý³& Ñ»ï&Û³É ÑÇÙÝ³Ï³Ý

Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÁ.

1. ‖λx‖ = |λ|‖x‖

2. |x,y| ≤ ‖x‖‖y‖

²é³çÇÝ Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÁ ëïáõ·íáõÙ ¿ áõÕÕ³ÏÇáñ»Ýª

‖λx‖ = λx,λx = |λ|2x,x = |λ|‖x‖:

ºñÏñáñ¹ Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÁ Ñ³ÛïÝÇ ¿ áñå»ë ÎáßÇ -

´áõÝÇ³ÏáíëÏáõ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝ: ²å³óáõó»Ýù ³ÛÝ:
àõÝ»Ýùª

‖x − λy‖2 = x − λy, x − λy ≥ 0,     (32)
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áñï»Õ x,y ∈ L & λ ∈ K: ´³ó»Éáí �³Ï³·Í»ñÁ ëï³ÝáõÙ »Ýùª

x,x − λy,x − λx,y + λλy,y ≥ 0:     (33)

ºñµ y = 0 ÎáßÇ - ´áõÝÇ³ÏáíëÏáõ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ ³ÏÝÑ³Ûïáñ»Ý

µ³í³ñ³ñí³Í ¿, áõëïÇ ¹Çï³ñÏ»Ýù y ≠ 0 ¹»åùÁ & (33)-áõÙ

ÁÝïñ»Ýù λ =
x,y
y,y

: êï³óíáõÙ ¿ ª

x,x −
x,yx, y

y, y
≥ 0

&, í»ñç³å»ë,

‖x‖2‖y‖2 = x,xy,y ≥ x,yx,y = |x,y|2:

¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É, áñ (32)-áõÙ ‖x − λy‖2 = 0  x = λy, áõëïÇ

ÎáßÇ - ´áõÝÇ³ÏáíëÏáõ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ ¹³éÝáõÙ ¿

Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝ ÙÇ³ÛÝ, »Ã» x = λy, ³ÛëÇÝùÝª x & y ï³ññ»ñÁ ·Íáñ»Ý

Ï³Ëí³Í »Ý:

ú·ïí»Éáí ÝáñÙÇó, Ï³ñ»ÉÇ ¿ ë³ÑÙ³Ý»É áõÝÇï³ñ (¿íùÉÇ¹»ëÛ³Ý)

ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ï³ññ»ñÇ ÙÇç& Ñ»é³íáñáõÃÛ³Ý ·³Õ³�³ñÁ áñå»ë

ρx,y = ‖x − y‖ ≥ 0: Ð»é³íáñáõÃÛáõÝÁ µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ Ñ»ï&Û³É

ëï³Ý¹³ñï å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ.

1. ρx,x = 0

2. ρx,y = ρy,x

3. ρx, z ≤ ρx,y + ρy, z

ì»ñçÇÝ å³ÛÙ³ÝÁ »é³ÝÏÛ³Ý ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÝ ¿: ²ÛÝ Ñ»ï&áõÙ ¿

ÎáßÇ - ´áõÝÇ³ÏáíëÏáõ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÇó.

‖x − z‖ ≤ ‖x − y‖ + ‖y − z‖ ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿

x − z,x − z ≤ x − y,x − y + y − z,y − z

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛ³ÝÁ, áñÝ Çñ Ñ»ñÃÇÝ Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿ª
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a + b,a + b ≤ a,a + b, b

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛ³ÝÁ, áñï»Õ a = x − y, b = y − z: ø³é³ÏáõëÇ

µ³ñÓñ³óÝ»Éáí ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ ëï³ÝáõÙ »Ýùª

a + b,a + b ≤ a,a + b, b + 2 a,ab,b ,

a,a + a,b + b,a + b,b ≤ a,a + b,b + 2 a, ab,b

&

Rea, b ≤ a,ab,b     (34)

áñï»Õ Re-Ý Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿ ÃíÇ Çñ³Ï³Ý Ù³ëÁ: ´³Ûó (34)-Á

Ñ»ßïáõÃÛ³Ùµ Ñ»ï&áõÙ ¿ ÎáßÇ - ´áõÝÇ³ÏáíëÏáõ

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÇó, ù³ÝÇ áñ ³ÏÝÑ³Ûïáñ»Ý Rea,b ≤ |a,b| &

|a,b| ≤ ‖a‖ ‖b‖ :
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úñÃáÝáñÙ³É µ³½ÇëÝ»ñ

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. àõÝÇï³ñ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý x & y ï³ññ»ñÁ ÏáãíáõÙ »Ý

ûñÃá·áÝ³É, »Ã» x,y = 0: úñÃá·áÝ³ÉáõÃÛáõÝÁ Ýß³Ý³ÏíáõÙ ¿

Ñ»ï&Û³É Ï»ñåª x ⊥ y:

ê³ÑÙ³ÝáõÙÇó Ñ»ï&áõÙ ¿, áñ ½ñáÛ³Ï³Ý ï³ññÁ Ñ³Ù³ñíáõÙ ¿

ûñÃá·áÝ³É µáÉáñ ï³ññ»ñÇÝ: êÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ ¹ñ³Ï³Ýáñ»Ý

áñáßí³ÍáõÃÛáõÝÇó ëï³óíáõÙ ¿, áñ ÙÇ³ÛÝ ½ñáÛ³Ï³Ý ï³ññÝ ¿ ÇÝùÝ

Çñ»Ý ûñÃá·áÝ³É:

¸Çóáõù e1, . . . ,ek ∈ L áõÝÇï³ñ ï³ñ³ÍáõÃÛ³ÝÁ & áã ÙÇ ei,

i = 1, . . . , k, ½ñáÛ³Ï³Ý ã¿: ²å³óáõó»Ýù, áñ »Ã» e1, . . . , ek Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç

ï³ññ»ñÁ ½áõÛ· ³é ½áõÛ· ûñÃá·áÝ³É »Ý (³ÛëÇÝùÝª

i ≠ j  ei, ej = 0), ³å³ Ñ³Ù³Ï³ñ·Á ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ¿: Æñáù, »Ã»

∑
i=1

k

λiei = 0, ³å³ ëÏ³ÉÛ³ñ µ³½Ù³å³ïÏ»Éáí Ñ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý »ñÏáõ

Ù³ë»ñÁ ej-áí Ïëï³Ý³Ýùª

0 = ∑
i=1

k

λiei,ej = ∑
i=1

k

λiei,ej = λjej,ej:

´³Ûóª ej,ej > 0, áõñ»ÙÝª λj = 0: ø³ÝÇ áñ j-Ý Ï³Ù³Û³Ï³Ý ¿, ³å³

λj = 0, j = 1, . . . , k:

Ð³Ù³Ï³ñ·Á ÏáãíáõÙ ¿ ûñÃá·áÝ³É , »Ã» i ≠ j  ei,ej = 0:

ºÃ» ïñí³Í ¿ e1, . . . ,en ûñÃá·áÝ³É Ñ³Ù³Ï³ñ·Á, áñÇ ï³ññ»ñÁ áã

½ñáÛ³Ï³Ý »Ý & dim L = n, ³Û¹ Ñ³Ù³Ï³ñ·Á ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý µ³½ÇëÝ ¿:

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. àõÝÇï³ñ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý µ³½ÇëÁ ÏáãíáõÙ ¿
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ûñÃá·áÝ³É, »Ã» ³ÛÝ ûñÃá·áÝ³É Ñ³Ù³Ï³ñ· ¿, & ³ÛÝ ÏáãíáõÙ ¿

ÝáñÙ³íáñí³Í, »Ã» Ýñ³ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ï³ññÇ ÝáñÙÁ Ñ³í³ë³ñ ¿

Ù»ÏÇ:

´³½ÇëÁ ÏáãíáõÙ ¿ ûñÃáÝáñÙ³É Ï³Ù ûñÃáÝáñÙ³íáñí³Í,
»Ã» ³ÛÝ ûñÃá·áÝ³É ¿ & ÝáñÙ³íáñí³Í:

²ÛëÇÝùÝ ûñÃáÝáñÙ³íáñí³Í e1, . . . , ek Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç Ñ³Ù³ñ áõÝ»Ýùª

ei,ej =
1, »Ã» i = j

0, »Ã» i ≠ j
:

ä³ñ½ ¿, áñ x & y ï³ññ»ñÇ, áñáÝó Ïáñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ í»ÏïáñÝ»ñÝ »Ý

λ1, . . . ,λn-Á & μ1, . . . ,μn-Á ïñí³Í µ³½ÇëáõÙ, ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ

ïñíáõÙ ¿ λ1μ1 +. . .+λnμn µ³Ý³Ó&áí ÙÇ³ÛÝ & ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ

µ³½ÇëÁ ûñÃáÝáñÙ³É ¿:

¸ÛáõñÇÝ ¿ ï»ëÝ»É, áñ »Ã» e1, . . . , ek Ñ³Ù³Ï³ñ·áõÙ ãÏ³Ý ½ñáÛ³Ï³Ý

ï³ññ»ñ, ³å³ª

‖e1‖−1e1, . . . ,‖ek‖−1ek

Ñ³Ù³Ï³ñ·Á ÝáñÙ³íáñí³Í ¿: àõëïÇ, »Ã» ïñí³Í ¿ ûñÃá·áÝ³É

µ³½Çë, ³å³ ³ÛÝ Ñ»ßïáõÃÛ³Ùµ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ÝáñÙ³íáñ»É, ù³ÝÇ áñ, »Ã»

e1, . . . ,ek Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý ûñÃá·áÝ³É ¿, ³å³ ûñÃá·áÝ³É ¿ Ý³&

‖e1‖−1e1, . . . ,‖ek‖−1ek Ñ³Ù³Ï³ñ·Á:

úñÃáÝáñÙ³É µ³½ÇëÝ»ñÁ ¹»Ï³ñïÛ³Ý áõÕÕ³ÝÏÛáõÝ Ïáñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ

Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÇ ÁÝ¹Ñ³Ýñ³óáõÙÝ »Ý µ³½Ù³ã³� ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ

Ñ³Ù³ñ:

Â»áñ»Ù 22.

àõÝÇï³ñ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ ÙÇßï ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ
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ûñÃáÝáñÙ³É µ³½Çë:

²å³óáõÛó. ì»ñóÝ»Ýù áñ&¿ µ³½Çëª e1, . . . , en & �áñÓ»Ýù Ó&³�áË»É

³ÛÝ ûñÃá·áÝ³É µ³½ÇëÇ: ¸ñ³ÝÇó Ñ»ïá ³ÏÝÑ³Ûï Ó&áí ÏÝáñÙ³íáñ»Ýù

ëï³óí³Í µ³½ÇëÁ & Ã»áñ»ÙÁ Ï³å³óáõóíÇ:

e1, . . . ,en µ³½ÇëÁ Ï³Ýí³Ý»Ýù ÑÇÝ µ³½Çë:

Î³éáõó»Ýù Ýáñ, ûñÃá·áÝ³É µ³½Çë, áñÇ ï³ññ»ñÁ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù

d1, . . . ,dn-áí:

ì»ñóÝ»Ýù d1 = e1: ²ÛÅÙ í»ñóÝ»Ýù d2 = e2 + λ1d1 & ÁÝïñ»Ýù λ1-Ý

³ÛÝå»ë, áñ d2-Á ÉÇÝÇ ûñÃá·áÝ³É d1-ÇÝ.

d2, d1 = e2,d1 + λ1d1, d1 = 0

ä³ñ½ ¿, áñ ÁÝïñ»Éáí λ1-Á Ñ³í³ë³ñ −
e2,d1
d1,d1

-Ç ëï³ÝáõÙ »Ýùª

d2,d1 = 0: ä³ñ½ ¿ Ý³&, áñ d2 ≠ 0, ù³ÝÇ áñ e1,e2 Ñ³Ù³Ï³ñ·Á

·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ¿:

²Ý»Ýù ÇÝ¹áõÏïÇí »ÝÃ³¹ñáõÃÛáõÝ, áñ ³ñ¹»Ý Ï³éáõó»É »Ýù áã

½ñáÛ³Ï³Ý ï³ññ»ñÇ d1, . . . ,dk, k < n, Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý ³ÛÝå»ë, áñ µáÉáñ

i, j ∈ 1, . . . ,k Ñ³Ù³ñ ï»ÕÇ áõÝÇª i ≠ j  di,dj = 0 & ³Ù»Ý ÙÇ di-Ý

ei-Ç & d1, . . . ,di−1-ñÇ ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³Ý ¿: òáõÛó ï³Ýù, áñ ³Û¹

Ñ³Ù³Ï³ñ·Á Ï³ñáÕ »Ýù ÁÝ¹É³ÛÝ»É ³í»É³óÝ»Éáí dk+1-Á, å³Ñå³Ý»Éáí

Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç Ýßí³Í Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÁ:

ì»ñóÝ»Ýùª

dk+1 = ek+1 + α1d1 +. . .+αkdk

& ÁÝïñ»Ýù α1, . . . ,αk Ãí»ñÝ ³ÛÝå»ë, áñ dk+1,di = 0 µáÉáñ

i = 1, . . . , k: Î³Ù³Û³Ï³Ý j-Ç Ñ³Ù³ñ µ³½Ù³å³ïÏ»Ýù dk+1-Ý dj-áí

dk+1,dj = ek+1,dj +∑
i=1

k

αidi,dj = ek+1,dj + αjdj,dj:

132



ì»ñóÝ»Éáí αj = −
ek+1,dj
dj,dj

ëï³ÝáõÙ »Ýùª dk+1,dj = 0, j = 1, . . . ,k:

ä³ñ½ ¿, áñ dk+1 ≠ 0, ù³ÝÇ áñ dk+1 = ek+1 + α1d1 +. . .+αkdk, &

�áË³ñÇÝ»Éáí d1, . . . ,dk-ñÁ Ýñ³Ýó ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛáõÝÝ»ñáí e1, . . . , ek

ï³ññ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³Ý»ñáí Ïëï³Ý³Ýùª e1, . . . , ek,ek+1

ï³ññ»ñÇ ·Í³ÛÇÝ ÏáÙµÇÝ³óÇ³, áñÇ Ù»ç ek+1-Ç ·áñÍ³ÏÇóÁ 1 ¿, ÇëÏ

e1, . . . ,ek,ek+1 Ñ³Ù³Ï³ñ·Á ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ¿: Â»áñ»ÙÝ ³å³óáõóí³Í

¿:

Â»áñ»ÙÇ ³å³óáõÛóÇ Ù»ç û·ï³·áñÍí³Í ³É·áñÇÃÙÁ ÏáãíáõÙ ¿

Գñ³Ù-ÞÙÇ¹ïÇ ûñÃá·áÝ³É³óÙ³Ý åñáó»ë:
ºÃ» ïñí³Í ¿ e1, . . . ,ek ûñÃáÝáñÙ³É Ñ³Ù³Ï³ñ·Á & k < dim L = n,

³å³ Ù»Ýù Ï³ñáÕ »Ýù ÁÝ¹É³ÛÝ»É ³Û¹ Ñ³Ù³Ï³ñ·Á ÙÇÝã&

ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý µ³½ÇëÁª e1, . . . , ek,ek+1, . . . , en: êï³óí³Í µ³½ÇëÇÝ

ÏÇñ³é»Ýù �ñ³Ù-ÞÙÇ¹ïÇ ûñÃá·áÝ³É³óÙ³Ý åñáó»ëÁ ëÏë³Í ek+1-Çó

& Ïëï³Ý³Ýù ûñÃáÝáñÙ³É µ³½Çë, áñÁ å³ñáõÝ³ÏáõÙ ¿ e1, . . . , ek

Ñ³Ù³Ï³ñ·Á: ²ÛëåÇëáí ª

ûñÃáÝáñÙ³É Ñ³Ù³Ï³ñ·Á Ï³ñ»ÉÇ ¿ ÁÝ¹É³ÛÝ»É, Ýáñ

ï³ññ»ñ ³í»É³óÝ»Éáí, ÙÇÝã& ³ÙµáÕç ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý

ûñÃáÝáñÙ³É µ³½Çë:

êÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ë³ÑÙ³Ý»ÉÇë ³ñ¹»Ý ÝÏ³ï»É ¿ÇÝù, áñ »Ã»

ë³ÏÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ïñí³Í ¿ A Ù³ïñÇóáí, áñÇ Ñ³Ù³ñª

Aij =
1, i = j

0, i ≠ j
,

³å³ª

x,y = ΛΥ∗ = λ1υ1 +. . .+λnυn
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(Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ ¹»åùáõÙ x,y = ΛΥT = λ1υ1 +. . .+λnυn) & ëÏ³ÉÛ³ñ

³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ë³ÑÙ³ÝíáõÙ ¿ Ñ³ÛïÝÇ µ³Ý³Ó&»ñáí: úñÃáÝáñÙ³É

µ³½ÇëÇ ¹»åùáõÙ ª

Aij = ei,ej =
1, i = j

0, i ≠ j
:

àõëïÇ ÙÇ³ÛÝ & ÙÇ³ÛÝ ûñÃáÝáñÙ³É µ³½ÇëÇ ¹»åùáõÙ ¿, áñ ëÏ³ÉÛ³ñ

³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ïñíáõÙ ¿ Ñ³ÛïÝÇª

x,y = ΛΥ∗ = λ1υ1 +. . .+λnυn

(Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ ¹»åùáõÙ ª x,y = ΛΥT = λ1υ1 +. . .+λnυn)

µ³Ý³Ó&»ñáí:

¸Çóáõù e1, . . . ,en-Ý ûñÃáÝáñÙ³É µ³½Çë ¿ n-ã³�³ÝÇ L áõÝÇï³ñ

(¿íùÉÇ¹»ëÛ³Ý) ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ: ºÃ» x ∈ L, ³å³

x = α1e1 +. . .+αnen: ´³½Ù³å³ïÏ»Éáí ek-áí & û·ïí»Éáí

i ≠ k  ek,ei = 0 å³ÛÙ³ÝÇó, ëï³ÝáõÙ »Ýùª

x,ek = αkek,ek = αk, k = 1, . . . , n:

ö³ëïáñ»Ý x,ek-Ý x-ÇüáõñÛ»Ç ·áñÍ³ÏÇóÝ ¿:

¸Çóáõù e1, . . . ,ek-Ý ûñÃáÝáñÙ³É Ñ³Ù³Ï³ñ· ¿ n-ã³�³ÝÇ L áõÝÇï³ñ

(¿íùÉÇ¹»ëÛ³Ý) ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ & k < n: ÀÝ¹É³ÛÝ»Ýù Ñ³Ù³Ï³ñ·Á

ÙÇÝã& ³ÙµáÕç ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ûñÃáÝáñÙ³É µ³½Çëª e1, . . . , en:

Î³Ù³Û³Ï³Ý x-Ç Ñ³Ù³ñ L-Çó áõÝ»Ýùª

x = x,e1e1 +. . .+x,enen = α1e1 +. . .+αnen

áõëïÇª

x,x = α1α1 +. . .+αnαn = |α1 |2 +. . .+|αn |2:

²Ûë Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ ä³ñë»í³ÉÇ
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Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝ: ø³ÝÇ áñ x,ei = αi, ³å³ª

x,x ≥ α1α1 +. . .+αkαk = |α1 |2 +. . .+|αk |2:

²Ûë ³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ ´»ëë»ÉÇ

³ÝÑ³í³ë³ñáõÃÛáõÝ:
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àõÝÇï³ñ (ûñÃá·áÝ³É) Ù³ïñÇóÝ»ñ

¸Çóáõù

E =

e1

e2

⋮

en

-Ý & E
′ =

é1

é2

⋮

én

-Á

ÙÇ&ÝáõÛÝ áõÝÇï³ñ L ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ûñÃáÝáñÙ³É µ³½ÇëÝ»ñ »Ý, ÇëÏ

T-Ý Ýñ³Ýó ÙÇç& ³ÝóÙ³Ý Ù³ïñÇóÝ ¿, ³ÛëÇÝùÝª

E
′ = TE     (35)

Üß³Ý³Ï»Ýù T Ù³ïñÇóÇ ï³ññ»ñÁ αij-Ý»ñáí: (35)-Çó ëï³óíáõÙ ¿,

áñ

éi,éj = ∑
k=1

n

αikek,∑
m=1

n

αjmem = ∑
k=1

n

∑
m=1

n

αikαjmek,em = ∑
k=1

n

αikαjk     (36)

¸ÛáõñÇÝ ¿ ï»ëÝ»É, áñ í»ñçÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý ³ç Ù³ëÁ T Ù³ïñÇóÇ

i-ñ¹ & j-ñ¹ ïáÕ»ñÇ ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÝ ¿, áõëïÇ

∑
k=1

n

αikαjk = éi, éj =
1, »Ã» i = j

0, »Ã» i ≠ j
,

³ÛëÇÝùÝ Ù³ïñÇóÇ ïáÕ»ñÁ Ï³½ÙáõÙ »Ý ûñÃáÝáñÙ³É µ³½Çë: ê³

Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ TT∗ = E & áõñ»ÙÝ T−1 = T∗:

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. T Ù³ïñÇóÁ ÏáãíáõÙ ¿ áõÝÇï³ñ, »Ã» T−1 = T∗:

Ð³Ù³ñÅ»ù ë³ÑÙ³ÝáõÙ ¿ª Ù³ïñÇóÁ áõÝÇï³ñ ¿, »Ã» Ýñ³ ïáÕ»ñÁ

Ï³½ÙáõÙ »Ý ûñÃáÝáñÙ³É µ³½Çë:

Æñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ ¹³ßïÇ ¹»åùáõÙ ³Ý³Éá· Ó&áí ë³ÑÙ³ÝíáõÙ ¿
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ûñÃá·áÝ³É Ù³ïñÇóÁ, áñÇ Ñ³Ù³ñ T−1 = TT:

úñÃá·áÝ³É Ù³ïñÇóáí »Ý Çñ³Ï³Ý³óíáõÙ Ñ³ñÃáõÛ³Ý åïáõÛïÝ»ñÁ

& áñ&¿ áõÕÕÇ (áñÝ ³ÝóÝáõÙ ¿ Ïáñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç

ëÏ½µÝ³Ï»ïáí) ÝÏ³ïÙ³Ùµ ëÇÙ»ïñÇÏ ³Ý¹ñ³¹³ñÓáõÙÁ: úñÃá·áÝ³É

»Ý Ý³& ï»Õ³�áËáõÃÛ³Ý Ù³ïñÇóÝ»ñÁª 0,1-Ù³ïñÇóÝ»ñÁ, áñáÝó

Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ïáÕ & ëÛáõÝ å³ñáõÝ³ÏáõÙ »Ý �Çßï Ù»Ï Ñ³ï 1:

àõÝÇï³ñ T Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ù³ñ ï»ÕÇ áõÝÇª det T det T∗= 1 & áõëïÇ

|det T|2 = 1, ³ÛëÇÝùÝ |det T| = 1:

(36) Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÇó Ñ»ï&áõÙ ¿ Ý³&, áñ »Ã» E µ³½ÇëÁ

ûñÃáÝáñÙ³É ¿, ÇëÏ T ³ÝóÙ³Ý Ù³ïñÇóÝ áõÝÇï³ñ ¿, ³å³ E
′ = TE

µ³½ÇëÁ ÝáõÛÝå»ë ûñÃáÝáñÙ³É ¿:

²ÛëåÇëáí ëï³ó³Ýù, áñª

ûñÃáÝáñÙ³É µ³½ÇëÇó ûñÃáÝáñÙ³É µ³½Çë ³ÝóÙ³Ý

Ù³ïñÇóÝ»ñÁ ¹ñ³Ýù áõÝÇï³ñ Ù³ïñÇóÝ»ñÝ »Ý:
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úñÃá·áÝ³É Éñ³óáõÙ

¸Çóáõù L-Ý áõÝÇï³ñ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¿, dim L = n & M-Á Ýñ³ áã

¹³ï³ñÏ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¿: ²ëáõÙ »Ý, áñ x ∈ L ûñÃá·áÝ³É ¿

M-ÇÝ (Ýß³Ý³ÏáõÙ »Ý x ⊥ M), »Ã» x-Ý ûñÃá·áÝ³É ¿ M-Ç µáÉáñ

ï³ññ»ñÇÝ:

Üß³Ý³Ï»Ýùª

M⊥ = x ∈ L ∣ x ⊥ M:

²Ûë µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ M µ³½ÙáõÃÛ³Ý ûñÃá·áÝ³É

Éñ³óáõÙ: úñÃá·áÝ³É Éñ³óáõÙÁ ·Í³ÛÇÝ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝ ¿:

ÆëÏ³å»ë, »Ã» x,y ∈ M⊥ & z ∈ M, ³å³ª

λx + μy, z = λ

=0


x, z +μ

=0


y, z= 0,

áõëïÇ, λx + μy ∈ M⊥:

Â»áñ»Ù 23.

ºÃ» L1-Á L áõÝÇï³ñ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý

»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ ¿, ³å³ª

L1 +̇ L1
⊥ = L

²å³óáõÛó. ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ L1 ∩ L1
⊥ = 0 & L1 + L1

⊥ ·áõÙ³ñÝ áõÕÇÕ

¿: ¸Çóáõù e1, . . . ,ek-Á L1-Ç ûñÃáÝáñÙ³É µ³½ÇëÝ ¿, ÇëÏ ek+1, . . . , es-Á

L1
⊥-ÇÝÁ, áõëïÇ e1, . . . , ek,ek+1, . . . , es Ñ³Ù³Ï³ñ·Á L1 +̇ L1

⊥-Ç

ûñÃáÝáñÙ³É µ³½ÇëÝ ¿: ºÃ» s = dim L, ³å³ Ã»áñ»ÙÝ ³å³óáõóí³Í

¿: ºÃ» s < dim L, ³å³ e1, . . . , ek,ek+1, . . . , es µ³½ÇëÁ Ï³ñáÕ »Ýù

ÁÝ¹É³ÛÝ»É ÙÇÝã& L-Ç ûñÃáÝáñÙ³É µ³½ÇëÁª

e1, . . . ,ek,ek+1, . . . ,es,es+1, . . . , en: ä³ñ½ ¿, áñ es+1 ∈ L1 ∩ L1
⊥, ù³ÝÇ áñ
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es+1-Ý ûñÃá·áÝ³É ¿ & e1, . . . , ek & ek+1, . . . , es µ³½ÇëÝ»ñÇÝ: ²Ûëï»ÕÇó

Ñ»ï&áõÙ ¿, áñ es+1 = 0, ÇÝãÁ Ñ³Ï³ëáõÙ ¿ ³ÛÝ µ³ÝÇÝ, áñ es+1-Á

µ³½Çë³ÛÇÝ ï³ññ ¿: Â»áñ»ÙÝ ³å³óáõóí³Í ¿:

Ð»ï&³Ýù.

L1
 = L1

ÆëÏ³å»ë, ³ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ L1 ⊆ L1
: êïáõ·»Ýù, áñ L1

 ⊆ L1:

¸Çóáõù x ∈ L1
: Ð³Ù³Ó³ÛÝ Ã»áñ»Ù 23-Ç x = x1 + x2, áñï»Õ x1 ∈ L1

ÇëÏ x2 ∈ L1
: Ð³ßí»Ýù x2,x = x2, x1 + x2,x2: ²ÛÅÙ ª x2,x = 0,

ù³ÝÇ áñ x-Á L1
-Ç ûñÃá·áÝ³É Éñ³óáõÙÇó ¿: ²ÏÝÑ³Ûïáñ»Ýª x2,x1 = 0,

áõëïÇ & x2,x2 = 0 & x2 = 0: êï³ÝáõÙ »Ýù, áñ x = x1, áõñ»ÙÝª

x ∈ L1:

Â»áñ»Ù 24.

L áõÝÇï³ñ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý L1 & L2

»ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ ï»ÕÇ áõÝÇª

L1 + L2 = L1
 ∩ L2



L1 ∩ L2 = L1
 + L2



²å³óáõÛó. ¸ÛáõñÇÝ ¿ ï»ëÝ»É, áñ µ³Ý³Ó&»ñÁ »ñÏ³ÏÇ »Ý & Ù»ÏÁ

ÙÛáõëÇó ëï³óíáõÙ ¿ ÏÇñ³é»Éáí ûñÃá·áÝ³É Éñ³óÙ³Ý ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÁ

& Â»áñ»Ù 23-Ç Ñ»ï&³ÝùÁ: àõëïÇ, µ³í³Ï³Ý ¿ ³å³óáõó»É

µ³Ý³Ó&»ñÇó Ù»ÏÁ: ²å³óáõó»Ýù L1 + L2 = L1
 ∩ L2

 µ³Ý³Ó&Á:

Ø»Ýù ÙÇßï Ïû·ïí»Ýù ³ÛÝ ³ÏÝÑ³Ûï �³ëïÇó, áñ Ï³Ù³Û³Ï³Ý M1 &

M2 »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ �Çßï ¿ª M1 ⊆ M2  M2
 ⊆ M1

:

êÏ½µÇó ³å³óáõó»Ýù, áñ L1 + L2 ⊆ L1
 ∩ L2

: ø³ÝÇ áñª

L1 ⊆ L1 + L2, ³å³ L1 + L2 ⊆ L1
 & ÝáõÛÝ Ó&áí L1 + L2 ⊆ L2

 &,

Ñ»ï&³µ³ñ, L1 + L2 ⊆ L1
 ∩ L2

:
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²å³óáõó»Ýù ³ÛÅÙ, áñ L1
 ∩ L2

 ⊆ L1 + L2: àõÝ»Ýù, áñ

L1
 ∩ L2

 ⊆ L1
 & L1

 ∩ L2
 ⊆ L2

, áõñ»ÙÝª L1 ⊆ L1
 ∩ L2

 & L2 ⊆

L1
 ∩ L2

: ä³ñ½ ¿, áñ Ý³&ª L1 + L2 ⊆ L1
 ∩ L2

: ²Ûëï»ÕÇó

ëï³ÝáõÙ »Ýùª L1
 ∩ L2

 = L1
 ∩ L2

 ⊆ L1 + L2:
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Ð³Ù³ÉáõÍ ûå»ñ³ïáñ

¸Çóáõù ïñí³Í ¿ A : L  L ·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÁ n-ã³�³ÝÇ L

áõÝÇï³ñ (¿íùÉÇ¹»ëÛ³Ý) ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ: üÇùë»Ýù áñ&¿ E

ûñÃáÝáñÙ³É µ³½Çë & Ïëï³Ý³Ýù A ûå»ñ³ïáñÇ Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ ³Û¹

µ³½ÇëáõÙ, ³ÛëÇÝùÝ Ïëï³Ý³Ýù A Ù³ïñÇóÁ, áñÇ Ñ³Ù³ñ AE = AE &

ÏáÙáõï³ïÇí ¿ Ñ»ï&Û³É ¹Ç³·ñ³ÙÁª

A : L  L

E ↕ E ↕

A : VnK  VnK

ê³ÑÙ³Ý»Ýù ÙÇ Ýáñ ûå»ñ³ïáñ B : L  L ³ÛÝå»ë, áñ ÉÇÝÇ

ÏáÙáõï³ïÇí ëïáñ& µ»ñí³Í ¹Ç³·ñ³ÙÁª

B : L  L

E ↕ E ↕

A∗ : VnK  VnK

áñï»Õ A∗-Á A Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ù³ÉáõÍÝ ¿, ³ÛëÇÝùÝ ëï³óíáõÙ ¿ A-Çó

ßñç»Éáí (ïñ³ÝëåáÝ³óÝ»Éáí) & ï³ññ»ñÁ Ñ³Ù³ÉáõÍÝ»ñáí

�áË³ñÇÝ»Éáí: ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ ³Ûë Ó&áí ë³ÑÙ³ÝíáõÙ ¿ ·Í³ÛÇÝ

ûå»ñ³ïáñ, áñÁ ·áñÍáõÙ ¿ ³Ûëå»ë.

ïñí³Í x ∈ L Ñ³Ù³ñ Bx-Á Ñ³ßíáõÙ »Ýù Ñ»ï&Û³É Ï»ñåª í»ñóÝáõÙ »Ýù

x-Ç µ³½Çë³ÛÇÝ Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ x = ΛE & Ñ³ßíáõÙ »Ýù Bx = ΛA∗E:

¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É, áñ B ûå»ñ³ïáñÁ ·Í³ÛÇÝ ¿.

x1,x2 ∈ L,x1 = Λ1
E,x2 = Λ2

E  Bx1 = Λ1A∗E,Bx2 = Λ2A∗E

&
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λx1 + μx2 = λΛ1 + μΛ2E  Bλx1 + μx2 = λΛ1 + μΛ2A∗E =

λΛ1A∗ + μΛ2A∗E =λΛ1A∗
E + μΛ2A∗

E =

λΛ1A∗
E + μΛ2A∗

E =λBx1 + μBx2

¸ÛáõñÇÝ ¿ Ý³& ï»ëÝ»É, áñ B ûå»ñ³ïáñÇ & Ï³Ù³Û³Ï³Ý x,y ∈ L

Ñ³Ù³ñ ï»ÕÇ áõÝÇª

Ax, y = x,By

ÆëÏ³å»ë, ¹Çóáõù E µ³½ÇëáõÙ x = ΛE, y = ΥE: àõÝ»Ýùª Ax = ΛAE

& By = ΥA∗E: ²ÛÅÙ ª Ax,y = ΛAΥ∗ &

x,By = ΛΥA∗∗ = ΛAΥ∗ = ΛAΥ∗ = Ax,y:

ØÛáõë ÏáÕÙÇó Ax,y = x,By å³ÛÙ³ÝÇó µËáõÙ ¿, áñ »Ã» E

µ³½ÇëáõÙ A ûå»ñ³ïáñÇ Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ A Ù³ïñÇóÝ ¿, ³å³ B

ûå»ñ³ïáñÇ Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ A∗ ¿: ²å³óáõó»Ýù ¹³: ¸Çóáõù B

ûå»ñ³ïáñÇ Ý»ñÏ³Û³óáõÙÁ ¹³ B Ù³ïñÇóÝ ¿ & BE = BE: ¸Çóáõù Ý³&

x = ΛE, y = ΥE: ²ÛÅÙ ª

ΛAΥ∗ = Ax,y = x,By = ΛΥB∗ = ΛB∗Υ∗ = ΛB∗Υ∗

& áõñ»ÙÝª

0 = ΛA − ΛB∗Υ∗ = ΛA − B∗Υ∗:

ø³ÝÇ áñ x,y ∈ L Ï³Ù³Û³Ï³Ý »Ý í»ñóÝ»Ýù y = ΛA − B∗E,

Ïëï³Ý³Ýùª

ΛA − B∗ΛA − B∗∗ = 0

& Ñ»ï&³µ³ñª ΛA − B∗ = 0: ì»ñçÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÁ ï»ÕÇ áõÝÇ

Ï³Ù³Û³Ï³Ý Λ-Ç Ñ³Ù³ñ, áõëïÇ A − B∗ = 0 & A = B∗ ÇÝãÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù

¿ A∗ = B å³ÛÙ³ÝÇÝ:

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. L áõÝÇï³ñ (¿íùÉÇ¹»ëÛ³Ý) ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ ·áñÍáÕ A

·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÇ Ñ³Ù³ÉáõÍ ûå»ñ³ïáñ ¿ ÏáãíáõÙ A∗ ·Í³ÛÇÝ
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ûå»ñ³ïáñÁ, áñÇ Ñ³Ù³ñ ï»ÕÇ áõÝÇ

∀x,y ∈ L Ax,y = x,A∗y:

ö³ëïáñ»Ý, Ù»Ýù ³ñ¹»Ý í»ñÝ ³å³óáõó»É »Ýù, áñ Ï³Ù³Û³Ï³Ý A

·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÇ Ñ³Ù³ÉáõÍ ûå»ñ³ïáñÁ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ &

ûñÃáÝáñÙ³É µ³½ÇëáõÙ Ñ³Ù³ÉáõÍ ûå»ñ³ïáñÁ Ý»ñÏ³Û³óíáõÙ ¿

Ñ³Ù³ÉáõÍ Ù³ïñÇóáí (Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ ¹»åùáõÙ ¿íùÉÇ¹»ëÛ³Ý

ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñáõÙ Ñ³Ù³ÉáõÍ Ù³ïñÇóÁ �áË³ñÇÝíáõÙ ¿ ßñçí³Íáí):

Ð³Ù³ÉáõÍ ûå»ñ³ïáñÁ ë³ÑÙ³ÝíáõÙ ¿ ÙÇ³ñÅ»ùáñ»Ý: ÆëÏ³å»ë,

»Ã»ª

Ax,y = x,A1
∗y = x,A2

∗y,

³å³ x, A1
∗ − A2

∗y = 0 & ù³ÝÇ áñ x-Á Ï³Ù³Û³Ï³Ý ¿ª

A1
∗ − A2

∗y, A1
∗ − A2

∗y = 0:

àõëïÇ, A1
∗ − A2

∗y = 0 µáÉáñ y ∈ L Ñ³Ù³ñ & A1
∗ − A2

∗ = 0 áõ A1
∗ = A2

∗:

¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É Ñ»ï&Û³É Ñ³ïÏáõÃÛáõÝÝ»ñÁ.

1. A∗∗ = A

2. λA∗ = λA∗

3. A + B∗ = A
∗ + B∗

4. AB∗ = B
∗
A
∗
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ÜáñÙ³É ûå»ñ³ïáñÝ»ñ

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. L áõÝÇï³ñ (¿íùÉÇ¹»ëÛ³Ý) ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ ·áñÍáÕ A

·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÁ ÏáãíáõÙ ¿ ÝáñÙ³É, »Ã» ³ÛÝ ï»Õ³�áË»ÉÇ ¿ Çñ
Ñ³Ù³ÉáõÍÇ Ñ»ï, ³ÛëÇÝùÝª

AA
∗ = A

∗
A

²Ûëï»ÕÇó ÙÇ³Ý·³ÙÇó µËáõÙ ¿, áñ ûå»ñ³ïáñÁ ÝáñÙ³É ¿ ÙÇ³ÛÝ &

ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ A ûå»ñ³ïáñÇ Ý»ñÏ³Û³óáõÙÝ ûñÃáÝáñÙ³É

µ³½ÇëáõÙ µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ AA∗ = A∗A å³ÛÙ³ÝÇÝ:

¸ÛáõñÇÝ ¿ ï»ëÝ»É, áñ Ï³Ù³Û³Ï³Ý fθ, gθ ∈ Kθ

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ ï»ÕÇ áõÝÇª

fAgA∗ = gA∗fA:

Â»áñ»Ù 25.

¸Çóáõù A-Ý ÝáñÙ³É ûå»ñ³ïáñ ¿

1. λ-Ý A-Ç ë»�³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ ¿ λ-Ý A
∗-Ç

ë»�³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ ¿

2. x-Á λ ë»�³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ

A-Ç ë»�³Ï³Ý í»ÏïáñÝ ¿ x-Á λ ë»�³Ï³Ý

³ñÅ»ùÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ A
∗-Ç ë»�³Ï³Ý

í»ÏïáñÝ ¿

3. ï³ñµ»ñ ë»�³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÇÝ
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Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ ë»�³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñÁ
ûñÃá·áÝ³É »Ý:

²å³óáõÛó. ¸Çóáõù x-Á λ ë»�³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ

A-Ç ë»�³Ï³Ý í»ÏïáñÝ ¿, ³ÛëÇÝùÝª

A −λIx = 0, x ≠ 0

(³Ûëï»Õ I-Ý ÙÇ³íáñ ûå»ñ³ïáñÝ ¿ & I
∗ = I): ä³ñ½ ¿ ,áñ

A∗−λI∗ = A −λI &

0 = A −λIx, A −λIx =

A −λIx, A∗−λI∗x = A∗−λIA −λIx,x =

A∗−λIA −λIx,x = A −λIA∗−λIx,x =

A∗−λIx, A −λI∗x = A∗−λIx, A∗−λIx

àõñ»ÙÝª A∗−λIx = 0 & Ù»Ýù ³å³óáõó»óÇÝù 1 & 2 åÝ¹áõÙÝ»ñÁ:

²å³óáõó»Ýù 3-Á: ¸Çóáõù Ax = λx, x ≠ 0, Ay = μy, y ≠ 0 & λ ≠ μ:

²ÛÅÙ ª

λx,y = λx,y = Ax,y = x,A∗y = x,μy = μx, y

& λ − μx,y = 0: ø³ÝÇ áñ λ ≠ μ, ³å³ í»ñçÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÇó

ëï³ÝáõÙ »Ýù, áñ x,y = 0: Â»áñ»ÙÝ ³å³óáõóí³Í ¿:

Â»áñ»Ù 26.

Î³Ù³Û³Ï³Ý A ÝáñÙ³É ûå»ñ³ïáñÇ Ñ³Ù³ñ L áõÝÇï³ñ

(ÏáÙåÉ»ùë Ãí³ÛÇÝ ¹³ßïÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ) ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý

Ù»ç ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ûñÃáÝáñÙ³É µ³½Çë Ï³½Ùí³Í

ë»�³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñÇó:

²å³óáõÛó. A ûå»ñ³ïáñÇ µÝáõÃ³·ñÇã µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ ³Ýå³ÛÙ³Ý

áõÝÇ ³ñÙ³ïª λ1, áõëïÇ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ e1 ≠ 0, áñ Ae1 = λ1e1: ²ÛÅÙ
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e1-áí ÍÝí³Í »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ Ýß³Ý³Ï»Ýù L1-áí: ä³ñ½ ¿, áñ

dim L1 = 1: ²å³óáõó»Ýù, áñ L1
-Ý ÇÝí³ñÇ³Ýï ¿ A-Ç ÝÏ³ïÙ³Ùµ:

¸Çóáõù x ∈ L1
, ³å³ª

e1,Ax = A∗e1,x = λ1e1,x = λ1e1,x = 0

& áõëïÇª Ax ∈ L1
: ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ dim L1

 = dim L − 1:

ø³ÝÇ áñ L1
-Ý ÇÝí³ñÇ³Ýï ¿ A-Ç ÝÏ³ïÙ³Ùµ, ³å³ A-Ý ·Í³ÛÇÝ

ÝáñÙ³É ûå»ñ³ïáñ ¿ L1
-Ç íñ³ & í»ñÁ Ýßí³Í »Õ³Ý³Ïáí L1

-áõÙ

Ï·ïÝíÇ A-Ç ë»�³Ï³Ý í»Ïïáñ e2, áñáí ÍÝí³Í »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ

L1
-áõÙ ÏÝß³Ý³Ï»Ýù L2-áí, & L2

-Á ÏÉÇÝÇ ÇÝí³ñÇ³Ýï A-Ç ÝÏ³ïÙ³Ùµ:

¸ÛáõñÇÝ ¿ ï»ëÝ»É, áñ e1,e2 = 0 & L1
-áõÙ dim L2

 = dim L1
 − 1:

Þ³ñáõÝ³Ï»Éáí ³Ûë åñáó»ëÁ Ïëï³Ý³Ýù e1, . . . , edimL ½áõÛ· ³é ½áõÛ·

ûñÃá·áÝ³É ë»�³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñÇ (& áõëïÇ áã ½ñáÛ³Ï³Ý) ÙÇ

Ñ³Ù³Ï³ñ·, áñÁ ÏÏ³½ÙÇ L ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý µ³½Çë: ØÝáõÙ ¿ Ñ³ÛïÝÇ

»Õ³Ý³Ïáí ÝáñÙ³ÉÇ½³óÝ»É í»ÏïáñÝ»ñÁ, áñ Ýñ³Ýó ÝáñÙ»ñÁ ¹³éÝ³Ý

Ñ³í³ë³ñ 1-Ç: Â»áñ»ÙÝ ³å³óáõóí³Í ¿:

Ð»ï&³Ýù.

�áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ûñÃáÝáñÙ³É µ³½Çë, áñáõÙ ÝáñÙ³É

ûå»ñ³ïáñÁ Ý»ñÏ³Û³óíáõÙ ¿ ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ

Ù³ïñÇóáí:
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ÜáñÙ³É ûå»ñ³ïáñÝ»ñÝ ¾íùÉÇ¹»ëÛ³Ý
ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñáõÙ

î»ëÝ»Ýù ³ÛÅÙ, Ã» ÇÝã ï»ëùÇ Ù³ïñÇóáí ¿ Ý»ñÏ³Û³óíáõÙ ÝáñÙ³É

ûå»ñ³ïáñÝ ¿íùÉÇ¹»ëÛ³Ý ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ, ³ÛëÇÝùÝ, »ñµ Ãí³ÛÇÝ

¹³ßïÝ Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ ¹³ßïÝ ¿: ÖÇßï ³ÛÝå»ë, ÇÝãå»ë í³ñí»óÇÝù

Çñ³Ï³Ý Äáñ¹³ÝÛ³Ý ÝáñÙ³É Ó&Ç Ï³éáõóÙ³Ý Å³Ù³Ý³Ï, Ý»ñ¹Ý»Ýù

Ù»ñ ¿íùÉÇ¹»ëÛ³Ý n-ã³�³ÝÇ L ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý

n-ã³�³ÝÇ ÏáÙåÉ»ùë ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý Ù»ç: ²í»ÉÇ ëïáõÛ·, ýÇùë»Ýù L-áõÙ

áñ&¿ ûñÃáÝáñÙ³É µ³½Çëª e1,… ,en: L-Á ÏÉÇÝÇ Ç½áÙáñýª

VnR = α1,… ,αn ∣ αi ∈ R, i = 1,2,… ,n

ï³ñ³ÍáõÃÛ³ÝÁ: ä³ñ½ ¿, áñª

VnR ⊂ Vnℂ = α1,… ,αn ∣ αi ∈ ℂ, i = 1,2,… ,n

&

L ⊂ L̃ = α1e1 +…+αnen ∣ αj ∈ ℂ, j = 1,2, . . . , n:

²ÏÝÑ³Ûïáñ»Ý, Vnℂ-Ý Ç½áÙáñý ¿ L̃-ÇÝ: ¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É, áñ

e1,… ,en-Ý ûñÃáÝáñÙ³É µ³½Çë ¿ Ý³& L̃-áõÙ: Þ³ñáõÝ³Ï»Ýù ëÏ³ÉÛ³ñ

³ñï³¹ñÛ³ÉÁ L-Çó ÙÇÝã& L̃ Ñ»ï&Û³É Ï»ñåª »Ã» x = α1e1 +…+αnen &

y = β1e1 +…+βnen, ³å³ x,y = α1β̄1 +…+αnβ̄n: ºñµ x,y ∈ L

ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¿ L-Ç ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ Ñ»ï: A

ûå»ñ³ïáñÁ ß³ñáõÝ³Ï»Ýù L̃-Ç íñ³ Ñ»ï&Û³É Ï»ñåª »Ã»

x = α1e1 +…+αnen ∈ L̃, ³å³ Ax = α1Ae1 +…+αnAen (¹ÛáõñÇÝ ¿

ï»ëÝ»É, áñ ÝÙ³Ý Ó&áí Ï³ñ»ÉÇ ¿ ß³ñáõÝ³Ï»É Ï³Ù³Û³Ï³Ý ·Í³ÛÇÝ

ûå»ñ³ïáñ, áñ ë³ÑÙ³Ýí³Í ¿ L-Ç íñ³): ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ ¹³ ·Í³ÛÇÝ

ûå»ñ³ïáñ ¿: Þ³ñáõÝ³Ïí³Í ûå»ñ³ïáñÁ Ýß³Ý³Ï»Ýù B-áí: ²ÏÝÑ³Ûï

¿, áñ B = A L-Ç íñ³: Þ³ñáõÝ³Ï»Ýù Ý³& A
∗ ûå»ñ³ïáñÁ &

Ýß³Ý³Ï»Ýù ¹ñ³ ß³ñáõÝ³ÏáõÃÛáõÝÁ B1-áí: òáõÛó ï³Ýù, áñ B1-Á
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Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¿ B
∗-Ç Ñ»ï: ÆëÏ³å»ë, ¹Çóáõù x = α1e1 +…+αnen &

y = β1e1 +…+βnen, ³å³ª

Bx,y = ∑
i=1

n

αiBei,y = ∑
i=1

n

αiAei,∑
j=1

n

βjej =

∑
i=1

n

∑
j=1

n

αiβ̄jAei, ej = ∑
i=1

n

∑
j=1

n

αiβ̄jei,A∗ej =

∑
i=1

n

∑
j=1

n

αiβ̄jei,B1ej = ∑
i=1

n

αiei,∑
j=1

n

βjB1ej = x,B1y

Ð³Ù³ÉáõÍ ûå»ñ³ïáñÇ ÙÇ³ÏáõÃÛáõÝÇó ëï³ÝáõÙ »Ýù, áñ B1 = B
∗:

²å³óáõó»Ýù ³ÛÅÙ, áñ B ûå»ñ³ïáñÁ ÝáõÛÝå»ë ÝáñÙ³É ¿: Æñáù,

Ï³Ù³Û³Ï³Ý x = α1e1 +…+αnen ∈ L̃ Ñ³Ù³ñ áõÝ»Ýùª

B
∗
Bx = B

∗∑
i=1

n

αiBei = B
∗∑

i=1

n

αiAei = ∑
i=1

n

αiB
∗Aei

ù³ÝÇ áñ Aei∈L
=

∑
i=1

n

αiA
∗
Aei = ∑

i=1

n

αiAA
∗ei = A∑

i=1

n

αiA
∗ei = B∑

i=1

n

αiB
∗ei = BB

∗x

ÜÏ³ï»Ýù Ý³&, áñ »Ã»

E =

e1

⋮

en

ûñÃáÝáñÙ³É µ³½ÇëáõÙ A ûå»ñ³ïáñÁ Ý»ñÏ³Û³óí³Í ¿ A Çñ³Ï³Ý

Ù³ïñÇóáí, ³å³ B ûå»ñ³ïáñÁ Ý»ñÏ³Û³óí³Í ¿ ³Û¹ ÝáõÛÝ Ù³ïñÇóáí,

ÇëÏ B∗ ûå»ñ³ïáñÁ AT Ù³ïñÇóáí: ÆëÏ³å»ë,

BE =

Be1

⋮

Ben

=

Ae1

⋮

Aen

= AE = AE

&
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B
∗
E = A

∗
E = AT

E:

¸Çóáõù x = α1e1 +…+αnen ∈ L̃ ï³ññÁ B ûå»ñ³ïáñÇ ë»�³Ï³Ý

í»ÏïáñÝ ¿, áñ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÙ ¿ λ ë»�³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇÝ:

Üß³Ý³Ï»Ýù Λ = α1,… ,αn & x = ΛE: ø³ÝÇ áñ Bx = λx, ³å³

ΛA = λΛ: Üß³Ý³Ï»Ýù A Ù³ïñÇóÇ ï³ññ»ñÁ βij Ýß³ÝÝ»ñáí: ΛA

í»ÏïáñÇ j-ñ¹ ï³ññÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ ∑
i=1

n

αiβij = λαj: ì»ñçÇÝ ³éÝãáõÃÛ³Ý

Ù»ç ³ÝóÝ»Ýù Ñ³Ù³ÉáõÍÝ»ñÇÝ Ñ³ßíÇ ³éÝ»Éáí, áñ βij Ãí»ñÝ Çñ³Ï³Ý »Ý:

Îëï³Ý³Ýù ∑
i=1

n

ᾱiβij = λ̄ᾱj, ÇÝãÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿ Λ̄A = λ̄Λ̄ ³éÝãáõÃÛ³ÝÁ:

ê³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ Bx̄ = λ̄x̄: ²ÛëÇÝùÝ, »Ã» x ∈ L̃ ï³ññÁ B

ûå»ñ³ïáñÇ λ ë»�³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý ë»�³Ï³Ý

í»ÏïáñÝ ¿, ³å³ x̄-Á B ûå»ñ³ïáñÇ ë»�³Ï³Ý í»ÏïáñÝ ¿, áñ

Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÙ ¿ λ̄-ÇÝ:

Ð³Ù³Ó³ÛÝ Â»áñ»Ù 26-Ç & ¹ñ³ Ð»ï&³ÝùÇ L̃ áõÝÇï³ñ

ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý Ù»ç ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ûñÃáÝáñÙ³É µ³½Çë Ï³½Ùí³Í B

ûå»ñ³ïáñÇ ë»�³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñÇó: ²Û¹ µ³½ÇëáõÙ B ûå»ñ³ïáñÇ

Ù³ïñÇóÁ ÏáõÝ»Ý³ Ñ»ï&Û³É ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï»ëùÁª

λ1

λ̄1

⋱

λm

λ̄m

λ2m+1

⋱

λn

    (37)

áñï»Õ i = 1, 2,… ,m Ñ³Ù³ñ λi-Ý ÏáÙåÉ»ùë ÃÇí ¿ & λi ≠ λ̄i, ÙÝ³ó³Í
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λ2m+1,… ,λn Ãí»ñÝ Çñ³Ï³Ý »Ý: ÀÝ¹ áñáõÙ λi, λ̄i ½áõÛ·»ñÁ

i = 1,2,… ,m Ñ³Ù³ñ ¹³ë³íáñí³Í »Ý ³ÛÝå»ë, áñ

λ1,… ,λm ∩ λ̄1,… , λ̄m = : àõëïÇ,

∀i, j ∈ 1,2,… ,m  λi ≠ λ̄j:

úñÃáÝáñÙ³É µ³½ÇëÇ ï³ññ»ñÁ Ýß³Ý³Ï»Ýù Ñ»ï&Û³É Ï»ñåª

d1,h1,… ,dm,hm,c2m+1,… ,cn:

àõÝ»Ýùª Bdi = λidi, Bhi = λ̄ihi, i = 1,2,… ,m &

Bc2m+1 = λ2m+1c2m+1,… ,Bcn = λncn:

¸Çï³ñÏ»Ýùª

d1, d̄1,… ,dm, d̄m,c2m+1,… , cn

Ñ³Ù³Ï³ñ·Á: ²å³óáõó»Ýù, áñ ³Ûë Ñ³Ù³Ï³ñ·Á &ë ûñÃáÝáñÙ³É

µ³½Çë ¿: ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ ‖x‖ = ‖x̄‖ Ï³Ù³Û³Ï³Ý x-Ç Ñ³Ù³ñ L̃-Çó:

àõëïÇª

d1, d̄1,… ,dm, d̄m,c2m+1,… , cn

Ñ³Ù³Ï³ñ·Á ÝáñÙ³íáñí³Í ¿ & ãÇ å³ñáõÝ³ÏáõÙ ½ñ³Û³Ï³Ý ï³ññ»ñ:

ø³ÝÇ áñ i ≠ j  di,dj = 0 & di,dj = d̄i, d̄j, ³å³

i ≠ j  d̄i, d̄j = 0: ì»ñÁ ëï³ó»É »Ýù, áñ

λ1,… ,λm ∩ λ̄1,… , λ̄m = ,

áõëïÇ, Ñ³Ù³Ó³ÛÝ Â»áñ»Ù 25-Ç 3-ñ¹ Ï»ïÇ, ëï³ÝáõÙ »Ýù, áñ

i, j ∈ 1,2,… ,m  di, d̄j = 0: ì»ñç³å»ë, ù³ÝÇ áñ

λ2m+1,… ,λn ∩ λ̄1,… , λ̄m = , ³å³ ÏñÏÇÝ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ Â»áñ»Ù

25-Ç 3-ñ¹ Ï»ïÇª d̄i,cj = 0: ²ÛëåÇëáí ª

d1, d̄1,… ,dm, d̄m,c2m+1,… , cn

Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý ûñÃáÝáñÙ³íáñí³Í ¿ & ãÇ å³ñáõÝ³ÏáõÙ ½ñáÛ³Ï³Ý

ï³ññ, áõëïÇ ³ÛÝ ûñÃáÝáñÙ³É µ³½Çë ¿: àõÝ»Ýù, áñ Bdi = λidi,

Bd̄i = λ̄id̄i, i = 1,2,… ,m, áõñ»ÙÝ ³Ûë µ³½ÇëáõÙ &ë B ûå»ñ³ïáñÇ
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Ù³ïñÇóÁ ÏáõÝ»Ý³ í»ñÁ Ýßí³Í ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï»ëùÁ: ²ÏÝÑ³Ûï ¿,

áñ L̃-Á Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ ¿ µ³½Çë³ÛÇÝ ï³ññ»ñáí ÍÝí³Í 1-ã³�³ÝÇ

ÇÝí³ñÇ³Ýï »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ áõÕÇÕ ·áõÙ³ñ: Ü³& dj, d̄j

½áõÛ·»ñáí ÍÝí³Í 2-ã³�³ÝÇ »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÁ ÏÉÇÝ»Ý

ÇÝí³ñÇ³Ýï & ¹ñ³Ýó áõÕÇÕ ·áõÙ³ñÁ c2m+1,… ,cn ï³ññ»ñáí ÍÝí³Í

1-ã³�³ÝÇ ÇÝí³ñÇ³Ýï »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ñ»ï ÏÉÇÝÇ Ñ³í³ë³ñ

L̃-ÇÝ:

¸Çï³ñÏ»Ýù ³ÛÅÙ áñ&¿ λj ≠ λ̄j ½áõÛ·Á j ∈ 1,2,… ,m &

Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáÕ dj, d̄j ë»�³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñÁ: Ð³ñÙ³ñáõÃÛ³Ý

Ñ³Ù³ñ Ýß³Ý³Ï»Ýù λj = λ, λ̄j = λ̄, dj = d & d̄j = d̄: ¸Çóáõù

λ = σ + iτ, ÁÝ¹ áñáõÙ å³ñ½ ¿, áñ τ ≠ 0 & ÙÇßï Ï³ñáÕ »Ýù í»ñóÝ»É

τ > 0: ÐÇß»óÝ»Ýù, áñ Bd = λd, Bd = λd & d, d̄ = 0, ‖d‖ = ‖d̄‖ = 1:

öáË³ñÇÝ»Ýù d & d̄ ï³ññ»ñÁ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ 2 d & 2 d

ï³ññ»ñáí: ¸ñ³Ýó Ñ³Ù³ñ ï»ÕÇ áõÝÇ B 2 d = λ 2 d,

B 2 d = λ 2 d &  2 d, 2 d̄ = 0, 2 d = 2 d̄ = 2 :

àõëïÇ, »Ã» µ³½ÇëáõÙ dj, d̄j ½áõÛ·Á �áË³ñÇÝ»Ýù 2 dj, 2 d̄j ½áõÛ·áí B

ûå»ñ³ïáñÇ Ù³ïñÇóÇ ï»ëùÁ ÏÙÝ³ ³Ý�á�áË (µ³½ÇëÁ ÏÙÝ³

ûñÃá·áÝ³É, µ³Ûó áã ÝáñÙ³íáñí³Í): Î³éáõó»Ýù f = 1
2
d + d &

g = 1
2i
d − d ï³ññ»ñÁ: ä³ñ½ ¿, áñ d = f + ig, d̄ = f − ig & d, d̄

Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç Ã³Õ³ÝÃÁ & f, g Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç Ã³Õ³ÝÃÁ Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ »Ý:

²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ f,g ï³ññ»ñÁ ¿íùÉÇ¹»ëÛ³Ý L ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÇó »Ý,

áõëïÇª Bf = Af & Bg = Ag: ¸ñ³Ýù ûñÃá·áÝ³É »Ý ù³ÝÇ áñª

f,g = − 1
4i

d + d,d − d =

− 1
4i

d,d − d,d + d,d − d, d = 0:

Ü³&ª
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f, f = 1
4
d + d,d + d = 1

4
d,d + d, d = 1

& ÝÙ³Ý³å»ëª

g, g = − 1
4i2

d − d,d − d = 1
4
d, d + d, d = 1:

ì»ñç³å»ëª

Af = 1
2
Ad + d = 1

2
Ad + Ad = 1

2
λd + λd =

1
2
σ + iτd + σ − iτd = 1

2
σd + σd + iτd − iτd =

σ 1
2
d + d − τ 1

2i
d − d = σf − τg

&

Ag = 1
2i
Ad − d = 1

2i
Ad − Ad = 1

2i
λd − λd =

1
2i

σ + iτd − σ − iτd = 1
2i

σd − σd + iτd + iτd =

σ 1
2i

d − d + iτ 1
2i

d + d = σf + τg:

²ÛëåÇëáí ª

Bf = Af = σf − τg

Bg = Ag = σf + τg

&

Bf

Bg

Af

Ag
=

σ −τ

τ σ

f

g

êï³ó³Ýù, áñ f,g Ñ³Ù³Ï³ñ·Á ¹³ Çñ³Ï³Ý ûñÃáÝáñÙ³É µ³½Çë ¿

d, d̄ ½áõÛ·áí ÍÝí³Í 2-ã³�³ÝÇ ÇÝí³ñÇ³Ýï »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý

Ñ³Ù³ñ &

λ 0

0 λ
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ï»ëùÇ í³Ý¹³ÏÁ (37) Ù³ïñÇóáõÙ Ï�áË³ñÇÝíÇ

σ −τ

τ σ
    (38)

ï»ëùÇ í³Ý¹³Ïáí:

ì»ñóÝ»Ýù ³ÛÅÙ Ï³Ù³Û³Ï³Ý cj ∈ c2m+1,… ,cn & λj-Ý

Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý ë»�³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ ¿ (37) Ù³ïñÇóáõÙ: ÆÝãå»ë

·Çï»Ýù, c̄j ï³ññÁ ÝáõÛÝå»ë B ûå»ñ³ïáñÇ ë»�³Ï³Ý í»ÏïáñÝ ¿, áñ

Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÙ ¿ λ̄j = λj Çñ³Ï³Ý ë»�³Ï³Ý ³ñÅ»ùÇÝ: àõñ»ÙÝ,

c̄j-Ý å³ïÏ³ÝáõÙ ¿ c2m+1,… ,cn ï³ññ»ñáí ÍÝí³Í 1-ã³�³ÝÇ

ûñÃá·áÝ³É »ÝÃ³ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÇó Ù»ÏÇÝ:

¸Çóáõù c̄j = μcj: ä³ñ½ ¿, áñ ‖c̄j‖ = ‖cj‖ & |μ| = 1, ³ÛëÇÝùÝ

μ = eiϕ: êï³ÝáõÙ »Ýùª eiϕ/2cj = e−iϕ/2c̄j & eiϕ/2cj = e−iϕ/2c̄j = eiϕ/2cj,

áõëïÇ eiϕ/2cj ï³ññÝ Çñ³Ï³Ý ¿, ³ÛëÇÝùÝ å³ïÏ³ÝáõÙ ¿ L-ÇÝ:

ÜáñÙ³íáñ»Ýù eiϕ/2cj-Ý & L̃-Ç µ³½ÇëáõÙ �áË³ñÇÝ»Ýù cj-Ý eiϕ/2cj-áí:

ä³ñ½ ¿, áñ Beiϕ/2cj = λjeiϕ/2cj & (37) Ù³ïñÇóÁ ãÇ �áËíáõÙ:

¸Çóáõù c̄j = μck, áñï»Õ j ≠ k: ÆÝãå»ë ·Çï»Ýù, Bcj = λjcj &

Bc̄j = λjc̄j, ù³ÝÇ áñ λj = λ̄j: ØÛáõë ÏáÕÙÇóª Bck = λkck : ê³Ï³ÛÝ

c̄j = μck, áõëïÇ λj = λk: ø³ÝÇ áñ cj,ck = 0, cj-Ý & c̄j-Ý ·Íáñ»Ý

³ÝÏ³Ë »Ý: ì»ñóÝ»Ýù f = 1
2
 2 cj + 2 c̄j & g = 1

2i
 2 cj − 2 c̄j:

²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ f,g Ñ³Ù³Ï³ñ·Á ÝáõÛÝå»ë ·Íáñ»Ý ³ÝÏ³Ë ¿, ù³ÝÇ áñ

2 cj = f + ig, 2 c̄j = f − ig & 2 cj, 2 c̄j & f, g Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÇ

Ã³Õ³ÝÃÝ»ñÁ ÝáõÛÝÝ »Ý: ä³ñ½ ¿ Ý³&, áñ f,g ï³ññ»ñÁ ¿íùÉÇ¹»ëÛ³Ý L

ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÇó »Ý, áõëïÇ Bf = Af & Bg = Ag:

àõÝ»Ýù, áñª  2 cj, 2 c̄j = 0 & 2 cj = 2 c̄j = 2 :

àõñ»ÙÝª
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f,g = − 1
4i

 2 cj + 2 c̄j, 2 cj − 2 c̄j =

− 1
4i

 2 cj, 2 cj −  2 c̄j, 2 c̄j = 0:

Ü³&ª

f, f = 1
4
 2 cj + 2 c̄j, 2 cj + 2 c̄j =

1
4
 2 cj, 2 cj +  2 c̄j, 2 c̄j = 1

& ÝÙ³Ý³å»ëª

g,g = − 1
4i2

 2 cj − 2 c̄j, 2 cj − 2 c̄j =

1
4
 2 cj, 2 cj +  2 c̄j, 2 c̄j = 1:

àõñ»ÙÝ f,g Ñ³Ù³Ï³ñ·Ý ûñÃáÝáñÙ³íáñí³Í ¿: ì»ñç³å»ëª

Bf = 1
2
B 2 cj + 2 c̄j = 1

2
 2 Bcj + 2 Bc̄j =

1
2
 2 λjcj + 2 λjc̄j = λjf

& ÝÙ³Ý³å»ë Bg = λjg: L̃-Ç ûñÃáÝáñÙ³É µ³½ÇëáõÙ Ï�áË³ñÇÝ»Ýù cj,ck

½áõÛ·Á f,g ½áõÛ·áí ëï³Ý³Éáí ÝáñÇó ûñÃáÝáñÙ³É µ³½Çë, áñáõÙ (37)

Ù³ïñÇóÇ ï»ëùÁ ÙÝáõÙ ¿ ³Ý�á�áË:

²ÛëåÇëáí ï»ë³Ýù, áñ L̃-áõÙ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ Çñ³Ï³Ý ûñÃáÝáñÙ³É

µ³½Çë, áñáõÙ B ûå»ñ³ïáñÇ Ù³ïñÇóÝ áõÝÇ (37) ï»ëùÁ: ø³ÝÇ áñ

µ³½ÇëÁ Çñ³Ï³Ý ¿ & Çñ³Ï³Ý ¿ Ù³ïñÇóÁ, ³å³ ³ÏÝÑ³Ûïáñ»Ý µ³½ÇëÁ

ÏÉÇÝÇ Ý³& L ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý µ³½Çë & (37) Ù³ïñÇóÁ ÏÝ»ñÏ³Û³óÝÇ A

ûå»ñ³ïáñÁ:

ö³ëïáñ»Ý Ù»Ýù ³å³óáõó»óÇÝù Ñ»ï&Û³É Ã»áñ»ÙÁ:

Â»áñ»Ù 27.
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¾íùÉÇ¹»ëÛ³Ý (Çñ³Ï³Ý ¹³ßïÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ)

ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ ÝáñÙ³É ûå»ñ³ïáñÇ Ñ³Ù³ñ

·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ûñÃáÝáñÙ³É µ³½Çë, áñáõÙ ûå»ñ³ïáñÇ

Ù³ïñÇóÁ µ»ñíáõÙ ¿ Ñ»ï&Û³É ï»ëùÇª

σ1 −τ1

τ1 σ1

⋱

σm −τm

τm σm

λ2m+1

⋱

λn

áñï»Õ λ1 = σ1 + iτ1, λ2 = σ1 − iτ1,…,λ2m−1 = σm + iτm,

λ2m = σm − iτm, λ2m+1,…,λn Ãí»ñÁ A ûå»ñ³ïáñÇ µáÉáñ

ë»�³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÝ »Ý, ÁÝ¹ áñáõÙ ª τj > 0, j = 1,2,… ,m:

ÐÇÙÝí»Éáí ³Ûë Ã»áñ»ÙÇ íñ³ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ï³É ÝáñÙ³É ûå»ñ³ïáñÝ»ñÇ

·áñÍáÕáõÃÛ³Ý »ñÏñ³ã³�³Ï³Ý ÇÙ³ëïÇ µáí³Ý¹³Ï³ÉÇó

Ù»ÏÝ³µ³ÝáõÃÛáõÝÁ ¿íùÉÇ¹»ëÛ³Ý ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ¹»åùáõÙ: ¸ÛáõñÇÝ ¿

ï»ëÝ»É, áñ

σ −τ

τ σ

Ù³ïñÇóÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ·ñ»É Ñ»ï&Û³É Ï»ñåª
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σ2 + τ2

σ

σ2+τ2
− τ

σ2+τ2

τ

σ2+τ2

σ

σ2+τ2

= |λ|
cosϕ − sinϕ

sinϕ cosϕ

áñï»Õ cosϕ = σ

σ2+τ2
, sinϕ = τ

σ2+τ2
> 0: Ð³ÛïÝÇ ¿, áñ ³Ûë

ï»ë³ÏÇ Ù³ïñÇóÝ»ñÁ "åïïáõÙ " »Ý Ñ³ñÃáõÃÛáõÝÁ ϕ ³ÝÏÛáõÝáí & |λ|

³Ý·³Ù "Ó·áõÙ " »Ý ³ÛÝ: ê³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ L ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ

ïñáÑíáõÙ ¿ ÙÇ ß³ñù �áËáõÕÕ³Ñ³Û³ó Ñ³ñÃáõÃÛáõÝÝ»ñÇ & áõÕÇÕÝ»ñÇ:

úå»ñ³ïáñÁ "Ó·áõÙ " & "åïïáõÙ " ¿ ³Û¹ Ñ³ñÃáõÃÛáõÝÝ»ñÁ, ÇëÏ

áõÕÇÕÝ»ñÁ ÙÇ³ÛÝ "Ó·áõÙ " ¿:
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àõÝÇï³ñ (ûñÃá·áÝ³É) ûå»ñ³ïáñÝ»ñ

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. L áõÝÇï³ñ (ûñÃá·áÝ³É) ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ ·áñÍáÕ A

·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÁ ÏáãíáõÙ ¿ áõÝÇï³ñ (ûñÃá·áÝ³É), »Ã» µáÉáñ
x ∈ L Ñ³Ù³ñ ï»ÕÇ áõÝÇª

Ax,Ax = x,x     (39)

²ÛëÇÝùÝ, áõÝÇï³ñ ûå»ñ³ïáñÁ å³Ñå³ÝáõÙ ¿ ï³ññ»ñÇ

»ñÏ³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ (ÝáñÙ»ñÁ): ²å³óáõó»Ýù, áñ ³ÛÝ å³Ñå³ÝáõÙ ¿

Ý³& ï³ññ»ñÇ ÙÇç& "³ÝÏÛáõÝÝ»ñÁ": ²í»ÉÇ ëïáõÛ·, ³å³óáõó»Ýù, áñ

(39)-Á Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿ Ñ»ï&Û³É å³ÛÙ³ÝÇÝª

∀x,y ∈ L Ax,Ay = x,y     (40)

ä³ñ½ ¿, áñ (39)-Á µËáõÙ ¿ (40)-Çó: ²å³óáõó»Ýù, áñ (40)-Á

(39)-Ç Ñ»ï&³ÝùÝ ¿:

¸Çóáõù x,y ∈ L Ï³Ù³Û³Ï³Ý ï³ññ»ñ »Ý: àõÝ»Ýùª

Ax + y,Ax + y = x + y,x + y,

áõñ»ÙÝª

Ax,Ax + Ax,Ay + Ay,Ax + Ay,Ay =

x,x + x, y + y,x + y,y

&

Ax,Ay + Ay,Ax = x,y + y, x     (41)

àõÝ»Ýù Ý³&ª

Ax + iy,Ax + iy = x + iy, x + iy

&

Ax,Ax − iAx,Ay + iAy,Ax − i2Ay,Ay =

x,x − ix,y + iy,x − i2y,y:
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²Ûëï»ÕÇó ëï³ÝáõÙ »Ýùª

Ax,Ay − Ay,Ax = x,y − y, x     (42)

ºÃ» ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ ûñÃá·áÝ³É ¿ (³ÛëÇÝùÝ Ãí³ÛÇÝ ¹³ßïÁ

Çñ³Ï³Ý ¿), ³å³ (41)-Á Ï³ñï³·ñ»Ýù áñå»ë 2Ax,Ay = 2x,y &

(40)-Á ëïáõÛ· ¿:

ºÃ» ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ áõÝÇï³ñ ¿ (Ãí³ÛÇÝ ¹³ßïÁ ÏáÙåÉ»ùë ¿),

³å³ ·áõÙ³ñ»Éáí Çñ³ñ (41)-Á & (42)-Á Ïëï³Ý³Ýù (40)-Á:

²ÛëåÇëáí ï»ëÝáõÙ »Ýù, áñ áñå»ë áõÝÇï³ñ (ûñÃá·áÝ³É)

ûå»ñ³ïáñÇ ë³ÑÙ³ÝáõÙ Ï³ñ»ÉÇ ¿ í»ñóÝ»É Ý³& (40)-Á:

¸Çóáõù A-Ý áõÝÇï³ñ ¿: àõñ»ÙÝª

x,y = Ax,Ay = x,A∗
Ay & x, I − A∗

Ay = 0

Ï³Ù³Û³Ï³Ý x,y ∈ L Ñ³Ù³ñ: Ø³ëÝ³íáñ³å»ë, »ñµ x = I − A∗
Ay

ëï³ÝáõÙ »Ýùª

I − A∗
Ay, I − A∗

Ay = 0

& I − A∗
Ay = 0 µáÉáñ y ∈ L Ñ³Ù³ñ: ê³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ A∗

A = I &

A
∗ = A

−1: Ü³& ëï³ÝáõÙ »Ýù, áñ A∗
A = AA

∗ & A ûå»ñ³ïáñÁ ÝáñÙ³É

¿:

ØÛáõë ÏáÕÙÇó, »Ã» A
∗ = A

−1, ³å³ A
∗
A = I &

x,x = x,A∗
Ax = Ax,Ax & ûå»ñ³ïáñÁ áõÝÇï³ñ ¿: àõëïÇª

1. A ûå»ñ³ïáñÝ áõÝÇï³ñ ¿  A
∗ = A

−1

2. áõÝÇï³ñ ûå»ñ³ïáñÁ ÝáñÙ³É ¿:

¸Çóáõù E-Ý L ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý ûñÃáÝáñÙ³É µ³½ÇëÝ ¿ & A-Ý A

ûå»ñ³ïáñÇ Ý»ñÏ³Û³óáõÙÝ ¿ ³Û¹ µ³½ÇëáõÙ: A
∗ = A

−1 å³ÛÙ³ÝÇó

³ÝÙÇç³å»ë µËáõÙ ¿, áñ A∗ = A−1 & áõñ»ÙÝ A Ù³ïñÇóÝ áõÝÇï³ñ

(ûñÃá·áÝ³É) ¿: ø³ÝÇ áñ ³ñ¹»Ý å³ñ½»É »Ýù, áñ áõÝÇï³ñ

Ù³ïñÇóÝ»ñÝ ûñÃáÝáñÙ³É µ³½ÇëÇó ûñÃáÝáñÙ³É µ³½Çë ³ÝóÙ³Ý
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Ù³ïñÇóÝ»ñÝ »Ý, ³å³ ¹Åí³ñ ã¿ Ïé³Ñ»É, áñ ³Û¹ ÝáõÛÝ Ñ³ïÏáõÃÛ³Ùµ

»Ý ûÅïí³Í áõÝÇï³ñ ûå»ñ³ïáñÝ»ñÁ: ÆëÏ³å»ë, ¹Çóáõù

E =

e1

⋮

en

:

àõÝ»Ýù ei,ej = Aei,Aej, áõëïÇª

ei,ej =
1, i = j

0, i ≠ j
 Aei,Aej =

1, i = j

0, i ≠ j
:

¸ÛáõñÇÝ ¿ ÝÏ³ï»É, áñ áõÝÇï³ñ ûå»ñ³ïáñÝ»ñÇ µ³½ÙáõÃÛáõÝÁ

(ÙÇ&ÝáõÛÝ L-Ç íñ³ ë³ÑÙ³Ýí³Í) Ï³½ÙáõÙ ¿ ËáõÙµ ûå»ñ³ïáñÝ»ñÇ

µ³½Ù³å³ïÏÙ³Ý (Ñ³çáñ¹³µ³ñ ÏÇñ³éÙ³Ý) ·áñÍáÕáõÃÛ³Ý

ÝÏ³ïÙ³Ùµ: ²ÛëÇÝùÝ, ÙÇ³íáñ ûå»ñ³ïáñÁ áõÝÇï³ñ ¿, áõÝÇï³ñ

ûå»ñ³ïáñÝ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÝ áõÝÇï³ñ ûå»ñ³ïáñ ¿ª

x,x = Ax,Ax = BAx,BAx = ABx,ABx

& A
−1-Ý áõÝÇï³ñ ¿ª

x,x = Ax,Ax  A−1x,A−1x = x,x:

¸Çóáõù A-Ý áõÝÇï³ñ ûå»ñ³ïáñ ¿ & λ-Ý Ýñ³ ë»�³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ ¿:

�áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ x ≠ 0, áñ Ax = λx: Ð»ï&³µ³ñª

x,x = Ax,Ax = λx,λx = λλx,x

& |λ| = 1: ê³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ ¹³ßïÇ ¹»åùáõÙ

λ = ±1, ÇëÏ ÏáÙåÉ»ùë Ãí»ñÇ ¹³ßïÇ ¹»åùáõÙ λ = σ + iτ,

σ2 + τ2 = 1:

àõÝÇï³ñ (ûñÃá·áÝ³É) ûå»ñ³ïáñÇ ë»�³Ï³Ý
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³ñÅ»ùÝ»ñÇ Ùá¹áõÉÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ Ù»ÏÇ:

ø³ÝÇ áñ áõÝÇï³ñ ûå»ñ³ïáñÁ ÝáñÙ³É ¿, ³å³ Â»áñ»Ù 26-Á

ÏÓ&³Ï»ñåíÇ Ñ»ï&Û³É Ï»ñå.

Ï³Ù³Û³Ï³Ý áõÝÇï³ñ A Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ

áõÝÇ áõÝÇï³ñ Q Ù³ïñÇó, ³ÛÝåÇëÇ, áñ Q−1AQ-Ý áõÝÇ

³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï»ëù & ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï³ññ»ñÇ

Ùá¹áõÉÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ 1-Ç:

Æñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ ¹³ßïÇ ¹»åùáõÙ, ³ÛëÇÝùÝ »ñµ ûå»ñ³ïáñÝ

ûñÃá·áÝ³É ¿, Ïí³ñí»Ýù ³ÛÝå»ë, ÇÝãå»ë ÝáñÙ³É ûå»ñ³ïáñÝ»ñÇ

¹»åùáõÙ: üÇùë»Éáí L ¿íùÉÇ¹»ëÛ³Ý ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý Ù»ç e1,… ,en

ûñÃáÝáñÙ³É µ³½ÇëÁ ÏÁÝ¹É³ÛÝ»Ýù L ¿íùÉÇ¹»ëÛ³Ý ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ

ÙÇÝã& L̃ áõÝÇï³ñ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÁ: ÆÝãå»ë ·Çï»Ýùª

L = α1,… ,αn ∣ αi ∈ R, i = 1,… , n

&

L̃ = α1,… ,αn ∣ αi ∈ ℂ, i = 1,… ,n:

Ð³ÛïÝÇ »Õ³Ý³Ïáí ÁÝ¹É³ÛÝ»Ýù A ûñÃá·áÝ³É ûå»ñ³ïáñÁ ÙÇÝã& L̃-Ç

íñ³ ë³ÑÙ³Ýí³Í ûå»ñ³ïáñ, áñÁ Ýß³Ý³Ï»Ýù B-áí: ºÃ»

x = ∑
j=1

n

αjej ∈ L̃, ³å³ Bx = ∑
j=1

n

αjAej: ä³ñ½ ¿, áñ L ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý

íñ³ B-Ý Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¿ A-Ç Ñ»ï:

òáõÛó ï³Ýù, áñ B ûå»ñ³ïáñÝ áõÝÇï³ñ ¿: ¸Çóáõù x = ∑
j=1

n

αjej ∈ L̃:

àõÝ»Ýùª
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Bx,Bx = ∑
j=1

n

αjAej,∑
k=1

n

αkAek = ∑
j=1

n

∑
k=1

n

αjᾱkAej,Aek =

∑
j=1

n

∑
k=1

n

αjᾱkej,ek = ∑
j=1

n

αjej,∑
k=1

n

αkek = x,x

²ÛÅÙ, Ñ³Ù³Ó³ÛÝ Â»áñ»Ù 27-Ç ëï³ÝáõÙ »Ýù.

Ï³Ù³Û³Ï³Ý ûñÃá·áÝ³É A Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ù³ñ

·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ûñÃá·áÝ³É Q Ù³ïñÇó, ³ÛÝåÇëÇ, áñ

Q−1AQ Ù³ïñÇóÁ Ï³½Ùí³Í ¿ ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ µÉáÏ»ñÇó,

áñáÝù Ï³Ù 1-ã³�³ÝÇ »Ý & Ñ³í³ë³ñ »Ý ±1, Ï³Ù ¿É

2-ã³�³ÝÇ »Ý & áõÝ»Ý (43) ï»ëùÁª

σ −τ

τ σ
    (43)

áñï»Õ σ2 + τ2 = 1:

²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ (43) ï»ëùÇ Ù³ïñÇóÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ í»ñ³ñï³·ñ»É

áñå»ëª

cosϕ − sinϕ

sinϕ cosϕ
,

áñï»Õ sinϕ ≠ 0:
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Ð»éÙÇïÛ³Ý (êÇÙ»ïñÇÏ) ûå»ñ³ïáñÝ»ñ

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. L áõÝÇï³ñ (ûñÃá·áÝ³É) ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ ·áñÍáÕ A

·Í³ÛÇÝ ûå»ñ³ïáñÁ ÏáãíáõÙ ¿ Ñ»éÙÇïÛ³Ý (ëÇÙ»ïñÇÏ), »Ã»
µáÉáñ x, y ∈ L Ñ³Ù³ñ ï»ÕÇ áõÝÇª

Ax,y = x,Ay     (44)

²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ A∗ = A & A-Ý ÝáñÙ³É ûå»ñ³ïáñ ¿:

¸Çóáõùª

E =

e1

e2

⋮

en

-Ý

ûñÃáÝáñÙ³É µ³½Çë ¿ & A-Ý A ûå»ñ³ïáñÇ Ý»ñÏ³Û³óáõÙÝ ¿ ³Û¹

µ³½ÇëáõÙ, ³ÛëÇÝùÝ AE =AE: ø³ÝÇ áñª A
∗ = A, ³å³ A∗ = A & A

Ù³ïñÇóÁ ÇÝùÝ³Ñ³Ù³ÉáõÍ ¿: ä³ñ½ ¿, áñ A∗ = A å³ÛÙ³ÝÇó Ñ»ï&áõÙ ¿

A
∗ = A å³ÛÙ³ÝÁ, áõëïÇª

ûñÃáÝáñÙ³É µ³½ÇëÝ»ñáõÙ Ñ»éÙÇïÛ³Ý (ëÇÙ»ïñÇÏ)

ûå»ñ³ïáñÝ»ñÇÝ Ñ³Ù³å³ï³ëË³ÝáõÙ »Ý

ÇÝùÝ³Ñ³Ù³ÉáõÍ (ëÇÙ»ïñÇÏ) Ù³ïñÇóÝ»ñÁ:

¸ÛáõñÇÝ ¿ ëïáõ·»É, áñª

1. »Ã» A-Ý & B-Ý Ñ»éÙÇïÛ³Ý (ëÇÙ»ïñÇÏ) »Ý, ³å³
Ñ»éÙÇïÛ³Ý (ëÇÙ»ïñÇÏ) »Ý Ý³& A + B-Ý & λA-Ý

2. »Ã» A-Ý & B-Ý Ñ»éÙÇïÛ³Ý (ëÇÙ»ïñÇÏ) »Ý, ³å³
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AB-Ý Ñ»éÙÇïÛ³Ý (ëÇÙ»ïñÇÏ) ¿  AB = BA

¸Çóáõù A-Ý Ñ»éÙÇïÛ³Ý (ëÇÙ»ïñÇÏ) ûå»ñ³ïáñ ¿ & λ-Ý Ýñ³

ë»�³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ ¿, ÇëÏ x-Á Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý ë»�³Ï³Ý í»ÏïáñÝ ¿:

î»ÕÇ áõÝÇª

λx,x = λx, x = Ax,x = x,Ax = x,λx = λ̄x,x:

Ð»ï&³µ³ñ, λ = λ̄, ³ÛëÇÝùÝª

Ñ»éÙÇïÛ³Ý (ëÇÙ»ïñÇÏ) ûå»ñ³ïáñÇ ë»�³Ï³Ý

³ñÅ»ùÝ»ñÝ Çñ³Ï³Ý Ãí»ñ »Ý:

ºÃ» ·Í³ÛÇÝ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝÝ ¿íùÉÇ¹»ëÛ³Ý ¿ & A ûå»ñ³ïáñÁ

ëÇÙ»ïñÇÏ, ³å³ ÁÝ¹É³ÛÝí³Í áõÝÇï³ñ ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ ÁÝ¹É³ÛÝí³Í

B ûå»ñ³ïáñÁ Ñ»éÙÇïÛ³Ý ¿: ÆëÏ³å»ë,

Bx,y = ∑
j=1

n

αjAej,∑
k=1

n

βkek = ∑
j=1

n

∑
k=1

n

αjβ̄kAej,ek =

∑
j=1

n

∑
k=1

n

αjβ̄kej,Aek = ∑
j=1

n

αjej,∑
k=1

n

βkAek = x,By

ì»ñçÇÝ ÝÏ³ï³éáõÙÇó, ³ÛÝ �³ëïÇó, áñ Ñ»éÙÇïÛ³Ý (ëÇÙ»ïñÇÏ)

ûå»ñáïáñÁ ÝáñÙ³É ¿ & Â»áñ»ÙÝ»ñ 23 & 24-Çó ëï³ÝáõÙ »Ýù, áñ

Ï³Ù³Û³Ï³Ý Ñ»éÙÇïÛ³Ý (ëÇÙ»ïñÇÏ) ûå»ñ³ïáñÇ

Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ûñÃáÝáñÙ³É µ³½Çë Ï³½Ùí³Í

ë»�³Ï³Ý í»ÏïáñÝ»ñÇó & Ï³Ù³Û³Ï³Ý ÇÝùÝ³Ñ³Ù³ÉáõÍ

(ëÇÙ»ïñÇÏ) A Ù³ïñÇóÇ Ñ³Ù³ñ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ³ÛÝåÇëÇ

áõÝÇï³ñ (ûñÃá·áÝ³É) Q Ù³ïñÇó, áñ Q−1AQ Ù³ïñÇóÝ
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³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ¿ & Çñ³Ï³Ý:

ÆÝãå»ë ³ñ¹»Ý å³ñ½»É »Ýù, ëÏ³ÉÛ³ñ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ ýÇùëí³Í

µ³½ÇëÇ ¹»åùáõÙ ïñíáõÙ ¿ ÇÝùÝ³Ñ³Ù³ÉáõÍ (Ï³Ù ëÇÙ»ïñÇÏ Çñ³Ï³Ý

¹³ßïÇ ¹»åùáõÙ ) ¹ñ³Ï³Ýáñ»Ý áñáßí³Í Ù³ïñÇóáí: Üß»É ¿ÇÝù, áñ

³Û¹åÇëÇ Ù³ïñÇó Ï³ñ»ÉÇ ¿ Ï³éáõó»É í»ñóÝ»Éáí BB∗ ³ñï³¹ñÛ³ÉÁ,

áñï»Õ B-Ý ãí»ñ³ë»ñí³Í Ù³ïñÇó ¿: ì»ñÁ ß³ñ³¹ñí³ÍÇó

ÇÝùÝ³Ñ³Ù³ÉáõÍ (ëÇÙ»ïñÇÏ) ûå»ñ³ïáñÝ»ñÇ í»ñ³µ»ñÛ³É Ñ»ï&áõÙ ¿,

áñ, »Ã» A-Ý ÇÝùÝ³Ñ³Ù³ÉáõÍ (ëÇÙ»ïñÇÏ) ¹ñ³Ï³Ýáñ»Ý áñáßí³Í

Ù³ïñÇó ¿, ³å³ ÙÇßï Ï·ïÝíÇ ãí»ñ³ë»ñí³Í B Ù³ïñÇó ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ

A = BB∗: Æñáù, ù³ÝÇ áñ A-Ý ÇÝùÝ³Ñ³Ù³ÉáõÍ (ëÇÙ»ïñÇÏ) ¿, ³å³

Ï·ïÝíÇ áõÝÇï³ñ (ûñÃá·áÝ³É) Q Ù³ïñÇó, áñ Q−1AQ-Ý

³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ¿, ³ÛëÇÝùÝª

Q−1AQ =

λ1 0 ⋯ 0

0 λ2 ⋯ 0

0 0 ⋱ 0

0 0 ⋯ λn

,

áñï»Õ λi Çñ³Ï³Ý »Ý, i = 1, . . . , n: ä³ñ½ ¿, áñ Q−1AQ = Q∗AQ &, »Ã»

Λ ≠ 0, ³å³ª

ΛQ−1AQΛ∗ = ΛQ∗AQΛ∗ = ΛQ∗AΛQ∗∗:

ø³ÝÇ áñ Q-Ý ãí»ñ³ë»ñí³Í ¿, »Ã» Λ ≠ 0, ³å³ ΛQ∗ ≠ 0 & A-Ç

¹ñ³Ï³Ýáñ»Ý áñáßí³ÍáõÃÛáõÝÇó ëï³ÝáõÙ »Ýù, áñ ΛQ∗AΛQ∗∗ > 0:

àõëïÇ, Q−1AQ-Ý ¹ñ³Ï³Ýáñ»Ý áñáßí³Í ¿: ¸ÛáõñÇÝ ¿ Ñ³Ùá½í»É, áñ

λi > 0, i = 1,2, . . . ,n: ÆëÏ³å»ë, »Ã», ûñÇÝ³Ï, λ1 ≤ 0, ³å³

Λ = 1, 0, . . . , 0 ≠ 0 & ΛQ−1AQΛ∗ = λ1 ≤ 0, ÇÝãÁ Ñ³Ï³ëáõÙ ¿

Q−1AQ-Ç ¹ñ³Ï³Ýáñ»Ý áñáßí³ÍáõÃÛ³ÝÁ: ²ÛÅÙ Ýß³Ý³Ï»Ýù
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C =

λ1 0 ⋯ 0

0 λ2 ⋯ 0

0 0 ⋱ 0

0 0 ⋯ λn

:

²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ C∗ = C, det C > 0 & Q−1AQ = CC∗: ²Ûëï»ÕÇó

³ÝÙÇç³å»ë Ñ»ï&áõÙ ¿, áñª

A = QCC∗Q−1 = QCC∗Q∗ = QCQC∗ = BB∗,

áñï»Õ B = QC & det B ≠ 0:

165



ø³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó&»ñ

ê³ÑÙ³ÝáõÙ. Ð»éÙÇïÛ³Ý ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó& ¿ ÏáãíáõÙ

x1, . . . ,xn �á�áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ÏáÙåÉ» ùë ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñáí Ñ»ï&Û³É ï»ëùÇ

»ñÏñáñ¹ Ï³ñ·Ç µ³½Ù³Ý¹³ÙÁª

fx1, . . . , xn = ∑
i=1

n

∑
j=1

n

αijxix̄j,

áñÇ ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÁ µ³í³ñ³ñáõÙ »Ý αij = ᾱji å³ÛÙ³ÝÇÝ

(i, j = 1, . . . , n):

Æñ³Ï³Ý ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó& ¿ ÏáãíáõÙ

x1, . . . ,xn �á�áË³Ï³ÝÝ»ñÇ Çñ³Ï³Ý ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñáí Ñ»ï&Û³É ï»ëùÇ

»ñÏñáñ¹ Ï³ñ·Ç µ³½Ù³Ý¹³ÙÁª

fx1, . . . , xn = ∑
i=1

n

∑
j=1

n

αijxixj:

Æñ³Ï³Ý ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó&»ñÇ ¹»åùáõÙ ÙÇßï Ï³ñ»ÉÇ ¿ Ñ³Ù³ñ»É,

áñ αij = αji, i, j = 1, . . . , n: ÆëÏ³å»ë, í»ñ³ñï³·ñ»Ýù fx1, . . . , xn-Ç

»ñÏáõ Ñ»ï&Û³É ³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ·áõÙ³ñÁª

αijxixj + αjixjxi =
αij + αji

2
xixj +

αij + αji

2
xjxi

& ¹ñ³Ýáí Ñ³í³ë³ñ»óÝ»Ýù xixj-Ç & xjxi-Ç ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÁ:

ø³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó&ÇÝ (³ÝÏ³Ë ³ÛÝ µ³ÝÇó Ã» ¹³ Ñ»éÙïÛ³Ý ¿, Ã»

Çñ³Ï³Ý) Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý»óÝ»Ýù ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÇó Ï³½Ùí³Í

A = αijn×n Ù³ïñÇóÁ: ä³ñ½ ¿, áñ Ñ»éÙÇïÛ³Ý ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó&Ç

Ù³ïñÇóÁ ÏÉÇÝÇ ÇÝùÝ³Ñ³Ù³ÉáõÍ, ÇëÏ Çñ³Ï³ÝÇÝÁª ëÇÙ»ïñÇÏ:

Üß³Ý³Ï»Ýù x-áí �á�áË³Ï³ÝÝ»ñÇ í»ÏïáñÁª x1, . . . , xn : ä³ñ½ ¿,

166



áñ ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó&Á Ï³ñ»ÉÇ ¿ ·ñ»É Ù³ïñÇóÝ»ñÇ ³ñï³¹ñÛ³ÉÇ

ï»ëùáí ª

fx1, . . . , xn = xAx∗

Ñ»éÙÇïÛ³Ý ¹»åùáõÙ &

fx1, . . . , xn = xAxT

Çñ³Ï³Ý ¹»åùáõÙ:

¸Çóáõù áõÝ»Ýù �á�áË³Ï³ÝÝ»ñÇ Ù»Ï ³ÛÉ Ñ³Ù³Ï³ñ·ª

y = y1, . . . ,yn, áñÁ ·Í³ÛÝáñ»Ý Ï³åí³Í ¿ ÑÝÇ Ñ»ï, ³ÛëÇÝùÝ

·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ÙÇ ãí»ñ³ë»ñí³Í Ù³ïñÇó Q = qijn×n (áñÇ ï³ññ»ñÁ

K ¹³ßïÇó »Ý, K = R,ℂ) ³ÛÝåÇëÇÝ, áñ x = yQ: ø³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó&Á

Ýáñ �á�áË³Ï³ÝÝ»ñÇ Ñ³Ù³Ï³ñ·áõÙ Ïëï³Ý³ Ñ»ï&Û³É ï»ëùÁª

xAx∗ = yQAyQ∗ = yQAQ∗y∗ = yQAQ∗y∗, »Ã» K = ℂ

xAxT = yQAyQT = yQAQTyT = yQAQTyT, »Ã» K = R

²ÛëÇÝùÝ, Ýáñ �á�áË³Ï³ÝÝ»ñÇÝ ³ÝóÙ³Ý ¹»åùáõÙ ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ

Ó&Ç A Ù³ïñÇóÁ Ó&³�áËíáõÙ ¿ QAQ∗ Ï³Ù QAQT µ³Ý³Ó&áí, áñï»Õ

Q-Ý Ýáñ �á�áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ³ÝóÙ³Ý Ù³ïñÇóÝ ¿:

Ð³ÛïÝÇ ¿, áñ Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý Ù»ç »ñÏñáñ¹ Ï³ñ·Ç Ïáñ»ñÁ (¿ÉÇåëÁ,

ÑÇå»ñµáÉÁ, å³ñ³µáÉÁ) Ý³& »é³ã³� ï³ñ³ÍáõÃÛáõÝáõÙ »ñÏñáñ¹

Ï³ñ·Ç Ù³Ï»ñ&áõÛÃÝ»ñÁ ïñíáõÙ »Ý »ñÏñáñ¹ Ï³ñ·Ç µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ

ÙÇçáóáí: ÖÇßï ¿ Ý³& Ñ³Ï³é³ÏÁª Ï³Ù³Û³Ï³Ý »ñÏñáñ¹ Ï³ñ·Ç »ñÏáõ

Ï³Ù »ñ»ù �á�áË³Ï³ÝÇ µ³½Ù³Ý¹³Ù Ï³ñ»ÉÇ �á�áË³Ï³ÝÝ»ñÇ

·Í³ÛÇÝ Ó&³�áËáõÃÛ³Ùµ µ»ñ»É Ñ³ÛïÝÇ Ïáñ»ñÇ Ï³Ù Ù³Ï»ñ&áõÛÃÝ»ñÇ

Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇÝ: ºñÏñ³ã³�áñ»Ý ¹³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ

Ïáñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç Ñ³ñÙ³ñ ÁÝïñáõÃÛ³Ùµ µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ

Ï³ñ»ÉÇ ¿ µ»ñ»É ëï³Ý¹³ñï (Ï³ÝáÝ³Ï³Ý) å³ñ½ ï»ëùÇ (ûñÇÝ³Ï,
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x2

a2
+ y2

b2
= c2 ¿ÉÇåëÇ ¹»åùáõÙ ): ä³ñ½íáõÙ ¿, áñ ÝÙ³Ý ³ñ¹ÛáõÝù

Ï³ñ»ÉÇ ¿ ëï³Ý³É Ý³& n �á�áË³Ï³ÝÇ ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó&»ñÇ Ñ³Ù³ñ:

Ð³Ù³Ó³ÛÝ Â»áñ»Ù 23-Ç Ñ»éÙÇïÛ³Ý Ï³Ù ëÇÙ»ïñÇÏ ûå»ñ³ïáñÝ»ñÇ

Ñ³Ù³ñ ÙÇßï ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ áõÝÇï³ñ Ï³Ù ûñÃá·áÝ³É Q Ù³ïñÇó,

³ÛÝåÇëÇÝ, áñ A Ù³ïñÇóÁ µ»ñíáõÙ ¿ ³ÝÏÛáõÝ³·Í³ÛÇÝ ï»ëùÇ,

³ÛëÇÝùÝª

QAQ−1 =

λ1 0 ⋯ 0

0 λ2 ⋯ 0

0 0 ⋱ 0

0 0 ⋯ λn

,

áñï»Õ λi Ãí»ñÁ A Ù³ïñÇóÇ ë»�³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÝ »Ý (ÑÇß»Ýù, áñ

¹ñ³Ýù ÙÇßï Çñ³Ï³Ý »Ý): ø³ÝÇ áñ Q Ù³ïñÇóÁ áõÝÇï³ñ

(ûñÃá·áÝ³É) ¿, ³å³ Q∗ = Q−1 (QT = Q−1): ¸³ Ýß³Ý³ÏáõÙ ¿, áñ

ÙÇßï Ï³ñ»ÉÇ ¿ ³ÝóÝ»É Ýáñ �á�áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ³ÛÝå»ë, áñ

ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó&Á ëï³Ý³ Ñ»ï&Û³É ï»ëùÁª

λ1y1ȳ1 + λ2y2ȳ2 +. . .+λkykȳk, »Ã» K = ℂ

λ1y1
2 + λ2y2

2 +. . .+λkyk
2, »Ã» K = R

    (45)

áñï»Õ λ1, . . . ,λk-Ý A Ù³ïñÇóÇ µáÉáñ áã ½ñáÛ³Ï³Ý ë»�³Ï³Ý

³ñÅ»ùÝ»ñÝ »Ý: ÜÏ³ï»Ýù, áñ k = rankA & áã ½ñáÛ³Ï³Ý

·áõÙ³ñ»ÉÇÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ Ï³ÝáÝ³Ï³Ý ï»ëùáõÙ ÏÉÇÝÇ Ñ³í³ë³ñ k:

(45) ï»ëùÇ ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó&»ñÁ ÏáãíáõÙ »Ý Ï³ÝáÝ³Ï³Ý
Ó&»ñ (ï»ëù»ñ):

²ÛëåÇëáí ³å³óáõó»óÇÝù Ñ»ï&Û³É Ã»áñ»ÙÁ.

Â»áñ»Ù 28.
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Î³Ù³Û³Ï³Ý ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó& �á�áË³Ï³ÝÝ»ñÇ

áõÝÇï³ñ Ï³Ù ûñÃá·áÝ³É Ó&³�áËáõÃÛ³Ùµ µ»ñíáõÙ ¿

(45) Ï³ÝáÝ³Ï³Ý ï»ëùÇ, áñï»Õ k-Ý ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ

Ó&Ç Ù³ïñÇóÇ é³Ý·Ý ¿, ÇëÏ λ1, . . . ,λk-Ý A Ù³ïñÇóÇ µáÉáñ

áã ½ñáÛ³Ï³Ý ë»�³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÝ »Ý:

ÎáÙåÉ»ùë ¹³ßïÇ ¹»åùáõÙ, Ï³ï³ñ»Éáí zi = λi yi, i = 1, . . . , k

�á�áË³Ï³ÝÝ»ñÇ Ó&³�áËáõÃÛáõÝÁ, (áñÝ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ¹»åùáõÙ

áõÝÇï³ñ ã¿) Ï³ÝáÝ³Ï³Ý ï»ëùÇ ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó&Á Ïµ»ñ»Ýù

z1z̄1 +. . .+zkz̄k

ï»ëùÇÝ, áñÁ ÏáãíáõÙ ¿ ÝáñÙ³É ï»ëù:
¸Çóáõù Çñ³Ï³Ý Ãí»ñÇ ¹³ßïÇ ¹»åùáõÙ Ï³ÝáÝ³Ï³Ý ï»ëùáõÙ

³é³çÇÝ m ë»�³Ï³Ý ³ñÅ»ùÝ»ñÁ ¹ñ³Ï³Ý »Ý, ÇëÏ ÙÝ³ó³ÍÁª

µ³ó³ë³Ï³Ý: Î³ï³ñ»Ýù �á�áË³Ï³ÝÝ»ñÇ Ñ»ï&Û³É

Ó&³�áËáõÃÛáõÝÁª (áñÝ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ¹»åùáõÙ ûñÃá·áÝ³É ã¿)

zi = λi yi, i = 1, . . . , m & zi = −λi yi, i = m + 1, . . . ,k

& ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó&Á Ïµ»ñíÇ Ñ»ï&Û³É ï»ëùÇÝª

z1
2 +. . .+zm

2 − zm+1
2 . . .−zk

2

Â»áñ»Ù 29. (ÆÝ»ñóÇ³ÛÇ ûñ»ÝùÁ)

Æñ³Ï³Ý ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó&Á �á�áË³Ï³ÝÝ»ñÇ

ÇÝãåÇëÇ Ó&³�áËáõÃÛ³Ùµ ¿É áñ µ»ñíÇ (45)

Ï³ÝáÝ³Ï³Ý ï»ëùÇÝ, ¹ñ³Ï³Ý & µ³ó³ë³Ï³Ý
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³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÝ»ñÁ ã»Ý �áËíÇ & ÙÇßï ÏÉÇÝ»Ý

Ñ³í³ë³ñ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ m-ÇÝ & k-ÇÝ:
²å³óáõÛó. ¸Çóáõùª

λ1y1
2 +. . .+λmym

2 − λm+1ym+1
2 −. . .−λkyk

2

ï»ëùÇ ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ Ó&Á (λi > 0, i = 1, . . . ,k) �á�áË³Ï³ÝÝ»ñÇ

y = zQ Ó&³�áËáõÃÛ³Ùµ µ»ñí»É ¿ Ý³&ª

μ1z1
2 +. . .+μszs

2 − μs+1zs+1
2 −. . .−μkzk

2

ï»ëùÇÝ (μi > 0, i = 1, . . . , k) & m < s: ²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ »Ã»ª

λ1y1
2 +. . .+λmym

2 − λm+1ym+1
2 −. . .−λkyk

2 =

μ1z1
2 +. . .+μszs

2 − μs+1zs+1
2 −. . .−μkzk

2

Ñ³í³ë³ñáõÃÛ³Ý Ù»ç yi �á�áË³Ï³ÝÝ»ñÁ �áË³ñÇÝ»Ýù z1, . . . , zn-ñÇ

³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛáõÝÝ»ñáí, ³å³ Ïëï³Ý³Ýù ÝáõÛÝáõÃÛáõÝ: ²ñï³·ñ»Ýù

³Û¹ ÝáõÛÝáõÃÛáõÝÁª

λ1y1
2 +. . .+λmym

2 + μs+1zs+1
2 +. . .+μkzk

2 =

μ1z1
2 +. . .+μszs

2 + λm+1ym+1
2 +. . .+λkyk

2

    (46)

Î³½Ù»Ýù z1, . . . , zn �á�áË³Ï³ÝÝ»ñáí ·Í³ÛÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ

Ñ»ï&Û³É Ñ³Ù³Ï³ñ·Á (ù³ÝÇ áñ yi-ñÝ ³ñï³Ñ³Ûïí³Í »Ý z1, . . . , zn-ñÇ

ÙÇçáóáí)ª

y1 = 0, . . . , ym = 0, zs+1 = 0, . . . , zn = 0     (47)

²Ûë Ñ³Ù³Ï³ñ·Á Ñ³Ù³ë»é ¿ & Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÁ ËÇëï

�áùñ ¿ ³ÝÑ³ÛïÝ»ñÇ ù³Ý³ÏÇóª m + n − s < n (ù³ÝÇ áñ m < s): àõëïÇ,

·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ (47) Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç áã ½ñáÛ³Ï³Ý ÉáõÍáõÙª

z1 = β1, . . . , zs = βs, zs+1 = 0, . . . , zn = 0     (48)

î»Õ³¹ñ»Éáí ³Û¹ ÉáõÍáõÙÁ (46)-Ç Ù»ç ëï³ÝáõÙ »Ýùª
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μ1β1
2 +. . .+μsβs

2 + λm+1ym+1
2 +. . .+λkyk

2 = 0:

´³Ûó λi > 0, μi > 0 (i = 1, . . . , k ), áõñ»ÙÝª

β1 =. . .= βs = ym+1 =. . .= yk = 0:

ê³Ï³ÛÝ β1 =. . .= βs = 0 å³ÛÙ³ÝÁ Ñ³Ï³ëáõÙ ¿ (48)-Ç áã ½ñáÛ³Ï³Ý

ÉÇÝ»ÉáõÝ: Â»áñ»ÙÝ ³å³óáõóí³Í ¿:
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