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ОТ АВТОРОВ

Что происходит в живой клетке? Как протекают внутриклеточ-
ные процессы в пространстве и во времени? Как они регулируются?
Как состояние одной клетки влияет на соседние? Как возникают
волны, распространяющиеся в возбудимых тканях? Как меняется
пространственное расположение макромолекулярных комплексов
в процессе работы отдельных клеточных компонентов?

В предлагаемой читателю книге авторы попытались показать,
что дают для решения этих проблем методы математического моде-
лирования и компьютерного анализа внутриклеточных процес-
сов и структур.

В последние годы математические модели и методы, исполь-
зующие вычислительную технику, стали незаменимыми практи-
чески во всех дисциплинах, соприкасающихся с клеточной биоло-
гией. И это совершенно понятно: математическая модель, такая
например, как модель Ван дер Поля в теории нелинейных колеба-
ний, модели Лотка в теории открытых (био)химических систем,
модель Моно, Уаймена и Шанжё в кинетике ферментатив-
ного катализа, модель Ходжкина — Хаксли в теории мембранного
возбуждения и др., позволяет сэкономить месяцы и годы труда,
подсказывая, что и каким именно образом следует изменять в ис-
следовании для расшифровки изучаемого явления. Кроме того, ма-
тематические модели подчас позволяют сделать то, что нельзя
сделать экспериментально.

В предлагаемой читателям книге обсуждаются четыре относи-
тельно самостоятельные темы: моделирование ферментативных ре-
акций и полиферментных систем (часть I), моделирование динами-
ки возбудимых мембран (часть II), анализ автоволновых процес-
сов в возбудимых, сильно нелинейных биологических средах
(часть III) и, наконец, математическое исследование пространствен-
ной организации макромолекул, макромолекулярных комплексов
и внутриклеточных структур (часть IV). Эти темы представляют
иллюстрацию приложения математических методов к клеточной
биологии. В книгу вошли результаты работы трех лабораторий
Института биологической физики АН СССР.

В подготовке материала к печати участвовали многие сотруд-
ники Института биологической физики АН СССР. Авторы особен-
но благодарны В. П. Гартштейну, В. В. Дыннику, И. М. Един-
Цову, Н. П. Каймачникову, Ю. М. Кокозу, А. С. Кунискому,
В. Г. Назаренко, А. М. Перцову, С. В. Поповой, А. Н. Решети-
дову, Я. С. Сметаничу, А. А. Фрейдину и Б. X. Юдман.



ВВЕДЕНИЕ

Современные представления о процессах, протекающих в живой
клетке, позволяют сравнивать ее с хорошо организованным и
ритмично работающим заводом, поставляющим другим клеткам
«изделия» своей специализации и постоянно обновляющим соб-
ственное, в основном белковое, оборудование. Жизнедеятель-
ность клетки зависит как от регулярного поступления извне
сырья, а с ним и запасенной в нем энергии, так и от безотказной
работы всех звеньев химического производства. В настоящее вре-
мя известны тысячи химических превращений, протекающих в
клетке, причем многие из них несовместимы друг с другом. Такие
несовместимые биохимические превращения должны быть изо-
лированы соответствующей организацией их во времени и про-
странстве.

Пространственная организация ферментов в клетке осущест-
вляется многими способами: агрегацией функционально связанных
ферментов в крупные макромолекулярные комплексы, присоеди-
нением ферментов в определенном порядке к внутриклеточным
мембранам, разнесением несовместимых ферментов и полифермент-
ных систем в различные отсеки (компартменты), разделенные мем-
бранами, обладающими селективной проницаемостью, и т. д.
В частности, в клетке многие чисто анаболические (биосинтетиче-
ские) или чисто катаболические (разлагающие внутриклеточные
вещества) процессы разнесены в различные клеточные органеллы.

Однако в клетке имеются биохимические процессы, протекаю-
щие в зависимости от условий внутри или внеклеточной среды либо
в анаболическом, либо в катаболическом направлении. Такие про-
цессы, называемые амфиболическими, в принципе не могут быть
эффективно организованы в пространстве, так как ферменты, ка-
тализирующие противоположно направленные процессы (напри-
мер, ферменты, синтезирующие и расщепляющие гликоген),
должны находиться в одном и том же компартменте. Для таких
биохимических процессов единственно возможной формой или,
по крайней мере, основной формой организации является времен-
ная организация, т. е. определенный (как правило, периодиче-
ский) порядок работы несовместимых биохимических процессов
во времени.

Пытаясь ответить на вопрос, какова организация работы клет-
ки, целесообразно поставить ряд более простых вопросов.

1. Каким образом регулируются сложные открытые полифер-
ментные системы в бесструктурной гомогенной среде?
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Введение

2. Какими свойствами обладают клеточные мембраны, разде-
ляющие полиферментные системы и клетки друг от друга?

3. К каким следствиям приводит пространственная распреде-
ленность биохимических, в частности возбудимых мембранных
систем?

4. Каким образом можно получить трехмерные реконструкции
внутриклеточных структур по данным оптической или электрон-
ной микроскопии, дающим практически лишь двумерные сечения
или проекции?

Теоретическое решение этих вопросов и составляет основную
цель нашей книги.

Материал, посвященный математическому моделированию био-
химических систем, содержится в части 1, состоящей из трех глав.

Глава 1 посвящена выводу уравнений, описывающих зависи-
мость квазистационарной (или так называемой начальной) ско-
рости ферментативной реакции от концентрации реактантов (суб-
стратов, продуктов, модификаторов и т. п.). Основное внимание
здесь уделено выводу и анализу уравнений, описывающих регуля-
торные ферменты. Такие ферменты имеют олигомерную (субъеди-
ничную) структуру, включающую несколько активных и регуля-
торных (аллостерических) центров. До сих пор теоретическое рас-
смотрение кинетики действия таких ферментов не выходило за
рамки простых моделей (модель Моно — Уаймена — Шанжё,
модель Кошлэнда, модели Фридена — Курганова), описывающих
моносубстратную необратимую реакцию. Между тем подавляю-
щее большинство биохимических реакций, катализируемых ре-
гуляторными олигомерными ферментами, представляют собой
многосубстратные, часто легкообратимые реакции. Поэтому в
главе 1 приводится вывод уравнений, описывающих скорости ре~
акций, имеющих произвольное число реактантов. Эти урав-
нения, являющиеся существенным обобщением модели Моно, Уай-
мена и Шанжё и модели Фридена — Курганова, могут быть ис-
пользованы для описания очень широкого класса биохимических
реакций.

Глава 2 посвящена описанию динамических свойств открытых
ферментативных реакций. Описанию предпослан вводный раз-
дел 2.1, кратко знакомящий с основными методами качественного
исследования математических моделей, используемых в этой главе
и в некоторых главах части 2. Хотя в последние годы математиче-
ские исследования динамики проточных химических и биохимиче-
ских реакций довольно популярны, очень мало сделано для того,
чтобы сформулировать достаточно общую теорию таких реакций.
Поэтому часто публикуются работы, результаты которых можно
было бы заранее предсказать на основании того, что многие кине-
тические модели открытых (био)химических и мембранных систем
математически топологически эквивалентны. Целесообразно под-
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робно изучить лишь одну из множества эквивалентных моделей,
а затем ограничиваться установлением принадлежности новой,
еще неизученной модели к некоторому классу эквивалентных мо-
делей. Если удается доказать такую принадлежность, то все
свойства наиболее детально изученной модели, которую можно счи-
тать эталонной моделью данного класса, автоматически переносятся
на новую, еще неизученную модель. С учетом этих соображений
в разделах 2.2 и 2.3 проведено весьма детальное исследование ма-
тематических моделей двух типов открытых ферментативных ре-
акций — обратимой реакции с субстратным угнетением и необра-
тимой двухсубстратной реакции с субстратным угнетением. Обе
эти реакции, несмотря на несходство кинетических схем, матема-
тически эквивалентны: они имеют одинаковое строение пара-
метрических и фазовых портретов. Эти модели можно рассматри-
вать как эталонные модели широкого класса (био)химических
систем — систем, квазистационарные характеристики (входные
или выходные характеристики, главные изоклины) которых имею!
гистерезис. В частности, в разделах 2.4 и 2.6 показано, что раз-
личные варианты моделей открытых реакций эквивалентны моде-
лям, разобранным в разделах 2.2 и 2.3.

Суммированные в разделе 2.5 основные результаты показывают,
каким богатством динамического поведения обладают даже очень
простые ферментативные реакции. При подходящих условиях они
способны генерировать устойчивые или неустойчивые автоколеба-
ния и однократные спайкообразные импульсы стандартной формы
(после действия соответствующего сверхпорогового возмущения);
способны переходить из одного устойчивого режима в другой, при-
чем альтернативные устойчивые режимы могут иметь как колеба-
тельный, так и неколебательный характер, а период колебаний в
открытых биохимических системах из-за эффекта депонирования
(раздел 2.7) может быть очень большим — порядка суток.

В главе 3 рассматривается математическое моделирование по-
лиферментных систем. В литературе, посвященной этому типу
моделирования, очень часто приводятся исключительно сложные
математические модели, насчитывающие многие десятки пере-
менных и параметров. Можно показать, что такие модели содер-
жат много лишней информации, обременяющей их исследование,
и много «шума», вызванного неточностью экспериментального оп-
ределения параметров, неизбежной произвольностью в части до-
пущений о механизмах реакций и условиях их протекания, а также
некоторой неустойчивостью вычислительного алгоритма, исполь-
зуемого при анализе модели на компьютере. Поэтому подобные
модели создают лишь иллюзию высокой точности описания поли-
ферментной системы, подобную той, какая возникает при распе-
чатке результатов вычислений, производившихся на компьютере,
скажем, с десятью значащими цифрами: из-за малейшей неточ-
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ности в исходных данных или программе сомнительными могут
оказаться не только первые цифры, но и порядок величин резуль-
тата.

После обзора математических моделей полиферментных сис-
тем, проведенного в разделах 3.1 и 3.2, вводится представление
о трех иерархических уровнях организации полиферментных
систем, последовательно возникших в ходе биологической эволю-
ции. Эти уровни названы первичной, вторичной (стехиометриче-
ской) и третичной (нестехиометрической) структурами полифер-
ментных систем. На основе этой классификации предлагается ме-
тод теоретического анализа механизма регуляции клеточного
метаболизма, основанный на последовательном рассмотрении
свойств различных уровней. В качестве примера использования
этого метода в разделах 3.3 и 3.4 показано, что исследование вто-
ричной структуры энергетического метаболивма позволяет вы-
явить ряд существенных его свойств и предсказать множество
регуляторных связей, принадлежащих более молодой (в эволю-
ционном отношении) и существенно более сложной третичной
структуре. Обосновывается утверждение, что третичная структу-
ра полиферментных систем, содержащая всевозможные аллостери-
ческие регуляторные взаимодействия, может быть теоретически
реконструирована, исходя из более древней, потому существенно
более простой, вторичной структуры.

В разделе 3.3 показано, что кинетическая модель энергетиче-
ского метаболизма при определенных условиях может быть ре-
дуцирована к модели одной эквивалентной реакции. Этот вывод
означает, что математические модели полиферментных систем
могут быть такими же простыми, как и модели отдельных фермен-
тативных реакций, и что о свойствах большой полиферментной
системы можно судить по свойству всего лишь одной эквивалент-
ной реакции, вроде той, какие были рассмотрены в главе 2.

Часть 2 книги посвящена возбудимым мембранам. Мембраны
в клетке выполняют весьма разнообразные функции: ионные кана-
лы мембраны избирательно пропускают одни ионы и задержи-
вают другие, насосы мембраны накачивают в клетку необходимые
вещества против градиента концентрации, на мембранах локали-
зованы многие важные ферменты. Возбудимые мембраны исполь-
зуются клеткой для передачи информации. Нарушения работы
мембран приводят к различным заболеваниям — от небольших
нервных расстройств до тяжелых психических нарушений, пара-
личей и нарушений работы сердечной мышцы.

При исследовании возбудимых мембран сейчас много внимания
уделяется их молекулярной организации. Но знание того, какие
молекулы и в каком порядке стоят в каких каналах и рецепторах,
вряд ли является окончательнй целью. Для практического при-
ложения в будущем результатов мембранных исследований важно

7



* Введение

научиться сознательно воздействовать на феноменологические
характеристики мембран, выработать принципы создания необ-
ходимых биологически активных и лекарственных веществ. Важ-
но понять, на какие ионные токи и как необходимо воздейство-
вать, чтобы изменять характеристики мембран в желательном
направлении.

Для уяснения принципиальных механизмов связи ионных
токов и электрофизиологических характеристик мембран, мно-
го дали работы Ходжкина и Хаксли. Но метод Ходжкина —
Хаксли трудоемок, и вряд ли его целесообразно использовать в
повседневной экспериментальной работе при изучении действия
биологически активных веществ на мембраны. Важно иметь до-
ступный для повседневной экспериментальной работы метод, по-
зволяющий определять, какие из регистрируемых изменений
ионных токов ответственны за определенные изменения характе-
ристик и поведения мембран.

В настоящей книге для решения этой задачи предлагается сле-
дующий подход. Не составлять полных уравнений мембраны и
вообще не составлять никаких уравнений. А связи между ионными
токами и электрофизиологическими характеристиками мембраны
устанавливать непосредственно по записям ионных токов при фик-
сации потенциала, используя для их обработки качественные ме-
тоды теории колебаний (см. раздел 2.1). Этот подход применяется
и проверяется сначала на математических моделях мембран (гла-
ва 4), а затем переносится на анализ «живых» возбудимых мембран
(глава 5).

В главе 4 качественные методы анализа используются для
исследования модели Ходжкина — Хаксли для мембраны аксона
кальмара и модели Нобла для волокна сердца теплокровного.
Уравнения типа Ходжкина — Хаксли с помощью методов мало-
го параметра сводятся к уравнениям второго порядка (типа урав-
нения Ван дер Поля), после чего они легко исследуются методом
фазового портрета и качественными методами по нуль-изоклинам.
В результате применения качественных методов теоретический
анализ моделей мембран стал менее трудоемким и более мощным.

Особенно важно, что использование качественных методов по-
зволяет значительно упростить экспериментальную работу при ис-
следовании мембран. Этому вопросу "посвящена глава 5, где из-
лагается применение качественных методов для анализа записей
ионных токов при фиксации потенциала. Качественные методы
позволяют легко и быстро определить в экспериментах с фикса-
цией потенциала, за счет изменения каких компонент мембранного
тока происходит изменение тех или иных электрофизиологиче-
ских характеристик. Особенно большое значение эти методы мо-
гут иметь при поиске биологически активных веществ с заданными
свойствами,
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В главе 5 также описываются разработанные методы построе-
ния уравнений типа Ван дер Поля для исследуемых мембран не-
посредственно по записям ионного тока при фиксации потенциала.
Такие модели были построены для ряда объектов: волокна пред-
сердия лягушки, волокна Пуркинье сердца теплокровного, волок-
на поперечнополосатой мышцы, гигантского аксона кальмара,
перехвата Ранвье, нейрона улитки.

Часть 3 книги посвящена волнам в возбудимых (активных)
средах, в частности в возбудимых мембранах. Волны здесь рас-
пространяются без затухания, заново генерируясь каждой точкой
мембраны. Волны возбуждения являются сильно нелинейными
волнами; при столкновении они гаснут, отражения от границ сре-
ды отсутствуют. Эти свойства обеспечивают их важное отличие от
аддитивных волн (электромагнитных, звуковых), хорошо изу-
ченных в математической физике.

Наибольшее внимание уделяется процессам возникновения
волн, так называемым автоволновым процессам, аналогичным
автоколебательным процессам в сосредоточенных системах. Авто-
волновые процессы лежат в основе функционирования самых раз-
личных активных сред — распределенных экологических, электро-
химических и химических систем, физических систем с инверсной
населенностью (рабочие тела лазеров), различных технических
устройств — цепочек мультивибраторов, линий из туннельных
диодов и нейристоров, а также распределенных систем, образован-
ных возбудимыми биологическими мембранами, нейронных струк-
тур, нервных и мышечных волокон, сердечной ткани.

В Институте биологической физики АН СССР была предска-
зана возможность возникновения источников спиральных волн
и источников периодических концентрических волн в неоднород-
ных активных средах, состоящих из неавтоколебательных элемен-
тов; теоретически изучены свойства этих источников волн; здесь
же были выполнены первые эксперименты по наблюдению этих
источников волн в распределенной химической активной среде.
Результаты, полученные при анализе автоволновых процессов в
возбудимых средах, нашли широкое применение для исследова-
ния концентрационных волн в химических системах, а также для
анализа механизмов аритмий сердечной мышцы.

Главы 6 и 7 посвящены исследованию новых типов источников
волн, специфических для возбудимых сред — вращающейся спи-
ральной волны, так называемого ревербератора (глава 6), и источ-
ника эха (глава 7).

В главе 8 рассматриваются процессы, происходящие в возбу-
димых средах при взаимодействии источников волн, и их прило-
жение к анализу сердечных аритмий.

В главе 6 рассмотрены процессы, приводящие к возникнове-
нию источников волн в возбудимых средах. Показано, что распро-
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странение волн в возбудимых средах с размерностью п ]> 1 ка-
чественно мало отличается от распространения импульса в волокне,
если среда однородна, и рассматриваются «естественные» началь-
ные условия (соответствующие состоянию покоя элементов среды).
Качественно новые режимы возникают в неоднородных средах, где
могут происходить разрывы волн. При эволюции разрыва его
края скручиваются, что приводит к формированию вращающихся
спиральных волн. Большое число спиральных волн создает кар-
тину, внешне похожую на турбулентность.

Детально изучены свойства и поведение источников спираль-
ных волн (ревербераторов). Обнаружено, что в неоднородных сре-
дах эти источники волн имеют конечное время жизни; они исче-
зают в результате того же процесса образования разрывов волн,
который привел к их возникновению. Время жизни спиральной
волны оказывается тем больше, чем больше длительность воз-
бужденного состояния элементов среды и чем меньше степень не-
однородности среды; в однородных средах ревербератор устой-
чив и имеет неограниченное время жизни. Однако в однородных
средах распространение волн не приводит к формированию ре-
вербераторов.

Одно из важнейших свойств источников волн — их способ-
ность размножаться в неоднородных средах. Размножение источ-
ников возможно в результате того, что волны, посылаемые ими,
в неоднородной среде разрываются (так как эти источники посы-
лают волны с максимальной частотой, которую способна пропус-
тить данная среда); из разрывов возникают новые источники
волн. Изучены условия, при которых возможно размножение. От-
мечены аналогии с цепными или автокаталитическими реакциями:
тип режима в среде зависит от соотношения скоростей двух про-
тивоположных процессов — размножения источников волн и их
исчезновения. Если скорость размножения источников волн пре-
вышает скорость их исчезновения, в среде возникает нерегуляр-
ный режим, связанный с большим числом источников волн, ра-
ботающих с разными частотами, исчезающими в одних местах
и появляющимися в других. Ставится задача о нахождении крити-
ческих значений параметров возбудимой среды, при превышении
которых в среде становятся возможными нерегулярные режимы.
Полученные результаты используются для создания нового под-
хода к поиску сердечных противоаритмических лекарственных
средств.

В части 4 представлены работы, которые иллюстрируют раз-
личные области применения новых методов исследования про-
странственной организации клеточных структур:

трехмерную реконструкцию по электронно-микроскопическим
снимкам биологических структур, обладающих определенными ви-
дами симметрии (на примере реконструкции хвоста фага);
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голографический синтез объемных биологических объектов по
их ракурсным снимкам, полученным в режиме вторичных электро-
нов (на примере восстановления поверхностного рельефа мембраны
нейрона);

моделирование гипотетической молекулярной структуры объек-
та путем расчета плоского изображения и сопоставления с истин-
ным электронномикроскопическим изображением (на примере
изучения структуры лейцинаминопептидазы);

машинное исследование изображений клеточных структур,
наблюдаемых в оптический микроскоп, путем их сканирования с
помощью телевизионных автоматов (на примере определения гео-
метрических параметров глиальных клеток и метафазных хромо-
сом);

восстановление первичной структуры биополимеров по набору
их фрагментов (на примере анализа первичной последовательности
РНК).

В просвечивающем электронном микроскопе имеют дело с про-
екциями клеточных структур. В световой микроскопии в зависи-
мости от глубины резкости объектива наблюдают либо сечение
клетки, либо ее проекцию на плоскость. Проекции и сечения
биологических структур описываются двумерными функциями
оптической плотности.

Дальнейший путь исследования может состоять либо в том, что
ограничиваются плоскими представлениями о пространственной
структуре, либо определяются некоторые количественные характе-
ристики трехмерной структуры по имеющемуся в наличии набору
плоских картин.

Иной подход состоит в том, чтобы, набрав достаточное коли-
чество плоских представлений объемной клеточной структуры, по-
строить ее пространственную модель (аналогично тому, как на ос-
нове трех ортогональных проекций детали конструктор воссоз-
дает ее пространственную форму).

Если объект симметричен, то для его моделирования в ряде
случаев достаточно одной проекции. Например, при исследовании
спиральных структур (таких, как волокна биополимеров или чех-
лы бактериофагов) можно избежать трудоемких операций съемки
объекта в разных ориентациях в электронной микроскопии. Мо-
дель структуры чехла бактериофага, реконструированная таким
методом, рассмотрена в разделе 9.3. Следует заметить, что органи-
зация отростка бактериофага, являющегося простейшей структу-
рой, способной к сокращению, представляет исключительный
интерес.

Возможны и другие применения этих методов. Часто бывает
достаточно найти внешнюю форму структуры, например поверх-
ность клетки, рельеф этой поверхности. Изменение внешней мем-
браны клеток отражает как метаболические процессы, происходя-
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щие внутри клеток, так и характер контакта между клетками.
Рельеф клетки сравнительно легко поддается наблюдению. Про-
гресс этих исследований стал заметен с распространением растро-
вых электронных микроскопов, работающих на отражение во
вторичных электронах. Однако, несмотря на заметный «эффект
объемности», возникающий при рассмотрении изображений, полу-
ченных в растровом электронном микроскопе, количественная
оценка размеров деталей рельефа затруднительна. Связано это
с отсутствием параллакса в рассматриваемом изображении.

Здесь оказались полезными методы голографии, которые по-
зволили объединить на одной голограмме информацию о различ-
ных ракурсах объекта. Эта информация содержится в наборе
снимков, сделанных в растровом электронном микроскопе под раз-
личными углами.

Изображение, восстановленное с голограммы, отражает осо-
бенности поверхности клетки, так как объект выглядит объемным.
Такой метод позволяет перенести изображение клетки размерного
диапазона электронного микроскопа в размерный диапазон обыч-
ных оптических наблюдений, где возможны прямые измерения ее
рельефа с помощью светящихся меток, сопряженных с измеритель-
ными механизмами. Этот метод рассмотрен в разделе 9.4.

При исследовании трехмерных клеточных структур по их се-
чениям и проекциям исследователь обычно сталкивается с пробле-
мой некорректности обратных задач, т. е. задач, которые решают-
ся в обратном порядке причинно-следственных отношений (по
следствию необходимо выяснить причину). Почти все научные
исследования — это решение обратных задач; наблюдается эф-
фект, производимый изучаемой системой (следствие), а восстанав-
ливается ее строение (причина).

Такие задачи часто не имеют решения. Иногда решение можно
найти, но из-за неоднородности структуры возникает его неодно-
значность, т. е. необходимая информация имеется, но ее недоста-
точно. Наконец, возможен третий случай: если удалось измерить
интенсивность, поляризацию и фазу световых волн, рассеянных
структурой клетки по отношению к падающему свету, как функцию
углов рассеяния, то согласно формальной постановке обратной
задачи этой информации, в принципе, достаточно для получения
количественного описания микроструктуры объекта. Однако вы-
числительная схема подобных задач очень чувствительна к не-
большим ошибкам регистрируемых данных. Если интегральные
значения измеряются с ошибкой (а при измерениях погрешность
всегда существует), то вычисляемая подынтегральная функция мо-
жет сильно отличаться от истинного значения.

Механизм такой слабой помехозащищенности очевиден. Пара-
метры объемной клеточной структуры вычисляются как разнос-
ти близких и больших величин, измеряемых на сечениях или
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проекциях. Чтобы уменьшить ошибку, необходимо увеличивать
точность и статистику измерений при определении параметров
клетки, описываемых интегральным выражением.

Однако существует еще один путь борьбы с некорректностью
обратных задач. Это моделирование путем использования апри-
орной дополнительной информации о структуре объекта. Если
что либо известно об организации структуры подынтегральной
функции, то можно попытаться найти решение, перебирая вариан-
ты подынтегральной функции и вычисляя каждый раз интеграл,
значение которого сравнивается с измеренным до их совпадения.
Такая прямая схема вычислений путем моделирования клеточной
структуры более помехоустойчива, но требует предварительной,
хотя бы приближенной, информации о характере этой структуры.
Одному из простейших вариантов такого моделирования клеточ-
ных структур посвящен раздел 9.5.

Опыт показывает, что при опознавании объектов их контур —
одна из наиболее информативных частей изображения. Основная
математическая проблема, возникающая при машинном анализе
изображений клеток и их частей, состоит в получении исходного
словаря, в терминах которого можно моделировать строение объек-
та, и набора правил машинного конструирования из его слов трех-
мерной структуры клеток.

В качестве примера рассмотрен словарь, в основе которого
лежит контурное описание структурных клеточных элементов на
срезах или проекциях.

Целью анализа контура является вычисление геометрических
параметров структурных клеточных элементов или нахождение
характерных точек, позволяющих определить их форму. Эти во-
просы освещены в главе 10.

Глава 11 посвящена анализу биологических клеточных струк-
тур, описываемых одномерными функциями.

Для расшифровывания цепи нуклеиновых кислот длиной в не-
сколько сот нуклеотидов необходима разработка алгоритмов, по-
зволяющих восстанавливать первичную структуру по отдельным
перекрывающимся блокам разорванной цепи. «Интуитивного»
перебора вариантов для определения длинных последовательнос-
тей оказывается недостаточно. Математическая постановка этой
задачи может быть сформулирована в терминах восстановления
неизвестного слова по известному набору его фрагментов, полу-
ченных определенным способом. В разделе 11.5 даны рекомен-
дации для планирования биохимического эксперимента по рас-
шифровке первичной последовательности нуклеотидов.



МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

* БИОХИМИЧЕСКИХ СИСТЕМ

Глава первая

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ
НЕПРОТОЧНЫХ ФЕРМЕНТАТИВНЫХ РЕАКЦИЙ

1.1. Два направления в моделировании
ферментативных реакций

Ферментативные реакции давно являются излюбленными объек-
тами математического моделирования в различных областях био-
химии, биофизики и теоретической биологии. Существуют два
подхода в математическом моделировании ферментативных реак-
ций, отличающиеся друг от друга по целям и требованиям, предъ-
являемым к моделям.

Основной целью одного подхода служит выяснение механизма
действия отдельных ферментов — определение порядка взаимо-
действия реактантов с ферментом, нахождение численных значе-
ний параметров, характеризующих отдельные элементарные ста-
дии, из которых складывается ферментативная реакция, и т. д.
При таком подходе ферменты или катализируемые ими реакции
рассматриваются изолированно друг от друга без учета взаимо-
действий, существующих между ними в живой клетке. Второй
подход преследует совсем иную цель — выяснение свойств поли-
ферментных систем. При этом именно взаимодействия между фер-
ментативными реакциями являются основным объектом модели-
рования, а моделирование отдельных реакций, составляющих иссле-
дуемую полиферментную систему, проводится лишь как подго-
товительный этап в построении модели полиферментной системы.

Упрощенно эти различия можно представить следующим обра-
зом. Для изучения механизма действия одиночного фермента обыч-
но нужна детальная модель, описывающая по возможности все
элементарные процессы, из которых складывается ферментатив-
ный катализ, тогда как для изучения закономерностей работы по-
лиферментных систем нужны максимально простые модели отдель-
ных реакций, из которых должны быть исключены все детали, не
представляющие интереса для понимания работы всей полифер-
ментной системы.

Заметив какую-то особенность в кинетике действия изучаемого
фермента, исследователь, использующий первый подход в модели-
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ровании ферментативных реакций, обычно рассматривает ее как
источник зашифрованной информации о механизме действия фер-
мента и стремится найти теоретическое объяснение этой особен-
ности в терминах процессов более элементарных, чем фермента-
тивная реакция. С этой целью он формулирует гипотетический
механизм действия фермента, представляющий собой кинетиче-
скую модель реакции. Затем по кинетической модели он выводит
математическую модель и сравнивает ее с экспериментальными
данными. Обычно после такого сравнения в кинетическую мо-
дель приходится вносить изменения для того, чтобы устранить рас-
хождения между свойствами ферментативной реакции, пред-
сказываемыми математической моделью, и свойствами, наблюдае-
мыми в эксперименте. Этот итерационный процесс последователь-
ного уточнения кинетической и математической моделей продол-
жается до тех пор, пока не будет достигнута желаемая точность
теоретического описания экспериментальных данных. Так как
одну и ту же кривую могут описывать различные матема-
тические модели, а одной и той же математической модели мо-
гут соответствовать различные кинетические модели, то исследо-
ватель, добившийся хорошего согласия между математической
моделью и экспериментом, никогда не уверен в том, что использо-
ванная им кинетическая модель единственно верная.

Отношение к той же особенности у исследователей, исполь-
зующих второй подход, совершенно иное. Основной вопрос, на
который они стремятся ответить, столкнувшись с новым свойст-
вом ферментативной реакции, заключается в выяснении роли,
какую может играть это свойство в поведении сложной полифер-
ментной системы, частью которой является данная реакция. С этой
целью они, как и все исследователи, формулируют кинетическую,
а затем и математическую модели реакции. При этом, однако, ни
точный молекулярный механизм, вызывающий заинтересовав-
шую их особенность кинетики реакции, ни решение проблемы мно-
жественности кинетических моделей не представляют для них
существенного интереса. Предмет их особой заботы — предельная
простота математической модели данной реакции, так как модель
полиферментной системы создается из многих моделей фермента-
тивных реакций, составляющих эту систему. Поэтому из множе-
ства эквивалентных кинетических моделей они выбирают лишь
такую, которая достаточно хорошо описывает ферментативную
реакцию, имея при этом минимальное число переменных и пара-
метров.
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1.2. Ферменты — белковые катализаторы и регуляторы

Ферменты [1—9] представляют собой высокоэффективные белко-
вые катализаторы, ускоряющие течение биохимических реакций
в 108—1014 раз по сравнению со скоростью тех же реакций, идущих
без ферментов при прочих равных условиях [10]. Молекулы фер-
ментов имеют обычно глобулярное строение [6, с. 65] и молекуляр-
ный вес от М ~10* до М ~107 [11]. Непосредственно в катализе
биохимических реакций принимает участие лишь очень небольшая
часть молекулы фермента, называемая активным, или каталитиче-
ским, центром. Активным центром называется каталитически актив-
ный участок молекулы фермента, образованный специфическим
взаимным пространственным расположением нескольких боковых
групп остатков аминокислот полипептидных цепей (или одной це-
пи) [6, с. 62] и небольших молекул, ковалентно связанных с поли-
пептидными цепями (или с одной цепью) молекулы фермента.

Любое ферментативное превращение начинается со связывания
молекул субстратов с несколькими группами активного центра
и завершается разрывом связей, удерживающих молекулы про-
дуктов с активным центром. Между двумя этими событиями фер-
мент находится в форме лабильного активного фермент-субстрат-
ного комплекса, который, в отличие от активированного комплекса
элементарной химической реакции [10], представляет собой очень
неустойчивые химические соединения субстратов реакции с фер-
ментом.

Гипотеза об образовании лабильного фермент-субстратного ком-
плекса в ходе ферментативной реакции была впервые высказана в
1902 г. Брауном [12] и Анри [13].

Пытаясь дать количественное толкование явлению насыщения
амилазных (КФ 3.2.1.11, КФ 3.2.1.2) реакций субстратами, Анри
[14] в 1904 г. рассмотрел кинетическую модель

S l + E ^ = ^ E S 1 — - E + S2, (1.1)

в которой Sx — полисахарид, S2 — продукты его гидролиза, Е —
амилаза, ESx — фермент-субстратный комплекс. Для упрощения
анализа модели (1.1) Анри допустил, что реакция образования
фермент-субстратного комплекса

Sx+E^^ESi (1.2)

1 Здесь и далее приводятся коды ферментов, утвержденные Международной
комиссией по ферментам (см. Enzyme Nomenclature. Amsterdam, Elsevier
Publ. Co., 1973).
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находится в равновесии, определяемом константой диссоциации
комплекса K^i = A:_i/&+i. ЭТО ПОЗВОЛИЛО ему вывести уравнение
начальной скорости реакции (1.1) в следующем виде:

„ « у „ 1У,„1 . (1.3)

Уравнение (1.3) описывает достижение максимальной скорости
v = V при [Si] -*• оо. К такому же уравнению (1.3) и при тех же
допущениях пришли в 1913 г. Михаэлис и Ментен [15], обобщив
свои наблюдения над кинетикой действия фруктофуранозидазы
(КФ 3.2.1.26). Работа [15] приобрела широкую известность —
уравнение (1.3) стали называть уравнением Михаэлиса — Ментен,
а комплекс ESi — комплексом Михаэлиса.

В 1925 г. Бриггс и Холдейн [16] рассмотрели кинетическую мо-
дель (1.1) при более общем допущении. Они приняли, что в реак-
ции (1.1) выполняется условие eo/so <^ 1, в котором е0 = [Е| +
+ [ESi],s0 = [SJ + [ES2] + [S2]. Считая, что из-за малости отно-
шения eo/So <^ 1 скорость изменения концентрации фермент-» уб-
стратного комплекса ESi должна быть много больше скорости из-
менения концентрации субстрата Si, Бриггс и Холдейн приняли,
что в реакции (1.1) быстро устанавливается квазистационарное
состояние, в котором d [ESi]/dt = 0. Это допущение привело их
к следующему выражению для квазистационарной начальной
скорости реакции (1.1):

где Кт = (&_! + k+2)/k+l — константа Михаэлиса, а V = А+2е0 —
максимальная скорость. Кт имеет размерность концентрации.
Этот параметр может быть определен, как концентрация: [Si] =
= Кт, при которой v = V/2.

Гипотеза о существовании фермент-субстратного комплекса
долгое время не находила прямого экспериментального подтвер-
ждения. Малые концентрации, в которых образуется комплекс
в ходе ферментативного катализа и нестойкость комплекса, за-
трудняли его экспериментальное обнаружение. В 1943 г. Чансу [17]
удалось спектрофотометрически продемонстрировать образование
фермент-субстратного комплекса и проследить за изменением его
концентрации в ходе реакции, катализируемой гемосодержащим
16, с. 437] ферментом пероксидазой (КФ 1.11.1.7). Он исследовал по-
ведение математической модели этой реакции на механическом
дифференциальном анализаторе и показал, что теория этой реак-
ции, основанная на допущении существования фермент-субстрат-
ного комплекса и законе действующих масс, способна с высокой
точностью описать динамику пероксидазной реакции, наблюдав-
шуюся в эксперименте [17]. В 1962 г. Яги и Озава [18, 19] получили

17



1. Биохимические системы

стабильные в анаэробных условиях кристаллы фермент-субстрат-
ного комплекса оксидазы 2)-амипокислот (КФ 1.4.3.3). В настоя-
щее время существует множество различных экспериментальных
доказательств реальности существования фермент-субстратных
комплексов в ферментативных реакциях [4, с. 177; 6, с. 203].

В 1930 г. Холдейн [20], распространив теоретические пред-
ставления о фермент-субстратном комплексе [12—15] на случай
двухсубстратных и обратимых реакций, постулировал существо-
вание различных фермент-субстратных, фермент-продуктных и
фермент-ингибиторных промежуточных комплексов. Так, для
объяснения механизма двухсубстратной реакции

S i + S 2 > Продукты (1.5)

Холдейну пришлось ввести предположение о существовании трех
различных фермент-субстратных комплексов: двух бинарных ESi
и ES2 и одного тройного комплекса ESiS2) образующихся в реак-
циях

Si + Е ^ ESi, S2 + Е ^ ESa,

Si -f- ESj ^ ESiSj, Sa -(- ESi ^^ ESiS2-

Для объяснения механизма субстратного угнетения Холдейн
[20] предложил кинетическую модель

согласно которой активный фермент-субстратный комплекс ESi,
присоединяя к себе избыточную молекулу субстрата Si, превра-
щается в пассивный фермент-субстратный комплекс SiESi, не
способный распадаться с образованием продукта S2. Используя
метод квазистационарных концентраций, Холдейн получил сле-
дующее выражение для квазистационарной начальной скорости

Е

v реакции Si > Sa, описываемой кинетической моделью (1.7):

v =
[Si]

где V = к+2е0 — максимальная скорость реакции, достигаемая
только при [Si] -> се и КГ -*• оо, Кт = (A;_i + к+г)/к+х — констан-
та Михаэлиса, Kt = к_3/к\3 — константа субстратного угнетения,
е0 = [Е] + [ESJ + [SiESJ — полная концентрация фермента.

Явление субстратного угнетения, теоретически проанализиро-
ванное Холдейном с помощью модели (1.8), было впервые обна-
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ружено в 1924 г. Диксоном и Терлоу [21] при исследовании кине-
тики действия ксантиноксидазы (КФ 1.2.3.2). Этот фермент сильно
угнетался высокими концентрациями субстрата (ксантина или
гипоксантина).

После работы Холдейна [20] стало ясно, что для объяснения
механизмов сложных реакций — реакций с большим числом реак-
тантов — следует допустить, что в ходе таких реакций образуется
не один, а множество различных фермент-субстратных комплексов.
И действительно, по данным В. И. Иванова и М. Я. Карпейского
[22], в реакции трансаминирования, катализируемой аспартатами-
нотрансферазой (КФ 2.6.1.1) — ферментом, механизм действия
активного центра которого изучен в настоящее время весьма де-
тально, образуется более десяти различных форм фермент-суб-
стратных комплексом.

Следует заметить, что экспериментальное обнаружение и иден-
тификация всех теоретически мыслимых форм ферментных комп-
лексов в каждой изучаемой реакции представляют собой нерешен-
ную до сих пор проблему. Поэтому число и порядок взаимопрев-
ращений ферментных комплексов в подавляющем большинст-
ве известных в настоящее время ферментативных реакций не-
ясны.

Специфическое расположение атомов и атомных группировок,
взаимодействующих в активном центре с молекулами реактантов,
обеспечивается определенной пространственной укладкой поли-
пептидных цепей фермента, характерной для данного фермента и
называемой конформацией фермента [6, с. 65]. Изменения химиче-
ского состава и физических характеристик среды, окружающей
молекулу фермента, могут вызывать конформационные измене-
ния — изменения взаимного расположения атомов и групп ато-
мов в молекуле фермента. Эти конформационные изменения часто
сопровождаются деформацией структуры активного центра, след-
ствием чего может быть существенное изменение его активности
и даже специфичности по отношению к реагентам.

Вещества, вызывающие изменения активности и (или) специ-
фичности каталитических центров ферментов, называются моди-
фикаторами, регуляторами или модуляторами. Природные мо-
дификаторы ферментов, обладающие высокой специфичностью и
эффективностью воздействия на фермент, называют также регу-
ляторами или эффекторами ферментов. Модификаторы, если они
не являются участниками катализируемой ферментом реакции,
в реакции не расходуются.

Различают два класса модификаторов — активаторы и ингиби-
торы. Молекулы активаторов, присоединяясь к ферменту, вызы-
вают увеличение скорости катализируемой ферментом реакции или
сродства фермента к субстрату, а молекулы ингибиторов —
уменьшение скорости или этого сродства.
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Молекулы модификаторов могут связываться как в активном
центре фермента, так и в участках молекулы фермента, находя-
щихся на значительном удалении от активного центра. Основной
причиной того, что модификатор связывается в активном центре,
является структурное сходство (иначе стерическое соответствие)
между молекулой модификатора и субстрата. Поэтому модифика-
торы, присоединяющиеся к активному центру фермента, назы-
ваются изостерическими.

В противоположность изостерическим модификаторам моди-
фикаторы, молекулы которых присоединяются к ферменту в уча-
стке, отличном от активного центра, называются аллостериче-
скими модификаторами [23, 24]; место связывания такого модифи-
катора называется аллостерическим, или регуляторным, центром,
а фермент, имеющий аллостерический центр — аллостерическим,
или регуляторным, ферментом.

Очевидно, что присоединение модификатора к аллостерическо-
му центру может вызвать изменение активности и специфичности
каталитического центра лишь путем изменения конформации фер-
мента. Это допущение и лежит в основе теории механизма действия
аллостерических ферментов, предложенной в 1965 г. Моно, Уай-
меном и Шанжё [25].

Регуляторные ферменты выполняют разнообразные нехимиче-
ские функции в системах клеточной авторегуляции. Авторегуля-
цией [26, 27] называется процесс закономерного изменения или
поддержания в заданных пределах определенных биологических
величин, таких, как концентрации, скорости синтеза и распада
различных клеточных веществ, активности ферментов и генов, рН,
осмотическое давление, мембранная проницаемость, трансмем-
бранная разность электрических потенциалов и т. д. Типичным
механизмом биохимической авторегуляции является механизм
угнетения ферментов конечным продуктом, открытый в 1954 г.
Новиком и Сциллардом [28] в форме угнетения триптофаном од-
ного из ферментов, участвующих в синтезе предшественников
триптофана. Подобные механизмы были обнаружены впоследствии
практически во всех участках обмена бактериальных, раститель-
ных и животных клеток [23, 24, 29—34]. Основное назначение ме-
ханизмов угнетения ферментов конечным продуктом — стабили-
зация концентраций важнейших промежуточных веществ клеточ-
ного обмена.

Молекулы ферментов могут иметь один или несколько активных
центров и один или несколько регуляторных центров. Условимся
называть ферменты, имеющие только один активный центр, одно-
центровыми, а ферменты с несколькими активными центрами —
многоцентровыми ферментами.

Участие в ферментативной реакции нескольких субстратов, про-
дуктов и модификаторов неизбежно приводит к тому, что уравне-
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ние, описывающее зависимость квазистационарной скорости та-
кой реакции от концентраций реактантов и модификаторов, ока-
зывается очень сложным и непригодным для использования
в моделях полиферментных систем. Учитывая это обстоятельство,
при разработке математических моделей ферментативных реак-
ций приходится сознательно идти на ряд упрощений, вводящих
некоторую погрешность в математическое описание кинетики ре-
акций. Эта погрешность в описании реакций есть неизбежная пла-
та за возможность представления многостадийных полиферментных
систем математическими моделями обозримой сложности. На-
сколько должна быть упрощена модель той или иной ферментатив-
ной реакции, можно решить лишь в процессе анализа модели всей
полиферментной системы, когда становится ясным, какие из
свойств реакции существенны для понимания свойств изучаемой
полиферментной системы. Поэтому многие из выводимых в после-
дующих разделах моделей ферментативных реакций приводятся
с некоторой избыточной подробностью, от которой легко изба-
виться, внеся в них необходимые упрощения.

1.3. Метод графов

При выводе уравнений скоростей ферментативных реакций ис-
пользуется ряд упрощающих допущений. В частности, как пра-
вило, принимают, что ферментативная реакция протекает в усло-
виях идеального перемешивания, термо- и рН-статирования и что
в реакции очень быстро устанавливается квазистационарное состоя-
ние (см. раздел 2.1), в котором все промежуточные формы фермента
находятся в равновесии друг с другом. Приставка «квази» означает,
что лишь часть переменных достигает стационарных значений, тогда
как остальные продолжают медленно меняться. Использова-
ние допущения о достижении частью концентраций (биохимиче-
ской системы квазистационарных значений известно в литературе
как метод Боденштейна — Семенова [35, 36]1. Этот метод позво-
ляет резко упростить анализ (био)химических систем. Вместо ре-
шения систем нелинейных дифференциальных уравнений, описы-
вающих изменение промежуточных веществ в ходе реакции, в
соответствии с этим методом удается решать лишь системы алгеб-
раических уравнений, связывающих друг с другом квазистацио-

1 Несмотря на широкое применение этого метода, он длительное время оста-
вался математически необоснованным. Это вызывало и вызывает многочис-
ленные недоразумения. Строгое математическое обоснование стало возмож-
ным лишь сравнительно недавно [37—43], после того, как А. Н. Тихоновым
[37, 38] была доказана теорема о предельном переходе е -* 0 в системе диф-
ференциальных уравнений, содержащих малый параметр при некоторых
производных.
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нарные концентрации промежуточных веществ. Основная причи-
на, из-за которой в ферментативной реакции устанавливается ква-
зистационарное состояние, заключается в том, что концентрация
фермента обычно на несколько порядков меньше, чем концентра-
ции субстратов, взаимодействующих с ферментом [44, 45].

Как правило, системы алгебраических уравнений, описываю-
щих квазистационарные состояния ферментативных реакций, ли-
нейны, так как взаимопревращения между промежуточными
формами и комплексами представляются мономолекулярными реак-
циями. Поэтому для определения квазистационарных концентра-
ций промежуточных веществ используются методы линейной ал-
гебры. В последние годы для этой цели стали широко применяться
методы теории графов [2, 46, 47].

Графом ферментативной реакции называется совокупность уз-
лов, соответствующих квазистационарным концентрациям всех
ферментных комплексов Хг (i = 0,1,2, . . ., п), и соединяющих их
направленных ветвей, характеризуемых некоторой величиной ktj,

равной константе скорости превращения Хг —» Xj. При этом кц,
называемая величиной или передачей ветви, может быть функци-
ей концентрации вещесгва, участвующего в данном превращении.
Концентрация этого вещества считается в квазистационарном со-
стоянии постоянной.

Например, ферментативная реакция

Si^S,, (1.9)

протекающая через промежуточное образование двух фермент-
субстратных комплексов StE и S2E:

S1 + E ; F S 1 E ^ 4 S 2 E E + S2, ( 1 1 Q )

может быть представлена в квазистационарном состоянии гра-
фом, имеющим три узла и шесть направленных ветвей. На графе

(1.11) указаны величины ветвей; две из
них (&+1Sx и /c_2S2) зависят от концентра-
ций Si = [SJ и s2 = [S2], считающихся в
квазистационарном состоянии постоян-
ными.

Деревом графа, направленным в i-й
узел, называется незамкнутая совокуп-
ность ветвей, направленных от всех узлов
графа к i-му узлу. Дерево не имеет
замкнутых или параллельных последова-

тельностей. Величиной дерева D-t называется произведение
величин всех его ветвей. Например, узлы графа (1.11) имеют сле-
дующие деревья (их величины приведены):
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к.,

к.

к., к.

S.E

к.

n-fk+2

л+f Sf л_

S,E

k.2s.

л-2 Sg n+

Так как в исходном графе имеется вся информация, необходимая
для расчетов, при вычерчивании деревьев обычно не используют
обозначения узлов и величин ветвей. Более того, при достиже-
нии некоторого навыка величины деревьев выписывают прямо по
исходному графу — без вычерчивания деревьев.

Совокупности (на стр. 24) не являются деревьями узла Е, так
как а представляет собой замкнутую последовательность ветвей
(цикл), б имеет две параллельные последовательности ветвей
(SiE-э-Е и SiE-^-SaE -»- Е), соединяющих узлыв^ЕиЕ, в имеет
цикл SiE ?i SaE, в г ветвь Е -J-SXE направлена от узла Е, в д
узел SiE не связан с узлом Е.

Базовым определителем Аг i-ro узла называется сумма величин
всех деревьев, направленных в i-й узел — базу. Определителем
графа А называется сумма всех базовых определителей графа.
Например, определителями узлов Е, SXE и S2E в графе (1.11)
являются следующие суммы величин деревьев (1.12):

AF = к_гк_ + k_tk+i -f fc+/c+2,
(1-13)
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S,E

S2E

S,E

S2E

S,E

S2E

°S,E

а определитель этого графа равен сумме трех базовых определи-
телей:

Д = Д в + AS)B + Д № (1.14)

Начальная квазистационарная скорость ферментативной ре-
акции выражается через определители графа реакции [2,47]
следующим образом:

v = е0-
(1.15)

где ki — константа скорости образования или связывания продукта
узлом Xt, Д4 — базовый определитель узла X,-, е0 — полная кон-
центрация фермента. При вычислении v в случае обратимого обра-
зования продукта используется следующее соглашение о знаках:
kt ]> 0, если узел Хг выбрасывает продукт, и kt < 0, если узел
Xt связывает продукт.

Например, для графа (1.11) по формуле (1.14) следует записать

v = е0-
(1.16)

Первый член в числителе положителен, так как распад S2E освобож-
дает S2, а второй член отрицателен, так как S2 связывается с Е.

Квазистационарные концентрации промежуточных комплек-
сов находятся по формуле

[X,] = е«А/Д. (1.17)
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Так, в графе (1.11) концентрации свободного фермента и комплек-
сов определяются выражениями

[Е] = е0ДЕ/Д, [SiE] = e0ASlE/A, [S2E] = eQAs#IA.

Используя некоторые особенности структуры графа, его можно
упростить [47]. Например, несколько ветвей, соединяющих узлы
i —*• j , можно слить в одну с величиной

*u=2*i*- (1-18)
а

Симметричные узлы с равными величинами ведущих от них вет-
вей можно слить в один узел. При этом концентрация комплекса,
соответствующего образовавшемуся от слияния узлу, равная сум-
ме концентраций исходных комплексов, а величины ветвей, ве-
дущих к новому узлу q от узлов i, равны:

/ciq=^kia. (1.19)
а

Определитель направленного графа, состоящего из двух подгра-
фов А и В, имеющих одну общую точку i, можно найти по правилу

Д = ДА . Д? + At • Д в , (1.20)

где At и Af — базовые определители общего узла i подграфов А и
В, а ДА и Ав — определители этих подграфов.

Стоит обратить внимание на то, что графы каталитических и,
в частности, ферментативных реакций отличаются от обычных то-
пологических графов, широко используемых в различных прило-
жениях [48—51]. Это отличие обусловлено двумя особенностями
(био)химических графов: во-первых, для каждого узла химическо-
го графа выполняется закон сохранения массы — сумма токов,
сходящихся в узле, должна быть равна нулю, а, во-вторых, узло-
вые переменные (концентрации) также связаны законом сохране-
ния — сумма всех узловых концентраций равна полной концен-
трации фермента е0. Поэтому все правила преобразований обычных
графов неприложимы к химическим графам без их переформу-
лировки.

1.4. Модели реакций,
катализируемых одноцентровыми ферментами

В этом разделе мы выведем уравнения квазистационарной скоро-
сти для нескольких ферментативных реакций, катализируемых
одноцентровыми ферментами. Эти уравнения мы используем позд-
нее для вывода уравнений, описывающих скорости реакций, ка-
тализируемых олигомерными ферментами,
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Е

Обратимая реакция S ^ S j

Раскрыв определители в формуле (1.16) с помощью выражений
(1.13) и (1.14), получим после несложных преобразований следую-
щее выражение для скорости реакции (1.9), протекающей по ме-
ханизму (1.10):

где
V+ = eok+kj(k+ + k_ + k.2), V_ = eefc_*

— максимальные скорости прямой и обратной реакций,
„ k+k+i + k_k+i -f fe_fc_,

A l fc+1 (*+ + k_ + k+2) '

— константы Михаэлиса.
При введении безразмерных концентраций Oi = sjKi, a2 =

= s2/K2, безразмерной скорости v = v/V+ и параметра х = VJV+

уравнение (1.21) принимает вид

v = ( a i — X0,)/(1 + ах + о,). (1.22)

Если в графе (1.11) положить к_ = 0, то х = 0 и уравнение скоро-
сти в этом случае

v = aj(l + a, + а2) (1.23)

описывает конкурентное угнетение [3, с. 280] продуктом или анало-
гом субстрата S2. Кажущаяся константа Михаэлиса для Sx в этом
случае является функцией s2:

# l ( l + S2/K2). (1.24)

Кинетические кривые v (oi), описываемые уравнениями (1.22)
и (1.23), представляют собой равнобочные гиперболы, либо пере-
секающие ось абсцисс в точке а\ = хо*2 [модель (1.22)], либо вы-
ходящие из начала координат [модель (1.23)].
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Обратимая моносубстратная реакция
с субстратным угнетением

Рассмотрим следующий механизм субстратного угнетения:

к V

(1.25)

Применение формулы (1.15) к графу (1.25) дает следующее выра-
жение для квазистационарной скорости реакции:

v = (1.26)

где

= (к+к+2

V_ = kJc.Jik^ + k_ + к.г),

+1(k+ + k_ + k+2), (1.27)

-2 (k+ + k_ + k+1),

Здесь K{ — константа субстратного угнетения.
Если ввести безразмерные переменные и параметры

ах = [SJ/Яь а2 = [S2]/K2, v = v/V+, a =

У. = VJV+,

то уравнение (1.26) примет вид

v = (о-! - ха2)/(1 + (а! + о2) (1 + aal)).

(1.28)

(1.29)

Зависимость скорости от концентрации первого субстрата
v (а1? а2 = const) описывает кривую с максимумом, а зависимость
v (о*! = const, <J2) представляет собой гиперболу.
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Обратимая двудсубстратная реакция
с упорядоченным присоединением субстратов

Рассмотрим двухсубстратную обратимую реакцию

Граф

t

такой

к s,

реакции

- ^ E S ,

к.,

имеет

*-*

вид

^k,2s2

% 1
>^

/ES,S2

*.«

(1.30)

(1.31)

Согласно формуле (1.15), примененной к графу (1.31), квазистацио-
нарная скорость реакции (1.30) определяется выражением

sist , <*i / ss «i , _£з£4_\

(1.32)
в котором

V+ = Kak+ie0/(k+s + kj, V_ = k^ejik.y + A;_2) (1.33)

— максимальные скорости превращений Si -»- S2 и S2 -*• Si,

— константы Михаэлиса для соответствующих субстратов, а <хг

представляют собой отношения констант диссоциации фермент-
субстратных комплексов к константам Михаэлиса:

а- = к Ik К- i = 1 2" (1 35)

(1.36)a« = k+t/k-tKi, i = 3,4.

Введение безразмерных концентраций

a, = lS,)/Kt, i = 1, 2, 3, 4, (1.37)
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приводит уравнение (1.32) к более простой форме:

z

а2 + а^ + —
(1.38)

где
v = V/V+, х = F_/F+.

Рассмотрим кинетические кривые, описываемые уравнением
(1.38) при сг3 = 0:

v (о-з = 0) = (ах -̂ - о4 + 4"а а

Заметим, что согласно уравнению (1.39)

l imv(a s = 0) = 1.
О,, Ог-»ОО

(1.39)

(1.40)

Следовательно, субстрат S4, присоединяющийся непосредственно
к свободному активному центру фермента, является конкурентным
ингибитором для превращения Si + S2 ->• S3 + S4, так как он не
изменяет максимальной скорости реакции. Пусть а4 = 0. В таком
случае

«, tr, П\ СТ1аЗ

а.
(1.41)

Теперь согласно уравнению (1.41)

lim v (a4 = 0)=
Ol,

(1.42)

Таким образом, в отличие от S4, S3 выступает как неконкурентный
ингибитор прямой реакции. С помощью подобной процедуры мож-
но определить порядок присоединения всех субстратов реакции
(1.30) к активному центру фермента. Кинетические зависимости,
описываемые моделью (1.36), представляют собой гиперболы, на-
чальный наклон и уровень насыщения которых зависят от кон-
центраций остальных субстратов и их аналогов, способных свя-
зываться с активным центром.
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Необратимая двухсубстратная реакция
с субстратным угнетением

Представим двухсубстратную реакцию с субстратным угнетением
графом, отражающим случайное и независимое присоединение суб-
стратов к активному центру:

**<jf. r (1.43)

Применение уравнения (1.15) к графу (1.43) приводит к очень
громоздкому выражению для v. Однако оно существенно упро-
щается, если принять, что Ap<^A;_i, &_2. При этом допущении ско-
рость реакции (1.43)

В уравнении (1.44) максимальная скорость V = крв0, а констан-
ты диссоциации фермент-субстратных комплексов определяются
выражениями

Кх = *_i/fcrt, К2 = k_2/k+i, Kt = Vkjk^i. (1.45)
Зависимость v (si — const, s2) описывается гиперболическими кри-
выми, а зависимость v (slt s2 = const) представляет собой кривую
с максимумом.

1.5. Модели реакций,
катализируемых олигомерными ферментами

При теоретическом обсуждении свойств регуляторных ферментов
и катализируемых ими реакций наиболее часто используются
модели Моно, Уаймена и Шанжё [25] (эта модель далее сокращен-
но называется моделью МУШ), Кошлэнда [521 и Фридена—Кургано-
ва [53, 54]. Эти модели учитывают олигомерную четвертичную
структуру регуляторного фермента и способность протомеров ме-
нять свою конформацию при присоединении к ним аллостериче-
ских модификаторов.

Модель МУШ [25] выведена в предположении, что олигомер-
ный фермент имеет п идентичных протомеров, которые могут ме-
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нять свое конформационное состояние только совместно. Принято,
что существуют только два альтернативных конформационных
состояния — активное состояние R и неактивное состояние Т,
между которыми происходят переходы, индуцированные алло-
стерическими модификаторами. Каждый протомер имеет один ак-
тивный центр и один или несколько аллостерических центров, при-
чем все центры (активные и аллостерические) считаются идентич-
ными, а присоединение к ним молекул субстратов или модифи-
каторов происходит статистически независимо. Присоединение
субстратов к активным центрам фиксирует одно из двух конформа-
ционных состояний.

Согласно модели Кошлэнда [52], присоединение субстрата
к активному центру одной субъединицы способно изменять кон-
формацию соседних субъединиц. По этой причине число всех воз-
можных конформационных состояний молекулы фермента, а следо-
вательно, и число параметров, определяющих эти состояния и ве-
роятности переходов между ними, могут быть очень большими,
что делает эту модель бесполезной для анализа свойств полифер-
ментных систем.

Модель Фридена — Курганова [53, 531 отличается от модели
МУШ лишь тем, что совместные конформационные переходы сопро-
вождаются обратимой диссоциацией молекулы фермента на иден-
тичные субъединицы.

Все упомянутые модели были выведены для описания простей-
шей ферментативной реакции, катализируемой отдельным актив-
ным центром олигомера, а именно необратимой односубстратной
реакции. Между тем подавляющее большинство регуляторных фер-
ментов катализирует двух- и трехсубстратные реакции, многие из
которых существенно обратимы.

Первая попытка обобщения модели МУШ на случай двух-
субстратной необратимой реакции была предпринята Гольдштей-
номиВолькенштейном[551. Недавно Поповой и Сельковым модель
МУШ была обобщена на случай обратимой односубстратной ре-
акции [56], а затем и на случай ферментативной реакции произ-
вольной сложности [571. Аналогичное обобщение выведено и для
модели Фридена — Курганова [571.

Обобгцение модели Mono — Уаймена — Шанжё
на многосубстратные реакции

Основываясь на результатах работы [57], рассмотрим фермента-
тивное превращение s субстратов Sj (I < i < s) в N—s про-
дуктов S} (1 + s < j < N):

SI
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катализируемое ферментом-олигомером Е (R, Т), относительно
которого примем несколько упрощающих допущений.

Молекула фермента состоит из п протомеров (не обязательно
идентичных), причем каждый £-й протомер имеет два устойчивых
конформационных состояния гг и t;, соответствующие конформа-
циям R и Т фермента Е. Конформационные переходы происходят
совместно и только между формами фермента, свободными от суб-
стратов:

Ro 4 ~ Т"- ( 1 4 7 )
Из сказанного следует, что кинетическую схему ферментатив-

ной реакции (1.46) можно представить в весьма общем виде — в ви-
де графа:

(1.48)
I I I i l l
i l l 1 1 1
Продукты Продукты

Здесь G R H G T — подграфы, описывающие всевозможные взаимо-
действия субстратов с ферментом в конформации R и Т. Если
все [St] ^> е0 (е0 — полная концентрация фермента), то к графу
(1.48) применимо предположение о квазистационарности (см.
раздел 1.3). В этом случае, используя формулу (1.15) и правило
(1.20), можно записать выражение для начальной квазистационар-
ной скорости реакции, описываемой графом (1.48):

Д

Здесь Rp й Т р — фермент-субстратные комплексы, распадающие-
ся с константами скорости кр и кр на продукты реакции, AR и
Атр — определители подграфов GR и GT с базой в узлах Rp и Т р

соответственно, AR И AT — определители подграфов GR И GT,
Введем функцию отношения

~ Z A A T + L A A T / °21 [Ril

I / A ^ , A Z X

где L = ljl_ — константа равновесия изомерных переходов
(1.47), или аллостерическая функция. С учетом равенства (1.50)
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перепишем выражение (1.49):

2V4
I + Q ^ — Z ^ - T - ^ -

Рассмотрим первый сомножитель в выражении (1,-51). Сравнивая
выражения (1.50) и (1.51), нетрудно заметить, что

(1.52)
" R L-K»

Из определения (1.52) ясно, что функция скорости Фя есть скорость
катализа реакции (1.46) ферментом, представленным только кон-
формацией R. Аналогично введем

(1.53)
" Т L-»co

Условимся считать, что R — более активная конформация, чем
Т, т. е.

max Фк, > max Ф т . (1.54)

Введем регуляторную функцию Т как отношение

V V ~Т~ х ^ Т ' R

Из выражения (1.50) для Q видно, что

- = L-V^-. (1.56)

Таким образом, для получения выражения (1.46) для начальной
квазистационарной скорости реакции достаточно рассмотреть три
независимые реакции:

^ (1-57)

(1.58)

Из реакций (1.57) и (1.58) определяются функции скорости Фа и
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1. Биохимические системы

Фт и стационарные концентрации [ R 0 ] R И [Т01Т, а из реакции
(1.59) — аллостерическая функция L [25].

Итак, с учетом введенных обозначений (1.52), (1.53) и (1.56)
уравнение (1.51) можно переписать теперь в следующем виде:

+ £ £ J ! L . ,1.60)
I ! o i l

Вывод функций Фд, Фт, [ROIR И [Т 0 1Т может оказаться довольно
сложной задачей. Она упрощается, если предположить, что при-
соединение субстратов и продуктов к активным центрам фермента
происходит статистически независимо.

В этом случае

<J>R = S/b Фт = 2 Л . (1-61)
г i

где /г и /5 — функции скорости активных центров г-ro протомера
в конформации г и t. Показано [57], что при сделанном предполо-
жении функция отношения

где ioi и tOj — свободные активные центры £-го протомера в кон-
формации г и t. Начальная квазистационарная скорость на основе
принятых предположений определяется как

(1.63)
Выражение (1.63) еще более упрощается, если принятые ранее
допущения дополнить еще одним — протомеры фермента Е иден-
тичны.

При удовлетворении всех принятых допущений

OR = nf, Ф т = nf,

Q = (L [гв1в/[«0]т)
в, (1.64)

а скорость описывается простым уравнением

v = nf (1 + (/'//) Q)l(l + Q). (1.65)

В выражении (1.65) функции /, /', [г0Ы и [to]x выводятся для одного
активного центра. В этом случае весьма полезным может оказаться
метод графов, если для выбранного механизма взаимодействия
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субстратов с активным центром в литературе [3,581 нет готовых фор-
фул для / и [го1.

В качестве примера приведем выражения для начальной квази-
стационарной скорости обратимой моносубстратной реакции

Si -*-S;, протекающей по механизму (1.10). Согласно форму-
ле (1.22) запишем выражения для / и /' в безразмерных перемен-
ных, определяемых соотношением (1.21):

, Т7 а 1 — ИСТ., „ т ' Ci(Tj—Х'с.,0., ,м г.п.

f = "V+ 1 + о 1 + о а ' Г = nV+ t ; e i O i + - ^ . (1.G6)
Здесь F+ — максимальная скорость прямой реакции, катализи-
руемой одним протомером в форме t (по условию F+ <J F+),
а

сх = KJK'lt с2 = К21Кг (1.67)

— коэффициенты неисключающего присоединения [25]. Предпо-
лагая, что фермент не меняет константу равновесия реакции, по-
требуем одновременного выполнения двух условий:

ох — ка2 = 0, с^! — к'с2аг = 0. (1.68)

Отсюда вытекает термодинамическое ограничение на параметры

х = x'cj/q, (1.69)

или в размерной форме

V_V'J(V+VL) = КХКК.К^). (1.70)

С учетом выражения (1.69) можно записать:

' с1а1 + с2а2) = а/ (1 +-ах +
(1.71)

где
а = ClV'jV+ < C l . (1.72)

Из графа (1.11) находим

х 2)
(1-73)

[t o ] T = е0АЁ/(Дв + ДЕЭ, + Две.) = ео/(1 + c^i + сгаг). (1.74)

Теперь с учетом выражений (1.64), (1.66), (1.69) и (1.71) —

(1.74) уравнение (1.65) для скорости реакции Ях ' -^Я прини-

мает вид [56]:

як + 1 -\- Oi -\- a2 / 1 -t- c.a. -I- CnOo \n • \ '
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Обобщение модели Фридена — Курганова
для переходов типа тетрамер — димер

Пусть реакция (1.46) катализируется ферментом-олигомером
Е (R, Т), удовлетворяющим основным требованиям модели МУШ,
с той разницей, что согласованные конформационные переходы
связаны с обратимой диссоциацией субъединиц. Рассмотрим част-
ный случай такой диссоциации — диссоциацию активного фермен-
та на две менее активные субъединицы

Ro ^ 2Т0. (1.76)

В положении равновесия реакции (1.76) имеем
[Rol = L[T o ] a . (1.77)

Введя функции OR И ФТ, аналогичные функциям (1.52) и (1.53),
запишем начальную квазистационарную скорость реакции

Ф т

= Фя ^гттг; = ^ R Г-ГГ75— ( 1 Л Ь )

в виде, аналогичном предыдущему случаю:

у = фк^Р. (1.79)

Функция отношения Q при этом имеет вид:

Q S [Til _ [То] ATARO ._ 1 ATAR. ( 1 8 0 )

4 SlHil lRol ДТ,АК L[T.] Д Т Д В • ^ - ° ^

Стационарную концентрацию [Т„1 определим из соотношения:

е0 = 2 IRO] AR/AR. + 1Тв]Дт/Дт. (1.81)
или

[Т0]
2 + [То] A T A R ; ( 2 L A T O A R ) - eoARo/(2LAR) = 0.

Решив получившееся уравнение относительно [То] и подставив
выражение для [То] в выражение (1.80), получим

Q- г .. 4 . „ — — • (I- 8 2 )
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Пусть фермент удовлетворяет также и принятым ранее допуще-
ниям. В этом случае начальная квазистационарная скорость

^ (1.83)

где
Q = 4/(/1 + 8e0L (AtA/AtAro)" - 1). (1-84)

Для рассмотренного в разделе 1.3 примера обратимой односуб-
стратной реакции (1.14) выражения (1.83) и (1.84) принимают
вид:

(1.85)

Полученные при довольно простых предположениях относи-
тельно механизма взаимодействия субстратов с активными цен-
трами модели реакций, катализируемых олигомерными регуля-
торными ферментами, отличаются от одноцентровых моделей суще-
ственной нелинейностью. Такие модели способны описать многие
характерные особенности поведения регулируемых ферментатив-
ных реакций при самой простой кинетике катализа, осуществляе-
мого отдельным активным центром протомера.

1.6. Свойства реакции Si t ' • Sa

Рассмотрим реакцию
B(R,T,Ai)

2, (1 .o

катализируемую ферментом Е (R, Т), удовлетворяющим всем трем
требованиям, изложенным в разделе 1.5. Примем, что стерические
аналоги субстратов At (j = 1, 2, . . .) могут конкурентно связы-
ваться с активными центрами, а метаболиты-регуляторы связы-
ваются аллостерическими центрами фермента.

Не производя математических выкладок (они аналогичны вы-
кладкам, проведенным в разделе 1.5), запишем выражение для
безразмерной квазистационарной скорости реакции (1. 86):

nV+ - l + 0 1 + 0,4-0 А

il±?}El±S£i±*2L\n~l

( + { i + g l + ^ + ^ j )
( ( l + £i£L±££i±da \n\ ' (
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Рис. 1. Зависимость безразмерной скорости v = vlV реакции (1.86) от без-
размерной концентрации субстрата ах = iSJ/Kx, построенная с помощью
модели (1.88) при различных значениях аллостерической функции L (цифры
на кривых) и при га = 4, а = сх = О (Л), а = 0, ct = 1 0 3 ( Б ) и о = сх = 10 (В)

Здесь а = А/АТА — безразмерная концентрация аналога субстра-
та А, нормированная на свою константу диссоциации, П—КА/К\—
константа неисключающего присоединения для А. Рассмотрим
частные случаи модели (1.87).

Односубстратная необратимая реакция

При ст2 = а = 0 модель (1.87) редуцируется к виду

который с точностью до обозначений совпадает с моделью МУШ
[25]. Анализ этой модели, проведенный в работах [59, 601, показал,
что помимо гиперболических кривых v (аг) она может описывать
сигмоидальную кривую, а также кривую с максимумом. Основ-
ным параметром в модели (1. 88), ответственным за эффект субст-
ратной активации или угнетения, является коэффициент неисклю-
чающего присоединения сх: при сг < 1 возможна сигмоидальная
или гиперболическая зависимость v от olt при сх ^> 1 — гипер-
болическая кривая или кривая с максимумом. При выполнении
условий

п > 2, C l < (га - 1)/и, 0 < а < cl f (1.89)

(га (1 - с,) - L < (» - 1)/(асГ)
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уравнение (1.88) может описывать сигмоидальную зависимость
v от о*! (рис. 1, А), при выполнении условий

ге > 2, сх > ге/(га — 1),

О < а < C l (q - re/ (в - l))/(cxn/(n - 1) - 1), (1.90)

L > 1/(СГ (re - l)(C l - re/(re - 1)))

— кривую с максимумом (рис. 1, Б), отражающую субстратное
угнетение, а при невыполнении условий (1.89) и (1.90) зависимость
v (at) может носить гиперболический или квазигиперболический
характер (рис. 1, В). Условия (1.89) и (1.90) являются необходи-
мыми, но не достаточными. Для получения достаточных условий не-
обходимо решить систему нелинейных уравнений, определяющих
граничные значения параметров.

Необратимая изомеризация
фермент-субстратных комплексов

При к = 0 модель (1.87) описывает необратимую изомеризацию
фермент-субстратных комплексов, происходящую в каждом ак-
тивном центре олигомера. В этом случае модель (1.87) принимает
вид:

1+
) )

+ сЛ + da \n

Хотя реакция протекает необратимо, продукт S2 точно так же, как
и аналоги А;, конкурирует с субстратом Sx за свободные активные
центры. Введем новый масштаб измерения концентрации субстра-
та:

a1 = a1/(i+at + a) (1.92)

и новые параметры

а = Ъа, сг = bclf L = Llbn, (1.93)
где

Ь = (1 + ст2 + о)/(1 +с2о-2 + da). (1.94)

Замена переменных и параметров (1.92)—(1.94) приводит модель
(1.91) к виду

(1.95)
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Рис. 2. Зависимость безразмерной ско-
рости v реакции (1.86) от безразмерной
концентрации субстрата 0j при раз-
личных концентрациях продукта аа
(цифры на кривых)
Кривые построены по модели (1.91) при а ••= О,
с, = 4, с, = О, L = 10* и п = 8

аналогичному модели (1.88). При о2 = const модель (1.95) может
описывать один из трех типов кривых: сигмоидальную кривую при

п > 2, с1<(п— l)l(nb),

b1ll(n(l — bcj) — 1 ) < L < 1

кривую с максимумом при

п > 2, ех > п/(Ь (и - 1)),

О < а < сх (сг — п/(Ь (ге —

0 < а < ех, (1.96)

(1.97)

«/(ге - 1) - 1/Ь),

(га - 1)))).

и гиперболическую кривую при невыполнении условий (1.96),
(1.97). Условия (1.96) и (1.97), как и условия (1.89) и (1.90), явля-
ются лишь необходимыми. Так как выполнение условий (1.96) и
(1.97) зависит от концентраций S2 и А, то с изменением этих кон-
центраций может меняться тип кинетической зависимости. Напри-
мер, для одних и тех же параметров: а = 0, сх = 0,4, L = 104,
п = 8 и с2 = 0, а = 0 зависимость v (аг) может описывать-
ся сигмоидальной кривой при а2 = 0, гиперболической — при
а2 = 1 и кривой с максимумом — при о2 = 5 (рис. 2). Такая же
эволюция типа зависимости v (at) возможна и при изменении кон-
центрации аналога А. Из рис. 2 видно, что с увеличением концент-
рации продукта скорость его образования резко возрастает. Такая
изостерическая продуктная активация является частным слу-
чаем изостерической активации олигомерных ферментов аналога-
ми субстрата [25, 60, 6Ц. Заметим, что изостерическая активация
в отличие от аллостерической, возникающей при уменьшении L,
наблюдается в определенном диапазоне концентраций аналога
субстрата и при больших концентрациях аналога сменяется изо-
стерическим угнетением вследствие конкуренции с субстратом
за активные центры фермента.
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Общий случай

Для его рассмотрения удобно представить скорость (1.87) в виде
разности

v = v+ — v_, (1.98)
где

— безразмерные скорости прямой и обратной реакций. По опреде-
лению (1.98), скорость v может быть как положительной (v ^> О,
если v+ ^> v_), так и отрицательной (v < 0, если v+ < v_).

В случае обратимой реакции большие концентрации продукта
(ст2 > ojx) угнетают прямую реакцию v (ax). He столь очевидно,
что малые концентрации продукта (о*2 <̂ J о^/х) способны изостери-
чески активировать прямую реакцию. Необходимые условия су-
ществования эффекта изостерической продуктной активации [56,
61] определяются неравенствами

п > 2, 0 < а < сг,

О < с2 < (п — 1 — к)1п,

(1 + к)1(п (1 - с2) - 1 - х ) < L < (1 + х)/(иС1 + с^-Ча.
(1.100)

Если в этих неравенствах положить х = 0, то они будут опре-
делять условия существования сигмоидальной зависимости на-
чальной квазистационарной скорости обратной реакции v_ (a2).
Отсюда вытекает простое правило для обратимых реакций, ката-
лизируемых олигомерными ферментами: субстрат, активирующий
реакцию в прямом направлении, при обращении реакции становит-
ся продуктом-активатором. Это правило справедливо и в том слу-
чае, когда субстрат является аллостерическим активатором фер-
мента. На рис. 3 показана зависимость скорости реакции v от at

при различных аг (рис. 3, а) и различных значениях L (рис. 3, б).
Продуктная изостерическая активация наблюдается лишь в опре-
деленном диапазоне значений а2 и L. В противоположность ей
аллостерическая продуктная активация не сменяется угнетением
фермента при больших концентрациях а2.

Из рис. 3 видно, что прямая и обратная реакции ведут себя раз-
лично в зависимости от добавок продукта и аллостерических эф-
фекторов. Так, если прямая реакция активируется своим продуктом
S2, то обратная реакция только угнетается своим продуктом Sj
(см. рис. 3, а). Прямая и обратная реакции различаются и по чув-
ствительности к действию аллостерических эффекторов, описы-
ваемому функцией L: прямая реакция очень чувствительна к из-
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Рис. 3. Зависимость без-
размерной скорости v реак-
ции (1.86) от концентрации
продукта а2 при различных
значениях концентрации
субстрата ст, (цифры на
кривых) (а) и аллостери-
ческон константы L (циф-
ры на кривых) (б)
Кривые построены по модели
(1.87)при а =0,1, с, = 1, сг = 0,
п = 6, х = 0,3, L = К) (а) и
а, = 3 (б)

Рис. 4. Зависимости без-
размерной скорости v+ пря-
мой реакции (1.86) (а) и
безразмерной скорости v_
обратной реакции (б) от
безразмерных концентра-
ций а1 (а) и а2 (б) при
п = 4, с1 = 1, са = 0,
d^= 0, х = 0,2, а = 0,5
L = 5-104; цифры на кри-
вых —значения а

менениям L, обратная реакция практически нечувствительна к
изменениям L в данных условиях (см. рис. 3, б). При L ^> 10е

прямая реакция уже не чувствительна к добавкам аллостериче-
ских ингибиторов, а обратная реакция угнетается по конкурент-
ному типу. Подобное свойство обратимой реакции наблюдалось
экспериментально [62, 63] в форме так называемого однонаправ-
ленного действия ингибиторов на обратимую НАДФ-зависимую
глутаматдегидрогеназную (КФ 1.4.1.3) реакцию. Это явление
объясняется сильным различием в сродстве субстратов Sx и S2

к активным центрам конформаций R и Т. Однонаправленное дей-
ствие аналога А на реакцию (1.86) при сх = 1 (S1 одинаково хоро-
шо присоединяется к конформациям R и Т) и с2 = 0 (S2 связыва-
ется лишь конформацией R) показано на рис. 4. На рис. 4, а по-
казана зависимость скорости прямой реакции v+ от аи построен-
ная при различных концентрациях аналога а и при а2 = 0, а на
рис. 4, б — аналогичная зависимость скорости обратной реак-
ции v_ при ах = 0. Как видно из рисунка, аналог А практически
не влияет на скорость прямой реакции в интервале концентраций
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Рис. 5. Зависимость безразмерной
скорости v реакции (1.86) от кон-
центрации субстрата ах при различ-
ных значениях концентрации про-
дукта сг2 (цифры на кривых), постро-
енная по модели (1.87) при п = 10,
сх = 20, еа = 0, а = 0, х = 0,5,
L= 2,5-Ю-8

0 <J a ^ 20, но оказывает сильное угнетающее воздействие на об-
ратную реакцию в том же интервале значений а.

Кривые на рис.4 построены для и=0,2. При таком значении х
обратная реакция термодинамически менее выгодна, чем прямая.
Тем не менее, как видно из сопоставления двух семейств, представ-
ленных на рисунке, максимальная скорость обратной реакции
при о"! = a = 0 больше, чем максимальная скорость прямой ре-
акции при аналогичных условиях (a2 = a = 0). Таким образом,
олигомерный фермент может при определенных условиях ката-
лизировать термодинамически менее выгодное направление ре-
акции S2 —-»Si с большей эффективностью и большей чувствитель-
ностью к действию изо-и аллостерических эффекторов, чем направ-

ление hi » b2.
Еще один пример способности олигомерных ферментов эффек-

тивно катализировать термодинамически невыгодные превращения
показан на семействе кривых v (о^), построенных на рис. 5 при раз-
личных значениях аа и при сх = 20 (предпочтительное связыва-
ние Si конформацией Т), сх = 0 (конформация Т не способна свя-
зывать S2), а = 0 (конформация Т каталитически неактивна),
и = 0,5 (V+ в два раза выше, чем У_) и L = 2,5-10~8 (равновесие
Ro ;=i То сильно смещено в пользу Ro)- Как видно из рис.5, из-за
субстратного угнетения прямой реакции термодинамически вы-
годное превращение Sx —>- S2 происходит с заметной скоростью
лишь при малых концентрациях субстрата и при отсутствии про-
дукта, тогда как обратное превращение S2 —>- Sx протекает с боль-
шой скоростью при любых значениях концентрации продукта о2 ^>
> ахЫ.

Подобными же свойствами олигомерного фермента можно объ-
яснить парадоксальное сосуществование в клетках двух различ-
ных карбамоилфосфат-трансфераз (КФ 2.1.3.3), катализирующих
реакцию

Орнитин + Карбамоил-Ф ^ Цитруллин + Фн
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в противоположных направлениях. Анаболическая трансфераза,
имеющая в различных организмах от 2 до 3 протомеров [11], ка-
тализирует термодинамически выгодную реакцию карбамоилиро-
вания орнитина. Анаболический фермент имеет гиперболическую
кинетику по отношению к своим субстратам и конкурентно угне-
тается своими продуктами [64]. Катаболическая карбамоилфос-
фат-трансфераза, имеющая восемь протомеров и молекулярный
вес М = 400000, катализирует, как полагают [64], преимуществен-
но термодинамически невыгодную обратную реакцию — фосфо-
ролиз цитруллина. Катаболический фермент характеризуется
исключительно высокой кооперативностью взаимодействий со все-
ми реактантами: п = 8, L ~ 108, с •х, 0 — для любого субстрата
в анаболическом или катаболическом направлении [64]. Именно
этой высокой кооперативностью и объясняется «антитермодинами-
ческое» действие катаболического фермента. Действительно, в со-
ответствии со сформулированным выше правилом катаболический
фермент должен кооперативно изостерически активироваться свои-
ми продуктами при протекании реакции в любом направлении.
По этой причине при высокой концентрации субстратов и низкой
концентрации продуктов анаболической реакции катаболический
фермент не в состоянии катализировать эту реакцию из-за недос-
татка цитруллина и Фн — продуктов-активаторов. В этих же ус-
ловиях анаболический фермент, напротив, максимально активен —
субстратов достаточно, а продукты-ингибиторы практически не
угнетают его. При высокой концентрации цитруллина и Ф н ана-
болический фермент изостерически угнетен упомянутыми продук-
тами, а катаболический фермент переводится в активную конфор-
мацию, способную в этих условиях катализировать фосфоролиз
цитруллина. Переходу в активное конформационное состояние
способствуют как большие концентрации цитруллина и Фн, так
и повышение концентраций орнитина и карбомоилфосфата, выз-
ванное угнетением анаболического фермента.

1.7. Свойства двухсубстратной реакции

Разобранные в предыдущем параграфе свойства модели реакции
Si -*• S2 справедливы и для более сложных реакций. Рассмот-
рим, например, двухсубстратную реакцию

s s + S4 (1.101)

со случайным присоединением субстратов к каждому активному
центру. Предполагая, что промежуточные фермент-субстратные
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комплексы находятся в равновесии друг с другом 13, с. 68], и ис-
пользуя общее уравнение (1.65), приходим к следующей модели
реакции (1.101):

+ <52 + О!32 + <53 + О4 + <
(1.102)

C1Cag1ga -f Сзд3 +_ 1
4 ~~

Заменой переменных

а, = аг (1 + (Т2)/(1 + <т2 + ст4), а 3 = а, (1 + (т4)/(1 +

+ (Т2 + а4), v = v ( l + a2)/aa (1.104)

и параметров

х = ха4 (1 + о-2)/а2 (1 + а4), сх = сх (1 + а2 + сг4)(1 +

+ с2а2)/(1 +сйа2 + с4ст4)(1 + а2),

с3 = с8 (1 + а2 + (Т4)(1 + с4а4)/(1 + а4)(1 + с2а2 + с4ст4),

I = L ((1 + с2а2 + с4а4)/(1 + а2 + а4))п, (1.105)

а = а (1 + а2 + а4)/(1 + с2а2 + с4а4)

модель (1.102) при а2 ]> 0 приводится к виду

5 l-x5,
1+З + З

аналогичному модели односубстратной обратимой реакции (1.87)
со всеми ее свойствами: различными типами кинетических зависи-
мостей v (Cj) или v (ст3)

 П Р И различных значениях концентрации
остальных субстратов, продуктной активацией, субстратным уг-
нетением, различной чувствительностью прямой и обратной ре-
акций к действию изо- и аллостерических метаболитов.

В этой главе были рассмотрены математические модели, опи-
сывающие зависимости скоростей ферментативных реакций от
концентраций реактантов и модификаторов в квазистационарном
состоянии. При этом основное внимание было уделено очень важ-
ной для моделирования полиферментных систем теме — выводу
и анализу уравнений, описывающих квазистационарные скорости
сложных ферментативных реакций, т. е. реакций с большим числом
реактантов, катализируемых олигомерными ферментами. Такие
ферменты имеют множество идентичных или неидентичных ак-
тивных центров, а их протомеры способны совершать конформа-
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ционные перестройки, изменяющие каталитическую активность,
фермента, а иногда и его агрегатное состояние. Выведенные урав-
нения для сложных реакций записаны в такой форме, которая по-
зволяет по известным (или выводимым с помощью приведенного в
этой главе метода графов) выражениям, описывающим механизм
действия одиночного активного центра, легко получить уравне-
ние квазистационарной скорости для многоцентрового фермента.

В следующей главе мы используем выведенные выше уравне-
ния для анализа поведения ферментативных реакций в нестацио-
нарных проточных условиях — в условиях, характерных для жи-
вой клетки.

Глава вторая

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ
ПРОТОЧНЫХ ФЕРМЕНТАТИВНЫХ РЕАКЦИЙ

2.1. Общие методы исследования системы
обыкновенных дифференциальных уравнений
второго порядка

Динамика ферментативных реакций, полиферментных систем, про-
цессов мембранного транспорта и любых других биологических
процессов описывается системами нелинейных дифференциаль-
ных уравнений. В тех случаях, когда пространственной протя-
женностью моделируемой системы можно пренебречь, ее динами-
ка описывается системой обыкновенных дифференциальных урав-
нений .

Современные методы численного анализа и применение мощ-
ных электронно-вычислительных машин позволяют получить при
заданных начальных условиях решение систем нелинейных диф-
ференциальных уравнений очень высокого порядка, содержащих
десятки и даже сотни независимых переменных. Однако, решая
систему при различных начальных условиях, удается найти дале-
ко не все качественно различные типы динамического поведения,
поскольку всегда существует вероятность того, что при других
начальных условиях поведение системы будет совершенно иным.
Качественные же методы наиболее полно разработаны только для
систем двух дифференциальных уравнений. Очень часто, однако,
многие математические модели ферментативных реакций, поли-
ферментных и мембранных систем удается свести именно к систе-
мам дифференциальных уравнений второго порядка. Обычно пос-
ле нормализации неременных и параметров такая модель второго
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порядка принимает вид:

где х ж у — безразмерные переменные, е — безразмерный масш-
табный множитель, который иногда оказывается функцией пере-
менных. Нормализацию, т. е. выбор единиц измерения перемен-
ных, стремятся провести таким образом, чтобы в некоторой области
определения переменных х и у, представляющей наибольший ин-
терес для моделирования, переменные и правые части имели бы
одинаковые порядки величин: х — у,\ Р (х, у) \ — | Q (х, у) \.
После такой нормировки относительное изменение переменных
определяется параметром е:

dy _ _1_ Q (х, у) i_ .ппх
dx ~~ е Р (х, у) Т " ^

Подробное изложение методов качественного анализа моделей
второго порядка можно найти в классических работах математи-
ческой школы А. А. Андронова [65 — 67].

Чтобы не отсылать читателя слишком часто к этим работам,
ниже коротко описаны те из качественных методов анализа, ко-
торые используются в последующих разделах.

Для изображения движений представляющей или фазовой
точки системы (2.1) пользуются плоскостью (х, у), которая назы-
вается фазовой плоскостью. Стационарные состояния системы
(2.1) определяются из условий

— - _ f (X, у) — U, (Л.6&)

и являются особыми точками фазовой плоскости. Значения пере-
менных х = X и у — у, удовлетворяющие системе уравнений (2.3),
называются стационарными. В особых точках фазовой плоскости
не определен угол наклона ф = arc tg (dy/dx) касательных к фа-
зовым траекториям — траекториям, описываемым представляющей
точкой с изменением времени t при различных начальных значе-
ниях переменных хжу. Совокупность фазовых траекторий образу-
ет фазовый портрет системы (2.1). На фазовой плоскости уравне-
ния (2.3) определяют две линии — изоклины горизонтальных
(Q (х, у) = 0, dyldx = 0) и вертикальных (Р {х, у) = 0, dy/dx =
•= оо) касательных к фазовым траекториям. Эти изоклины ина-
че называются главными или нуль-изоклинами.

Для многих приложений большой интерес представляют так
называемые релаксационные или жесткие модели второго по-
рядка— модели вида (2.1), в которых е < ^ 1 . При е<^;1 х пред-
ставляет собой медленную переменную, а у — быструю перемен-

47



1. Биохимические системы

ную, так как при движении представляющей точки вдали от нуль-
изоклин скорости изменения переменных различаются в 1/е раз:
dxldt ~ 1 , dyldt ~ 1/е. Благодаря этому различию в модели су-
ществуют два типа движений: быстрое движение в течение време-
ни t ~ e, в ходе которого представляющая точка движется по фа-
зовой траектории к изоклине Q (х, у) = О, и медленное движение
(или медленный дрейф) представляющей точки вдоль узкой ок-
рестности изоклины Q (х, у) = 0 . Это медленное движение осуще-
ствляется lio направлению к одной из устойчивых особых точек
или к одному из экстремумов этой изоклины, где оно обычно те-
ряет устойчивость и сменяется быстрым движением. При е < ^ 1
все фазовые траектории вдали от изоклины Q (х, у) = О представ-
ляют собой почти прямые линии, угол наклона которых <р =
= arc tg (dyldx) ~ arc tg (1/е) х 90J. В фазе медленного движе-
ния с высокой точностью выполняется условие (2.36). Значение
быстрой переменной у = у, удовлетворяющее условию (2.36),
называют квазистационарным, фазу медленного движения — ква-
зистационарным состоянием, а изоклину Q (х, у) = О — квази-
стационарной кривой.

Устойчивость и характер стационарного состояния в большин-
стве случаев можно определить из анализа корней характеристи-
ческого уравнения системы, линеаризованной в окрестности ста-
ционарного состояния [65}. Характеристическое уравнение имеет
вид

X2 - SpX + А = 0, (2.4)
где

, _ ЭР dQ' . _ дР dQ' dQ' дР_ п , _ Q
Лр ~ ~W "+" ~df ' а ~ ~to~ Ту дх ду ' Ч - г

Частные производные в формулах для Sp и А являются коэффи-
циентами линейных членов разложения правых частей системы
(2.1) в ряд Тейлора в окрестности стационарной точки х = х, у = у.

Уравнение (2.4) имеет корни

К,2 = Sp/2 ± YD, (2.5)
где

D = {Spl2)2 - Д.
При А < 0 оба корня действительны и имеют разные знаки. Та-
кая точка неустойчива и является седлом. Случай комплексных
корней (подкоренное выражение уравнения (2.5) отрицательно)
соответствует точке типа фокуса, а при D ^> 0 особая точка явля-
ется узлом. Как фокус, так и узел устойчивы, если Sp •< 0, и не-
устойчивы при Sp^>0.

Если линейное приближение дает Sp = 0 или А = 0, то ха-
рактер особой точки остается неопределенным в рамках линейно-
го приближения. В том случае, когда Sp = 0, точка может быть

48



* I лава 2. Моделирование проточных ферме>1тативных реакций

центром иди устойчивым (неустойчивым) сложным фокусом крат-
ности к =^п — 1)/2, где га — наименьший номер фокусной вели-
чины ап (п \= 3, 5, 7 . . .). отличной от нуля [67]. Для нахождения
фокусных величин необходимо использовать коэффициенты при
нелинейных членах разложения правых частей системы (2.1). Зна-
чения Sp = (Ь или Д = 0 в отличие от других значений Sp и А
соответствуют негрубым, или сложным особым точкам и бифур-
кационным значениям параметров. При сколь угодно малом воз-
мущении системы из /с-кратного фокуса могут родиться не более к
предельных циклов, а сложная точка с Д = 0 может либо распасть-
ся на несколько точек, либо исчезнуть, так как Д = О соответст-
вует касанию кривых (2.2) на плоскости (х, у) [651. В случае одно-
временного равенства нулю Sp а А топологию сложной (или вы-
рожденной) особой точки можно исследовать при помощи замены
переменных, расщепляющих сложную точку на ряд простых [67].

Для знания качественной структуры фазового портрета необ-
ходимо определить взаимное расположение конечного числа осо-
бых траекторий — особых точек, сепаратрис и предельных цик-
лов [65—671. Устойчивые предельные циклы соответствуют ус-
тойчивым незатухающим колебаниям, а неустойчивые предельные
циклы и сепаратрисы седел играют роль «водораздела» между об-
ластями фазовой плоскости с различным поведением фазовых тра-
екторий.

За редкими исключениями, расположение предельных циклов
определяется только численным интегрированием. Однако иногда
можно сделать вывод о наличии предельного цикла (устойчивого
или неустойчивого), если на фазовой плоскости удается найти
циклы без контакта [65—67], т. е. замкнутые кривые, которые пе-
ресекаются фазовыми траекториями в одном направлении —
внутрь или наружу. Так, внутри цикла без контакта должен су-
ществовать по крайней мере один устойчивый предельный цикл,
если на цикле без контакта фазовые траектории направлены внутрь,
а в ограничиваемой им области нет устойчивых особых точек. Ус-
тойчивый предельный цикл существует и тогда, когда на фазовой
плоскости все особые точки и бесконечность системы неустойчивы.
Для некоторых систем неустойчивость бесконечности показывает-
ся весьма просто (см. разделы 2.2 и 2.3). Если же на бесконечности
могут быть особые точки, то исследование этих точек проводят
с использованием преобразования Пуанкаре [65, с. 3661, которое
отображает бесконечно удаленные точки на экватор сферы.

В зависимости от значений параметров системы (2.1) ее фазо-
вый портрет может качественно меняться. Бифуркационные зна-
чения параметров, при которых Sp = О или Д = 0, делят прост-
ранство параметров на ряд областей, различающихся числом и
устойчивостью особых точек. Иногда помимо границ Sp = 0 и
Д = 0 используется граница D = 0, которая разделяет особые
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точки типа узла и фокуса. Из соображений наглядности при боль-
шом числе параметров эти границы наносятся на плоскость двух
параметров, а значения остальных параметров фиксируются. Та-
кая плоскость параметров называется параметрическим портре-
том. Практически построение параметрического портрета по ли-
нейному приближению сводится к построению в плоскости двух
выбранных параметров системы,— скажем, параметров а и р , —
границ, определяемых критическими или бифуркационными зна-
чениями параметров.

Важнейшими границами параметрического портрета являются
следующие:

линия нейтральности — граница устойчивости стационарного
состояния, определяемая системой алгебраических уравнений

Sp (х, у; а, р) = О, Р (х, у; а, Р) = О,
Q{x,y,a,f,)=0; (2.6)

линия моностационарности — граница области существования
однократного стационарного состояния (вне этой области сущест-
вуют три стационарных состояния — одно седло и два узла или
фокуса), определяемая системой

Д (х, у; а, Р) = О, Р (х, у; а, р) = О,
Q (х, у; а, р) = 0; (2.7)

линия кратности корней характеристического уравнения —
граница области существования стационарного состояния типа
фокуса (вне этой границы стационарное состояние представляет
собой узел), определяемая системой

D (х, у; а, р) = 0, Р (х, у; а, Р) = 0,
Q (х, у; а, Р) = 0. (2.8)

Если системы (2.6), (2.7) и (2.8) не разрешаются в явном виде от-
носительно параметров а и р, то можно воспользоваться парамет-
рическим заданием границ, взяв в качестве свободного параметра
стационарное значение х или у.

Построенный с помощью этих границ параметрический портрет
в общем случае не позволяет установить все возможные для дан-
ной модели типы фазовых портретов, так как существуют качест-
венные изменения фазового портрета вдали от стационарных то-
чек. Такие нелокальные изменения вызываются слиянием сепа-
ратрис седел, слиянием или расщеплением предельных циклов,
слиянием предельного цикла с петлей сепаратрис и т. д. [65—67].
Для выявления нелокальных бифуркаций обычно используются
численные методы, позволяющие существенно дополнить парамет-
рический портрет границами существования устойчивых или не-
устойчивых предельных циклов — границами, на которых про-
исходят слияния различных пар сепаратрис и т. п.
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Иногда при исследовании моделей специального вида оказы-
вается выгодным использовать не фазовую плоскость, а другую
систему координат. Так, например, математические модели отк-
рытых ферментативных реакций часто имеют следующую струк-
туру:

-̂ Г = vxm — kxx — v(x,y), (2.9а)

Edy -v

где v (х, у) — скорость некоторой реакции X ->- Y, vxm и vym —
скорости образования веществ X и Y, а члены кхх и куу учитыва-
ют расходование X и Y в других реакциях.

При е <^ 1 модель (2.9) допускает простое графическое иссле-
дование, если использовать координаты концентрация — ско-
рость. Нахождение квазистационарных значений у = у и v =
= v (x, у) производится по точкам пересечений кривой v (x, у)
с прямой vy = vym — куу в плоскости (у, v), концентрация X при
этом считается постоянной. Меняя значение х и определяя для
каждого нового х значение скорости v, можно построить зависи-
мость i> (x) — квазистационарную входную (или выходную) ха-
рактеристику реакции. Точки пересечения прямой vx = vxm —
— кхХ с квазистационарной характеристикой v (х), построенной
в плоскости (х, v), определяют стационарные точки модели (2.9).
Такой метод позволяет очень быстро без трудоемких компьютер-
ных расчетов определить не только возможное число стационарных
точек, но и их устойчивость. Так, если единственная стационар-
ная точка располагается на неустойчивом участке квазистацио-
нарной характеристики, то она оказывается неустойчивой. Если
характеристика v (х) имеет гистерезис (S- или Z-образный харак-
тер), а все стационарные точки расположены на неустойчивом
участке характеристики, то в модели (2.9) имеется разрывный пре-
дельный цикл. Такой графический анализ эквивалентен рассмот-
рению вырожденной системы

B- = vxm-kxx-v(x,y), (2.10)

0 = v
vm
 — k

y
y + v {x, у)

или эквивалентного ей уравнения

~ = v
xm
-k

x
x-v(x), (2.11)

к которым редуцируется модель (2.9) с помощью предельного пе-
рехода е —»- 0. Справедливость замены модели (2.9) моделью (2.10)
основана на теореме Тихонова 137, 38] о предельном переходе
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е —>- 0 в системах произвольного порядка (см. также работы [39—
43]).

Возвращаясь к общей модели (2.1), стоит заметить, что очень
часто такие модели имеют S- или Z-образную нуль-изоклину Q (х,
у) — 0. Квазистационарные значения у = у, соответствующие
ординатам точек, расположенных между двумя экстремумами
этой изоклины, неустойчивы. Это приводит к тому, что любая ста-
ционарная точка модели (2.1), расположенная на неустойчивом
участке изоклины Q (х, у)(яа участке, где dy/dx > 0), при е <<; 1
оказывается неустойчивой.

Е
2.2. Модель открытой реакции Si ^ Sa

с субстратным угнетением

Субстратное угнетение — широко распространенный тип регуля-
торного воздействия на активность ферментов [3, с. 72; 68; 69].
Однако трактовка физиологической роли такой регуляции долгое
время встречала затруднения, за исключением, может быть, уг-
нетения аденозинтрифосфатом фосфофруктокиназы (КФ 2.7.1.11),
которое, как считают [69], способно предотвращать бесполезный
синтез АТФ в гликолитической системе, когда его уровень доста-
точно высок. Математический анализ особенностей кинетики
открытых ферментативных реакций при наличии субстратного угне-
тения показал возможность существования нескольких стацио-
нарных состояний с различной устойчивостью, гистерезиса и не-
затухающих колебаний [70—73].

Рассмотрим односубстратную обратимую реакцию [71]

(2.12)

где Si — субстрат, 5 2 — продукт, Е — фермент, угнетаемый суб-
стратом, v — скорость реакции, ^ и ^ — скорости притока соот-
ветственно Sx и S2. Примем, что

i>i = vlm — kx [SJ, v2 = v2m — fe2 [Sjj] (2.13)

и что скорость реакций v описывается выражением (1.26). Тогда
поведение реакции (2.12) во времени t можно описать системой,
являющейся частным случаем системы (2.9):

ii^L = Vim _ kl [SJ - v, i J P - = vm - к, [Р] + v. (2.14)
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Для удобства анализа приведем эту модель к безразмерному
виду:

е - ^ = v i m — P!0t — v = еР (ст1? ст2),

d s (2-15)
- j p = v2 m — pacr2 + v = Q (сть ста).

Здесь

v = (ст, - сит,)/(Е + (а, + о,)(6 + ой) (2.16)

— безразмерная скорость реакции (2.12).
Безразмерные переменные и параметры модели связаны с раз-

мерными следующим образом:

ч . , , 2 2 2 , т = F + (KJKiY-ЧК^

а = VJV+, е = KJKV % = ( Л Г ^ Г - (2.17)

v l m =

Ра =
В соотношениях (2.17) использованы размерные параметры, вхо-
дящие в выражение (1.26). Рассмотрим квазистационарную выход-
ную характеристику v (o2) модели (2.15), определяемую уравне-
нием

Vim ~ Pi<Ti - V = 0. (2.18)

Из уравнений (2.16) и (2.18) следует, что

а2 = (ох - v (£ + Ох (I + ol)))/(a + v (£ + q?)), (2.19)

где ах = (v l m — v)l$i и v — квазистационарные значения. Се-
мейство квазистационарных выходных характеристик v (ст2), пост-
роенное по формуле (2.19), показано на рис. 6. Из этого рисунка
видно, что при больших значениях ст2 квазистационарная скорость
реакции v становится отрицательной, т. е. реакция протекает в
обратном направлении: S2-> Sx. Если значение а достаточно ма-
ло, то в некотором диапазоне значений ст2 зависимость v (a2) не-
однозначна, что связано с наличием экстремумов у функции
а2 (v). Ha рис. 6 в экстремальных точках v положительно. По-
кажем, что это имеет место при любых значениях параметров моде-
ли (2.15). Дифференцирование уравнения (2.18) дает

откуда

toj. (2.21)
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о
Рис. 6. Семейство квазистационарных выходных характеристик реакции (2.12),
построенных по уравнению (2.19) при v l m = 0,55, fa = 0,165, % = 0,1,
у — 2 и различных значениях а (цифры на кривых)

Здесь и на рис. 7, 10, 11 пунктиром отмечены участки, соответствующие неустойчивым
квазистационарным состояниям при 8 = 0

Рис. 7. Графическое нахождение стационарных состояний реакции (2.12)

Стационарные состояния Ои О, и-Оа представляют собой точки пересечения гистерезисной
квазистационарной выходной характеристики v (с,), построенной по уравнению (2.19),
с линейной характеристикой стока (источника) продукта Vi = PJC, — v 2 m . Параметры:
та = 0,2, у = 2, р, = 0,4, рг = 2,5, v l m = 0,95, v2Tn = 0,5, £ = 0,1

В экстремальных точках должно выполняться условие dajdv = О
и, учитывая уравнение (2.21),

р\ = —dv/dov (2.22)

Поскольку р\ всегда неотрицательно, то экстремумы существуют
лишь при

dvlds1 < 0. (2.23)

Однако скорость, определяемая выражением (2.16), может быть
отрицательной только при ах — аа 2 < 0, что приводит к неравен-
ству

(2.24)
которое противоречит выражению (2.23).

Из этого следует, что в случае трех стационарных состояний
каждое из них имеет v > 0 (как на рис. 7).

Выходная характеристика имеет форму, показанную на рис. 7,
только в определенной области значений параметров. Эта область
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Рис. 8. Зависимость формы выходной характеристики реакции (2.12) от па-
раметров

а — плоскость параметров ((!,, v l m ) источника субстрата реакции (2.12). На плоскости
построены границы (2.25) и (2.26), отделяющие области, в которых выходная характерис-
тика реакции v (о,) имеет качественно различные формы;
б — качественно различные формы выходной характеристики реакции (2.12), соответст-
вующие четырем областям, показанным на рис. a; Y l m : l — 2,55; г — 2,0; 3 — 1,75;
4 — 1,4; а = 0,5; Pi = 1; у = 2; £ = 0,1

ограничена с одной стороны границей

i £ i . _ 0 d4"- = О
dv ' dv2 '

(2.25)

на которой экстремумы сливаются с образованием точки переги-
ба, а с другой стороны — границей

dv
(2.26)

при пересечении которой меняется знак аг в одной из экстремаль-
ных точек. Границы, определяемые уравнениями (2.25) и (2.26)
в плоскости параметров (p 1 ? v l m ), изображены на рис. 8, а, а раз-
личные типы выходных характеристик — на рис. 8, б.

Уравнение линии нейтральности модели (2.15) имеет вид

1 In , dv \ , dv п А ,с\ от\

-— Р2 = О, (2.27)

линии моностационарности —

P A - P l • £ + & = о,

и линии кратности —
ду

03!НС- ду V

(2.28)

(2.29)
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i

О г
Рис. 9. Параметрические портреты реакции (2.12), построенные в двух раз-
личных ПЛОСКОСТЯХ — ( P l t Vim) И (Р 2 , Va m)

б, г — части портретов, а, в — в увеличенном масштабе. Стационарное состояние О, (см.
рис. 7) является устойчивым углом (УУ) в 2, 5, 19 областях; неустойчивым узлом (НУ) —
в 11, 13, 15, 18; устойчивым фокусом (УФ)—в 6, 7, 10, 12 и неустойчивым фокусом (НФ) —
в 8, 9, 14, 17 областях. Стационарное состояние О, представляет собой УУ в 2, 6, 17, 18
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Рис. 9. Продолжение

и НУ — в 12, 14,' 15 областях; оно является Уф в 5, 7, 9, 11 и НФ — в 8, 10, 13, 19 об-
ластях. Стационарное состояние О, — всегда седло. Единственное стационарное'состоя-
ние — устойчивый узел в области 1, НУ — в 16, УФ — в 3 и НФ — в 4 области. Фикси-
рованные значения параметров: а = 0,5, у = 2, | = 0,1; для а, б — е — 0,01, (5, = 0,9,
v 2 m = 0,1; для о, г — е = 0,03, v i m = 0,65, 0, = 0,25
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Рис. 10. Предельные циклы на фазовой
плоскости (а%, а2) модели (2.15) реакции
(2.12) при различных значениях парамет-
ра е (цифры на кривых) и1 а = 0,5, 7 = 2,
| = 0,1, v 2 m = 0,1, Р2 = 0,9, v l m - 0,72
и р 1 = 0,32

Решение уравнений (2.27)—(2.29) совместно с системой

Р (аи о,) = 0, Q К , а2) = 0 (2.30)

позволяет получить параметрическое задание всех трех линий в
плоскостях (Р1? v l m) и (Р2, v2 m), причем в качестве свободного па-
раметра удобно взять стационарное значение 5Х. Результат пост-
роения параметрических портретов модели (2.15) показан на рис.
9. Из этих портретов видно, что реакция (2.12) может иметь одно,
два (по линии А = 0) или три стационарных состояния. Как един-
ственное стационарное состояние, так и два из трех (промежу-
точное — всегда седло) способны менять устойчивость и ха-
рактер.

В ряде областей параметрических портретов выполняется усло-
вие существования устойчивого предельного цикла — неустойчи-
вость всех стационарных состояний. Это условие является доста-
точным вследствие неустойчивости бесконечности модели (2.15)
и вследствие того, что на осях ах и а2 фазовые траектории входят
внутрь положительного квадранта фазовой плоскости. Неустой-
чивость бесконечности вытекает из отрицательности правой час-
ти уравнения

1 * ' » - - V - • - ' - 1 > а , ) а я (1.31)

при достаточно больших а1 и а2 165], а направление фазовых тра-
екторий на осях о"х и а2 можно получить, подставляя а2 = 0 и
а1 = 0 соответственно в первое и второе уравнения системы (2.15).
На рис. 10 показан пример устойчивого предельного цикла, ок-
ружающего единственную стационарную точку.
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2.3. Модель двухсубстратной реакции
с субстратным угнетением

Многие ферментативные реакции, как, например, реакции, проте-
кающие с участием кофакторов АТФ или НАД, являются двух-
субстратными. Поэтому после рассмотрения простейшей схемы
субстратного угнетения в односубстратной реакции (2.12) целесо-
образно перейти к анализу реакции, число субстратов которой рав-
но двум, а именно

(2.32)

где Sx и S2 — субстраты, Sx и S2 — продукты, Е — фермент, v —
скорость реакции, vt — скорость притока Sl t v2 — скорость реге-
нерации S2 в S2. Предположим, что суммарный пул S2 и S2 постоя-
нен

[S2] + [Si] = с0, (2.33)

а скорости vt и i>2 имеют вид:

"i = "im ~ К ISJ, v2 = k2 [SJ. (2.34)

В качестве выражения для скорости реакции v возьмем выраже-
ние (1.44). Схема (2.32) описывается следующей системой диффе-
ренциальных уравнений:

i g i l = vin - h [Sx] - v, i g iL = k, (c0 - [S,J) - v.
(2.35)

Здесь учтены соотношения (2.33) и выражения для скоростей (2.34).
После обезразмеривания модели (2.35) получаем

^ Г и , Jgi = l_a2-v, (2.36)

где
v = оо1о1/((1 + ба2)( | + о, (1 + о]))),

(Jj = ISJKt, сх2 = [S2]/c0, v = u/(Vo), t = К*,
a = Vl(k2, Kt), px = *!*,/(*„ c0), б = со/К2,

e = K,lc0, (2.37)

Vim = Vlml{k2C0), I = KJKi.
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0,3

0,2

0J

Рис. 11. Семейство квазиста-
ционарных входных харак-
теристик реакции (2.32) при
« = 1 , ^ = 0,1, v = 2, v l m =
= 0,3, g = 0,1 и различных
значениях б (цифры на кривых)

Константы Klt Кг и Кt имеют тот же смысл, что и в формуле (1.44).
Из уравнения

v l m - M i - v = 0 (2.38)

и формулы для v (2.37) можно получить следующее выражение
для квазистационарной входной характеристики v (о"2):

а, = v (Ё + с?! (1 + а?))/(аа1 - v6 (I + о, (1 + а?))), (2.39)

где
1 = K m — (2.40)

На рис. 11 показано изменение формы входной характеристики
при изменении значения параметра б. При б —>- О сохраняется гис-
терезисная форма кривой, поэтому для упрощения анализа мож-
но считать, что ба2 <^ 1. Тогда математическая модель принимает
вид

O5i л w^2 Л /О / А \

где
v = aojojil + a, + аГ1). (2.42)

Для анализа числа стационарных состояний можно восполь-
зоваться следующим приемом. Приравняем правые части системы
(2.41) к нулю, найдем из второго уравнения а2 и подставим в пер-
вое. Получаем

+ (а + р ^ 1 - vlm

X(l + а ) ) ^ 1 - vl nE = 0. (2.43)

В уравнении (2.43) число перемен знака в ряду коэффициентов
равно трем. Поэтому уравнение должно иметь не более трех поло-
жительных корней. Следовательно, система (2.41) может иметь
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Рис. 12. Параметрический портрет модели (2.36) реакции (2.32) ( б — в уве-
личенном масштабе) при а = 1, у = 2, е = 0,02 и | = 0,1
Стационарное состояние (СС) с высоким значением стационарной скорости реакции (О,)
является устойчивым узлом (УУ) в 2, 5 областях, неустойчивым узлом (НУ)—в 11, 13, 15,
устойчивым фокусом (УФ) — в 6, 7, 10, 12 и неустойчивым фокусом (НФ) — в 8, 9, 14
областях. СС с низким значением стационарной скорости реакции (О,)—УУ во 2, 6 обла-
стях, НУ—в 12,14,15,УФ—в 5,7, ПиНФ—в 8, 10, 13 областях. СС О, (промежуточное) —
всегда седло. СС О (единственное) — УУ в 1 области, УФ — в 3, НУ — в 16 и НФ — в
4 области
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три, два или одно положительные стационарные состояния. В слу-
чае, если уравнение (2.43) имеет два корня, они могут быть крат-
ными.

Условие кратности можно записать в виде

/ К ) = 0, df (a^/da, = 0. (2.44)

а

/

- чу
1 1 1

/ / / /

1 1

/г™(

1 1

Рис. 13. Фазовые портреты модели (2.36) реакции (2.32) при -у = 2, I = 0,1
и о = 1, 8 = 0,02 (о — д), а = 5, е = 0,08 (е)
а — устойчивый предельный цикл (УПЦ) C^s при р, -= 0,187, v l m = 0,509; б — неустой-
чивый предельный цикл (НПЦ) С- и УПЦ С+ при р, = 0,196, v l m = 0,523; о—НПЦ С,-
при р, = 0,171745, v l m =0,4965; г-НПЦ С.- и УПЦ Сц8Щ>и Р = 0,1821, v l m - 0,505; д -
НПЦ <£, CJ и УПЦ С^з при Р,=0,179, vo=0,5014; «-УПЦ <% и НПЦ С^при Р^О.1947,
Vim = 0.88813
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vim = 5J (3af 2ах

Из этой системы при а = 1 и у = 2 получаем параметрическое за-
дание линии моностационарности для плоскости (р\, v l m ) :

, ft =(2а? - |)/(а?+ 2^+1)*,
(2.45)

где стационарное значение ах является свободным параметром. Те
же уравнения (2.45) получаются, если линию моностационарности
находить из условия А = 0. Линия нейтральности задается фор-
мулами

= ох (За? + ах - е (а? + 2at + |

(2.46)

На рис. 12 показан параметрический портрет системы (2.41),
на котором помимо линий моностационарности (2.45) и нейтраль-
ности (2.46) нанесена граница D — 0. Этот портрет топологически
эквивалентен портрету реакции (2.12) (см. рис. 9). Кроме того,
бесконечность модели (2.41) неустойчива, как и модели (2.16).
Действительно, приняв в первом уравнении (2.41) о*! ^> Viml$i>
получаем, что <ух со временем должно уменьшаться. Из второго

= (2а? - Б - е (а? + 2а, + l)*)/(3i + 2ах +

•0,6

Рис. 13. (окончание)

уравнения следует уменьшение а2 при а2 ^> 1. На осях а2 и ах

фазовые траектории направлены внутрь положительного квадран-
та. Поэтому в случае неустойчивости стационарных состояний
«стоком» для фазовых траекторий служит устойчивый предельный
цикл (рис. 13, а).
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1. Биохимические системы

Более детальный анализ бифуркаций в модели (2.41) возможен
с использованием третьего приближения. Из разложения правых
частей системы общего вида (2.1) Баутиным [74] получены форму-
лы для вычисления третьей фокусной величины а3, от которой за-
висит устойчивость сложного фокуса. При а 3 ^> О сложный фо-
кус неустойчив, при а 3 < 0 — он устойчив, а при а 3 = О
фокус характеризуется значением следующей не равной
нулю фокусной величины (т. е. а 5 ) . Если представляющая
точка параметрического портрета отклоняется от линии ней-
тральности, то из сложного фокуса рождается предельный
цикл, устойчивость которого совпадает с устойчивостью сложного
фокуса. Численное решение уравнения а3 = О совместно с систе-
мой (2.46) дает две точки линии нейтральности (точки М и L на
рис. 12, а), между которыми а 3 < 0, на остальных участках а 3 ^>
^> 0. Интегрированием системы (2.41) при значениях параметров,
лежащих вблизи линии нейтральности, получен ряд фазовых порт-
ретов с родившимися предельными циклами (рис. 13, б — г).
Эти портреты свидетельствуют о разнообразном динамическом по-
ведении даже сравнительно простых ферментативных реакций.

2.4. Динамика открытых реакций,
катализируемых олигомерными ферментами

В настоящее время большое внимание уделяется изучению свойств
регуляторных ферментов, состоящих из нескольких субъединиц.
Поскольку кинетика реакций, катализируемых такими фермен-
тами, охватывает самые различные случаи угнетения и актива-
ции, то необходимо выяснить, каким образом каждая из этих ре-
гуляций сказывается на поведении реакции в проточных условиях.

Е (RiT)
Рассмотрим односубстратную обратимую реакцию Sx._ -*• S2,
для которой безразмерная скорость v была выведена в разделе 1.4
(уравнение 1.75). В проточных условиях реакция описывается си-
стемой, аналогичной (2.15):

е ^ - = v l m - рЧоч - v, ^g- = v 2 m - p2a2 + v, (2.47)

где
Vim = VlmlV+, V2m = y 2 m / F + , Px = k^KJV^,

p2 = fc2tf2/F+, e = KJKt, x = tVJK2. (2.48)

Смысл констант F+, Klf K2 раскрыт в разделе 1.4.
При некоторых условиях модель (2.47) может иметь три стаци-

онарных состояния. В этом случае одно из них обязательно явля-
ется седлом, поэтому в качестве признака множественности ста-
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ционарных состояний можно взять отрицательность определите-
ля Д, вычисленного при стационарных значениях о*х = стх и
<т2 = аг.

Запишем в общем виде выражение для

Д = Дх + Д2, (2.49)
где

Ai = P2 (Pi + dv/doj, Д2 = —№v/dot. (2.50)

Основываясь на линейном приближении (раздел 2.1), будем
считать, что если во всех стационарных состояниях типа неседла
Sp > 0, то система (2.47) имеет устойчивый предельный цикл. Ина-
че говоря, незатухающие колебания возможны либо при единст-
венном неустойчивом стационарном состоянии, либо при трех не-
устойчивых стационарных состояниях, из которых одно всегда
седло.

Выражение для Sp имеет вид:

Sp = Sp! + Sp2, (2.51)
где

Из выражений (2.49, 2.50) видно, что Д < 0 может быть получено
за счет каждого из слагаемых Дх и Д2, так как оба они могут при-
нимать отрицательные значения. Для выполнения условия Дх < 0
необходимо субстратное угнетение (dv/do*! < 0), а для условия
Д2 < 0 — продуктная активация (dv/da2 ^> 0). Эти же регуля-
ции могут приводить и к неустойчивости стационарных состояний,
что вытекает из условия Sp ~^> 0 и выражений (2.51), (2.52). Ра-
зумеется, из наличия субстратного угнетения или продуктной ак-
тивации еще не следует существование множественности стацио-
нарных состояний или колебаний. Поэтому мы говорим о субстрат-
ном угнетении или продуктной активации лишь как о необходи-
мых условиях.

Рассмотрим случай совместного действия этих двух регуляций.
Угнетение субстратом проявляется в падении скорости реакции
при достаточно больших аг (dv/dOi < 0). Если значение рх мало,
то стационарная точка, расположенная на участке с д\1да1 < 0,
является седлом, поскольку Дх отрицательно, а Д2 либо отрица-
тельно, либо мало вследствие малости f̂ . Возможность колебаний
в такой реакции зависит то характера влияния а2 на скорость V.
При продуктном угнетении (dv/da2 < 0) возможно существова-
ние неустойчивых состояний типа неседла (Sp > 0, Д > 0). Од-
нако если в стационарных состояниях в результате субстратного
угнетения Spt ^> 0, а продукт активирует реакцию (д\1д\а2 ^> 0),
то неустойчивое стационарное состояние не может быть неседлом,
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Рис. 14. Зависимость формы выходной характеристики реакции Sx -—L^LS^
от параметров
а — различные области плоскости параметров модели (2.47) при х = О, L — 10-', а =
= 0,2, с, = 6 и с, = 10; б — форма выходной характеристики реакции при р, = 0,04 и
значениях v l m , указанных на кривых. Цифры в скобках обозначают номер соответствую-
щей области на рис. а. При указанных яначениях параметров фермент Е (Л, Г) изостери-
чески угнетается субстратом S t

Рис. 15. Параметрический портрет „
модели (2.7) проточной реакции 2т
S1——1 -^S, в случае изостерического
угнетения олигомерного фермента
E(R, Т) субстратом Sx

е = 0,001; значения остальных параметров
см. рис. 14. В областях 1 и 2 имеется одно
стационарное состояние, а в 3—6 — три
стационарных состояния. Все стационар-
ные состояния неустойчивы я областях 1, 3
и устойчивы в областях 2, 6. В областях 4,
5 неустойчиво одно из трех стационарных
состояний

поскольку из Spi > 0 следует: \ < 0. Аналогично, если вслед-
ствие продуктной активации Sp2 ^> 0, то предположение о субст-
ратном угнетении влечет за собой А < 0.

Таким образом, субстратное угнетение и продуктная актива-
ция, взятые в отдельности, могут быть причиной существования
множественности стационарных состояний и незатухающих коле-
баний, но совместное действие этих регуляций делает автоколеба-
ния в моносубстратной реакции невозможными.

Из выражений (2.49) — (2.52) видно, что субстратная актива-
ция и гиперболическая зависимость v от аг эквивалентны по свое-
му влиянию на А и Sp, поскольку в обоих случаях Ах > 0 и Sp1 <
> 0. Если при этом продукт угнетает, то А2 > 0 и Sp3 < 0, т. е.
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в реакции возможно только одно устойчивое стационарное состоя-
ние.

Рассмотрим более подробно случай угнетения субстратом и
продуктом и покажем, что свойства такой реакции аналогичны
свойствам реакции (2.12). Выражение (1.75) для скорости реакции
имеет вид более сложный по сравнению с феноменологической
моделью (2.16), поэтому уравнение выходной характеристики
в явном виде получить не удается. На рис. 14, б показано семей-
ство выходных характеристик, построенное по уравнению

Vim - Р>1 - V = 0, (2.53)

а на рис. 14, а представлены области плоскости параметров (pi f

v l m ) , в которых форма выходной характеристики имеет качествен-
но различный вид. Параметрический портрет, представленный на
рис. 15, получен численным решением неявных уравнений линий
Sp = 0 и Д = 0. Из него видно, что в динамическом отношении
(число стационарных состояний, устойчивость, возможность ко-
лебаний) рассматриваемая модель эквивалентна не только модели
(2.15), но и модели (2.41) двухсубстратной реакции. Кроме того,
в работе [75] были продемонстрированы сходные динамические
свойства и для случая продуктной активации в модели (2.47).

Если олигомерный фермент катализирует двухсубстратную от-
крытую реакцию, то в ней возможны те же нелинейные эффекты.
Покажем существование гистерезиса входной характеристики для
реакции (2.32), скорость которой имеет вид выражения (1.102).
Примем, что фермент аллостерически угнетается субстратом Sx,
т. е.

L = La(\ -\

где цг = KJKi — константа диссоциации комплекса субстрата
с аллостерическим центром, пг — число аллостерических центров
на молекуле фермента. Пусть ая = ст4 = 0> форма Т неактивна
(а = сх = с2 = 0) и п = 4, и; = 8. Тогда выражение (1.102) су-
щественно упрощается:

О\<3?. [(1 + <*г) (1 + Оа)]8 , /о г . ч

[(1 + о,) (1 + о,)1« + L0(l

Учитывая скорости притока Sx и регенерации S2 (2.34), запишем в
безразмерной форме математическую модель, аналогичную мо-
дели (2.36):

е -^- = v l m — р>х — v = Р (аъ аг),

(2.55)

4т" = V2m — М г — v = Q (о-!, (Т2),
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Рис. 16. Квазистационарная кри-
вая в модели (2.55), полученная
сечением поверхности скорости
двухсубстратной проточной реак-
ции (S,+ £ 2 - ^ - » Продукты)
плоскостью источника субстра-
та (vx = v l m — PiCTi), и устой-
чивый предельный цикл С+ при
v l m = 0,5, рх = 0,5/180, е = 0,001,
Z,o = Ю-3, щ = 0,1
При указанных параметрах олигомер
Е (R, Т) аллостерически угнетается
субстратом Si. Стрелками показано
направление движения по предельно-
му циклу

где
Pi = Kl

v 3 m = k&0/(nV+), e = Кх1Кг,

Vim = V 1ТП

т = nV+t/K* (2.56)

Константы F+, Ku Кг использовались при выводе выражения
скорости (1.102). На рис. 16 показан график скорости реакции
(2.40) как функция переменных ах и а2, пересекаемый плоскостью
v = v l m — PiOV Линия пересечения является квазистационарной
характеристикой системы, поскольку на ней выполняется условие
Р (аъ аг) — 0- Как и следовало ожидать, при субстратном угне-
тении квазистационарная кривая имеет гистерезисный характер.
Второе сечение плоскостью v = v2 m — р2а2 на рис. 16 не пока-
зано, а отмечена лишь стационарная точка О. Численное интег-
рирование системы (2.55) показывает, что точка О неустойчива,
и в системе существует устойчивый предельный цикл С* (см.
рис. 16). Можно показать, что аналогичная зависимость скорости
реакции от а1 и о, существует и в случае неаллостерического
(изостерического) угнетения субстратом S,, если в выражении
(1.102) взять достаточно малое значение константы L и сл Ф 0.

2.5. Разнообразие поведения
открытых ферментативных реакций

Множество областей параметрического портрета открытой реак-
ции (см. портреты на рис. 9, 12 и 15) означает множество качест-
венно различных фазовых портретов реакции. К атому следует
добавить, что каждый отрезок границы области параметрического
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портрета, заключенный между двумя соседними пересечениями
границ, каждая точка пересечения или касания таких границ,
а также точки вырождения, лежащие на границах (иапример, точ-
ки, в которых а3 = 0 на границе Sp — 0, или точка возврата гра-
ницы А = 0), дают свои особые, качественно отличные от других
фазовые портреты.

В свою очередь, каждый фазовый портрет обычно представляет
собой совокупность фазовых траекторий различного типа — траек-
торий, представляющих различные типы поведения моделируемой
реакции во времени в зависимости от начальных условий. В общей
сложности открытая ферментативная реакция, имеющая гистере-
зисную квазистационарную входную (выходную) характеристику,
может иметь в зависимости от значений параметров или началь-
ных значений концентраций сотни качественно различных форм
динамического поведения. Если реакция имеет больше чем три
стационарных состояния и (или) описывается большим числом
уравнений, то число возможных типов динамического поведения
должно быть еще большим.

Каждая из исследованных ферментативных реакций отлича-
ется большим разнообразием динамического поведения даже тог-
да, когда имеет гистерезисную квазистационарную характеристи-
ку и лишь одно стационарное состояние (рис. 17).

Если единственное стационарное состояние устойчиво, то ре-
акция обычно эквифинальна; при любых начальных условиях в
ней устанавливается одно и то же стационарное значение скорости.
Однако достижение этого значения при нестационарных началь-
ных значениях концентраций реагентов имеет различный харак-
тер — это может быть либо монотонное приближение к стацио-
нарпому значению (рис. 17,1), либо немонотонное релаксационное
приближение (рис. 17, 2), либо, наконец, релаксационное движе-
ние, сменяющееся затухающими колебаниями (рис. 17, 4).

Единственное устойчивое стационарное состояние не всегда
гарантирует эквифинальность реакции. Действительно, если со-
стояние окружено двумя предельными циклами, как на фазовом
портрете (см. рис. 13, в), то в зависимости от начальных условий
реакция окажется после переходного процесса либо в неколеба-
тельном, либо в автоколебательном стационарном состоянии (рис.
М, 5). Форма автоколебаний может быть различной: от почти гар-
монической (рис. 17, 6) — такая форма характерна для случаев,
в которых представляющая точка параметрического портрета на-
ходится вблизи линий нейтральности, до резко релаксационной
(рис. 17, 7). Релаксационные колебания неизбежны для реакций,
в которых концентрации реагирующих веществ отличаются на
несколько порядков друг от друга, причем большие концентрации
в таких случаях обычно изменяются во времени пилообразно (рис.
17, 8), а малые — разрывно (рис. 17, 7).
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Рис. 17, Формы динамического поведения проточной реакции, имеющей одно
стационарное состояние и гистерезисную квазистационарную характеристи-
ку, при различных начальных условиях (1-—8) или при различной силе воз-
мущения реакции (9—12)

1 — изменение скорости реакции во времени; 2 — устойчивое стационарное значение
скорости; з — неустойчивое стационарное значение скорости.
Стрелками показаны моменты приложения возмущения

Особый интерес представляют переходные процессы, вызван-
ные однократным импульсным возмущением одного из парамет-
ров, например возмущением скорости поступления субстрата.
Если стационарная точка располагается на нижней устойчивой
ветви гистерезисной входной характеристики, как на рис. 11 вбли-
зи нижнего экстремума, то кратковременное увеличение скорости
поступления субстрата может вызывать слабый всплеск скорости
либо спайкообразное изменение большой амплитуды, завершаю-
щееся асимптотическим возвращением реакции в исходное стацио-
нарное состояние (рис. 17, 9). Процесс генерации спайкообразного
импульса во всех деталях подобен генерации потенциала действия
мембранами нервных и мышечных клеток (см. главу 4). В частно-
сти, возбуждающий стимул, отклоняющий реакцию от стацио-
нарного состояния на некоторое время, должен преодолеть некото-
рый порог возбуждения. Подпороговьгй стимул вызывает слабый
всплеск скорости, сверхпороговый — импульс стандартной фор-
мы (спайк), возникающий через некоторый латентный период
после начала действия стимула. Повторное возбуждение харак-
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теризуется периодом рефрактерности: еще не пришедшая в стацио-
нарное состояние реакция имеет тем более высокий порог возбуж-
дения, чем меньше времени истекло с момента генерации преды-
дущего спайка. Если стационарное состояние реакции представ-
ляется на фазовой плоскости устойчивым фокусом, то возвра-
щение реакции к такому состоянию после возбуждения может
носить характер затухающих колебаний (рис. 17, 10). Если же
стационарное состояние неустойчиво, но так, что стационарная
точка окружена малым предельным циклом, расположенным в
окрестности нижнего экстремума входной характеристики, то
реакция по-прежнему в состоянии генерировать импульс в ответ
на сверхпороговый стимул (рис. 17, 11). Однако в этом случае
порог возбуждения периодически изменяется во времени. Если
устойчивая стационарная точка располагается на устойчивой
верхней ветви вблизи верхнего экстремума входной характеристи-
ки, то кратковременное уменьшение скорости поступления суб-
страта в реакцию способно вызывать генерацию импульса отри-
цательной полярности (рис. 17, 12). Процессы возбуждения и
генерации такого импульса не отличаются от тех же процессов в
случае генерации положительного импульса.

На рис. 18 представлены некоторые типы динамического пове-
дения открытой реакции, имеющей из-за гистерезиса квазиста-
ционарной характеристики три альтернативных стационарных со-
стояния. В зависимости от начальных условий в такой реакции мо-
жет монотонно (рис. 18,2) или немонотонно устанавливаться одно
из двух устойчивых альтернативных стационарных значений
скорости. Одно из двух стационарных значений скорости может быть
автоколебательным (рис. 18, 4, 5). Если одна из устойчивых ста-
ционарных точек окружена неустойчивым предельным циклом
(см. рис. 13, в), то в зависимости от начальных условий в реакции
устанавливается одно из двух устойчивых стационарных значений
скорости (рис. 18, 6). Если фазовый портрет реакции подобен
портрету на рис. 13, в, то в такой реакции при одних начальных
условиях устанавливается устойчивое стационарное значение
скорости, а при других — автоколебания скорости с большой
амплитудой (рис. 18, 7). В случае, когда фазовый портрет реакции
подобен портрету на рис. 13, д, в зависимости от начальных ус-
ловий она может оказаться в одном из трех устойчивых состоя-
ний: в ОДНОЙ из двух неколебательных стационарных состояний,
сильно отличающихся друг от друга стационарными значениями
скорости реакции, либо в автоколебательном состоянии, в кото-
ром скорость колеблется с большой амплитудой (рис. 18, 8).

Для реакции с тремя стационарными состояниями характерно
наличие порогов для внешних возмущений, вызывающих смену
состояний: подпороговое возмущение вызывает лишь незначи-
тельное временное отклонение от устойчивого стационарного сос-
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Рис. 18. Возможные типы динамического поведения проточной реакции,
имеющей три альтернативных стационарных состояния

1 — изменения скорости реакции во времени, соответствующие трем стационарным точ-
кам О,, О, и О, (см. рис. 7 и 13); 2 — устойчивое стационарное значение скорости; з— не-
устойчивое стационарное значение скорости. Стрелками показаны моменты приложения
возмущений различной силы

тояния, а сверхпороювое — переход реакции в новое состояние
(рис. 18, 9—12). При этом возможны различные варианты перехо-
дов: из неколебательного в другое неколебательное состояние
(рис. 18, 9), из неколебательного в колебательное (рис. 18, 10), из
колебательного в неколебательное (рис. 18, 11), из колебательного
состояния большой амплитуды в одно из двух неколебательных
стационарных состояний, отличающихся установившимся значе-
нием скорости (рис. 18, 12).

Стоит подчеркнуть тот факт, что все перечисленные формы ди-
намического поведения могут быть получены в математической
модели любой открытой ферментативной реакции, имеющей гис-
терезисную квазистационарную характеристику, если только на
величины параметров не наложены какие-либо физические огра-
ничения. Иными словами, широкий спектр динамического поведе-
ния проточных реакций инвариантен по отношению к молекуляр-
ным механизмам, создающим гистерезис квазистационарной ха-
рактеристики.
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Выше упоминалось о большом сходстве между «возбуждением»
открытой реакции и электрическим возбуждением биологических
мембран. Это сходство основано на общей нелинейности — на гис-
терезисе квазистационарных характеристик, которые имеют воз-
будимые реакции и мембраны (см. главу 4). Между тем подобные
гистерезисные характеристики (N- или S-образные характеристи-
ки, характеристики с падающим участком, характеристики с от-
рицательным сопротивлением, трением и т. п.) широко распростра-
нены в системах самой различной природы. И всякий раз, когда
открытая система произвольной физической природы обнаружи-
вает гистерезис квазистационарной характеристики, она обладает
тем же набором динамических свойств, какие были выявлены у
других гистерезисных систем. Прекрасные примеры таких систем,
встречающихся в физике, электронике, физической химии, элект-
рохимии, электронике и в химии открытых гомогенных реакций,
а также доказательства сходства динамического поведения всех
этих совершенно различных систем можно найти в публикациях
Франка [76—79].

2.6. Эквивалентные математические
и кинетические модели

Математически сходство динамического поведения различных си-
стем, имеющих гистерезис квазистационарной характеристики,
можно интерпретировать как простое следствие эквивалентности
их математических моделей. Например, если для описания кине-
тики действия фермента Е, катализирующего реакцию

(2.57)

или реакцию

S, -

К \
Е

Ь,

г/

• S 1 . — ^ *-

(2.58)

использовать уравнение вида (2.42), то математические модели
этих реакций будут иметь тот же вид, что математическая модель
(2.36) реакции (2.32). Если же фермент Е в реакциях (2.57) и (2.58)
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имеет олигомерную структуру и кинетика его действия описы-
вается более сложным уравнением (2.54) или еще более сложным
уравнением (1.102), то математические модели этих реакций, хотя
и отличаются от модели (2.36) реакции (2.32) видом своих пра-
вых частей и количественными характеристиками взаимоотноше-
ний между переменными, все же остаются топологически экви-
валентными более простой модели (2.36). Под топологической экви-
валентностью здесь подразумевается одинаковое строение пара-
метрических и, следовательно, фазовых портретов моделей.

Очевидно, что усилия, затрачиваемые на анализ новой, еще
не изученной биохимической системы, можно резко сократить,
если доказать, что ее математическая модель эквивалентна более
детально изученной модели. В таком случае все свойства более
полно изученной модели автоматически распространяются на но-
вую модель. Таким образом, наиболее детально изученная модель
некоторого множества эквивалентных моделей может служить
эталоном, с которым сравниваются другие менее изученные моде-
ли, принадлежащие этому множеству.

Приведение данной модели к эталонной может быть осущест-
влено с помощью соответствующей замены переменных [72]. Так,
например, математическую модель открытой реакции с продукт-
ной активацией 7-г о порядка

(2.59)

имеющей в безразмерных переменных вид [80—84]

-^• = v l m - p 1 a 1 - v , e ^ - = v a m - p > 2 + v , (2.60)

где

v = o-,(v0 + orj)/(l + а1а1 + al(l + o^)), аг > 0, у > 1

vo<l, (2.61)

с помощью простой замены переменных

02 = О-20 + О"2, \'2т = Р2°"20 — V2m (2.62)

можно привести к эквивалентной форме

_Ё£- = V l m - Р104 - v, s ^ = у'т - В2о-; - v, (2.63)

где
v = ах(у0 + (о-20 — o-2)

Y)/(l + a ^ i + (ст0 — a2)
Y(l + oj).

(2.64)
Новую переменную a2 можно рассматривать как концентрацию
субстрата S2 некоторой эквивалентной реакции
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(2.65)

в которой S2 — ингибитор фермента Е, связанный законом сох-
ранения с продуктом S2 (or2O = aa -f- а'г — полная концентрация
S2 и S2). Правда, выражение (2.64) для безразмерной скорости
реакции (2.65) является «нехимическим» — оно предсказывает
v Ф О при а2 = 0. Однако этот недостаток легко устраняется малым
возмущением уравнения (2.64) с помощью малого параметра б:

ь.-°;)т) ( 2 6 6 )

ty (1 + )б + а'г 1 ty

Это уравнение описывает гиперболическую зависимость скорости
от концентрации ах и кривую с максимумом v (о^), характерную
для субстратного угнетения.

Из-за малости б модели (2.63), (2.64) и (2.63), (2.66) имеют поч-
ти совпадающие фазовые портреты, различия существуют лишь
в малой 6-полосе, примыкающей к оси с2. Поэтому параметриче-
ские портреты этих моделей, построенные в плоскости парамет-
ров (Bl7 v1 M), не только топологически эквивалентны, но даже
количественно почти совпадают. А так как модель (2.63) с урав-
нением для скорости реакции (2.66) с точностью до обозначений
совпадает с эталонной моделью (2.36), то ее можно считать топо-
логически эквивалентной эталонной модели.

Простейшие из эквивалентных моделей целесообразно исполь-
зовать для замещения более сложных при моделировании поли-
ферментных систем. При этом подгонкой параметров легко доби-
ться хорошего количественного совпадения между моделью-
объектом и моделью-заместителем. В работе [85], например,
показано, что феноменологическая модель (2.60) с высокой
точностью замещает существенно более сложную модель реакции
(2.59), катализируемую олигомером [86].

В дальнейшем кинетические модели, описываемые топологи-
чески эквивалентными математическими моделями, будем назы-
вать эквивалентными. Эквивалентными будем называть и регу-
ляторные связи, если они принадлежат таким кинетическим моде-
лям. Так, например, только что было показано, что кинетические
модели (2.59) и (2.65) описываются топологически эквивалентны-
ми моделями. Следовательно, эти кинетические модели и их ре-
гуляторные связи — субстратное угнетение в модели (2.65) и
продуктная активация в модели (2.59) — также эквивалентны.
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2.7. Эффект депонирования

При математическом моделировании механизма одвочастотных
гликолитических колебаний [87—100] было замечено, что участие
быстрой обратимой реакции в биохимическом автогенераторе уве-
личивает период автоколебаний примерно в К + 1 раз (К — кон-
станта равновесия обратимой реакции) [72, 83, 84]. Это явление
имеет важное значение для теории клеточных часов — еще пе
идентифицированной автоколебательной биохимической системы,
создающей колебания с периодом То — 24 ч [84, 101—104].

Эффект депонирования, или замедление колебаний, вызывае-
мое быстрой обратимой реакцией, имеет простое объяснение.

Пусть в биохимической системе имеется вещество S, участ-
вующее в различных обменных реакциях. Внесем в эту систему
реакцию быстрого обратимого депонирования вещества в его резер-
вную, метаболически неактивную форму Sd:

S - . ± S d . (2.67)
k-d

Здесь k+d и &_d — константы скорости. Теперь суммарная концент-
рация вещества S стала равной [S] + [SJ. Если реакция (2.67)
быстрая, то в ней за короткое время устанавливается равновесие,
при котором

k+d [S] - ft_d[Sd] = 0. (2.68)

С участием условия (2.68) суммарная концентрация вещества S
равна [S] + К [S] = (К + 1) [S], где К = k+v'k_d — константа
равновесия реакции (2.67). Таким образом, внесение в биохими-
ческую систему реакции (2.67) эквивалентно увеличению в К -f-
+ 1 раз суммарной концентрации вещеста S, а это означает уве-
личение во столько же раз постоянной времени для изменения
[S]: для того чтобы синтезировать или расходовать увеличенное
в К -\- 1 раз количество вещества, надо в К + 1 раз больше вре-
мени.

В клетках депонирование метаболитов и их превращение из
резервной в метаболически активную форму осуществляется от-
дельными ферментами. Анализ эффекта депонирования в таких
сложных случаях может быть проведен лишь с помощью мате-
матических моделей [72, 105], так как из-за нелинейности кине-
тики ферментативных реакций не удается в явном виде вычис-
лить фактор замедления, т. е. величину, на которую увеличивает-
ся постоянная времени концентрации депонируемого вещества.

Детальное исследование моделей показывает, что ферментатив-
ные реакции в проточных условиях обладают большим разнообра-
зием динамического поведения, которое никогда не наблюдает-
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ся в непроточных условиях обычных биохимических экспери-
ментов с выделенными из клетки ферментами. Сравнивая модели,
описывающие совершенно различные молекулярные механизмы,
контролирующие активности ферментов (механизмы активации
и угнетения ферментов субстратами или продуктами), нетрудно
заметить тем не менее поразительную общность динамического
поведения реакций в проточных условиях. Эта общность объяс-
няется тем, что все рассмотренные молекулярные механизмы
регуляции активности ферментов, быть может совершенно не со-
поставимые биохимически, создают однотипную нелинейность —
гистерезис квазистационарной входной или выходной характе-
ристики.

В главах 3 и 4 будет показано, что подобный гистерезис может
возникать также и в полиферментных системах и возбудимых
клеточных мембранах. И хотя молекулярные механизмы, создаю-
щие гистерезис в полиферментной системе и мембране, также со-
вершенно различны, этот гистерезис приводит к тому же разно-
образию форм динамического поведения, какое было продемонст-
рировано в этой главе.

Глава третья

МОДЕЛИРОВАНИЕ ПОЛИФЕРМЕНТНЫХ СИСТЕМ

3J. Полиферментные системы и их модели

Термин «полиферментная система» используется в биохимической
литературе для обозначения совокупности взаимосвязанных реак-
ций, выполняющих некоторую биохимическую функцию.

Важным для экспериментального и теоретического анализа
свойством полиферментных систем является их относительная ав-
тономность. Это прежде всего относится к энергетическому мета-
болизму. Напротив, в анаэробных условиях гликолиз оказывается
единственным процессом, обеспечивающим клетку энергией, и
служит в основном источником пировиноградной кислоты, окис-
ление которой в митохондриях обеспечивает клетку энергией.
В отсутствие глюкозы образование АТФ митохондриями осущест-
вляется за счет окисления кетонных тел, жирных кислот и ами-
нокислот.

Существенная автономность позволяет проводить моделирова-
ние полиферментных систем по отдельности, без связей с осталь-
ным клеточным метаболизмом. Конечно, такое изолированное
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рассмотрение полиферментных систем имеет смысл только до тех
нор, пока не возникает необходимость исследования их взаимо-
действий друг с другом.

Важным этапом в теоретическом анализе полиферментной си-
стемы является изучение особенностей поведения реакций, состав-
ляющих эту систему. В предыдущей главе было показано, что
угнетение проточной ферментативной реакции субстратом или
активация продуктом могут приводить к автоколебаниям. Очевид-
но, что если одна из реакций полиферментной системы угнетается
своим субстратом или активируется продуктом, то можно ожидать,
что в такой полиферментыой системе могут наблюдаться автоколе-
бания, множественность стационарных состояний и гистерезисньте
переходы между ними. Так, например, одночастотные колебания
в гликолитической системе [87—100] объясняются продуктноп
активацией ключевой фосфофруктокиназной реакции посредством
АМФ 1 или фруктозо-1,6-бисфосфатом [80—86, 90, 100, 106—108].

Однако нередко полиферментные системы проявляют свойства,
отсутствующие у составляющих их реакций. В гликолитической сис-
теме, например, наблюдаются при определенных условиях двух-
частотные колебания [89, 90, 92, 94]. Исследование этого явления
с помощью математических моделей [109—113] показало, что
двухчастотные колебания объясняются взаимодействием двух гли-
колитических одночастотных генераторов. Одним из них служит
фосфофруктокиназная реакция, активируемая аденозинмонофос-
фатом, другим — сложная система реакций, вся нижняя часть
гликолитической системы, в которой колебания возникают в ре-
зультате активации пируваткиназы фруктозо-1,6-бисфосфатом
или(и) субстратного угнетения глицеральдегидфосфатдегидро-
геназы [110, 113]. Таким образом, двухчастотьые колебания к
гликолизе — типичный «системный эффект». Как бы мы детально
не изучали свойства отдельных гликолитических реакций, мы не
поймем механизм этого явления до тех пор, пока не рассмотрим,
как взаимодействуют друг с другом реакции в гликолитической
системе.

Другим примером системного эффекта может служить множе-
ственность стационарных состояний, возникающая в полифермент-
ной системе при наличии в ней перекрестного угнетения ферментов
своими продуктами. Это явление впервые было рассмотрено на
простой кинетической модели в 1948 г. Дельбрюком [114]. Позднее
Спэнглер и Снелл [115, 116], несколько модифицировав эту ки-
нетическую модель, показали, что перекрестное угнетение может
вызвать также и автоколебания. Жакоб иМоно [117], развив идею

1 АМФ не является продуктом фосфофруктокиназной реакции, но находится
в равновесии с АДФ, одним из продуктов этой реакции. Равновесие поддер-
живается в результате действия аденнлаткиназы — фермента, катализи-
рующего превращение 2 АДФ ;± АМФ + АТФ.
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Дельбрюка, предложили целую серию кинетических моделей
для объяснения триггерных и колебательных явлений, связанных
с механизмами генетической регуляции. В последние годы раз-
личные варианты моделей, описывающих взаимоотношения меж-
ду генами-регуляторами и генами-операторами, были предметом
тщательного теоретического анализа. Такие исследования прово-
дились Андреевым [118], Чернавским и сотр. [119—121], Г'атне-
ром [122, 1231 и другими исследователями [124—128]. Еще одним
известным из теоретических расчетов системы эффектом являются
автоколебания в системах реакций, контролируемых механизмом
отрицательной обратной связи [129—140].

Во всех цитированных до сих пор теоретических работах
[106—140] неустойчивость стационарных состояний, необходи-
мая для существования колебаний или переключений между аль-
тернативными состояниями, была результатом специфической
аллостерической регуляции активности ферментов и генов. В еще
более яркой форме системный эффект проявляется тогда, когда
полиферментная система вовсе не имеет аллостерических регуля-
торных механизмов и все взаимодействия между ее реакциями
чисто стехиометрические. Как показали исследования [145—149]
моделей механизмов стехиометрическои регуляции энергетического
метаболизма, на стехиометрическом уровне взаимоотношений меж-
ду реакциями могут создаваться практически все важнейшие
свойства полиферментных систем, которые ранее приписывались
исключительно механизмам аллостерической регуляции.

Поскольку энергетический метаболизм и в особенности его
анаэробная часть — гликолиз — изучены в экспериментальном
отношении значительно более подробно, чем любая другая часть
клеточного обмена, в этой главе будут рассмотрены лишь мате-
матические модели энергетического метаболизма.

3.2. Уровни функциональной организации
полиферментных систем

Превращение исходных субстратов клеточного метаболизма, пос-
тупающих из окружающей клетку среды, в конечные продукты,
выбрасываемые в среду, и в резервные вещества осуществляется
через сеть взаимосвязанных ферментативных реакций, имеющую
очень сложную функциональную организацию. Эта функциональ-
ная организация представляет собой определенный порядок вза-
имодействия веществ клетки друг с другом на основе стерического
(структурного) соответствия микро- и макромолекул. Такое сте-
рическое соответствие лежит в основе специфичности действия фер-
ментов на субстраты, специфичности изо- и аллостерических ре-
гуляторных взаимодействий и, наконец, специфичности взаимодей-
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В современных, эволюционно зрелых
клетках (например, в клетках Е. coli)
сохранился древний метаболический
путь образования лактата из триозо-
фосфата через промежуточное образова-
ние метилглиоксаля. Однако этот путь
начинается не с глицеральдегид-3-Ф,
а с дигидроксиацетон-Ф. В нормальных
условиях этот путь репрессирован
фосфатом

Рис. 19. Первичная структура гликолитической системы (о) и схема реакций,
обнаруженная Дегани и Холменом [159] при щелочной деградации глюкозо-
6-Ф при рН > 8,7 (б)

ствий белков и нуклеиновых кислот между собой и друг с другом.
Эта организация, названная Диксоном [3, с. 467] организацией
на основе специфичности, может существовать даже в условиях
идеального перемешивания внутриклеточной среды.

Функциональная организация клетки эволюционировала, по-
видимому, на протяжении 3 млрд. лет [155—158]. Длительная
эволюция создала хорошо различимую иерархию взаимодейст-
вий в функциональной организации метаболизма современных
клеток. В этой иерархии мы выделим три иерархические структуры:
первичную, вторичную и третичную.

Первичная структура клеточного метаболизма представляет
собой скелет метаболизма, образованный взаимодействиями между
смежными реакциями через общие промежуточные вещества.
Широко известная карта Никольсона «Метаболические пути»
представляет собой именно первичную структуру клеточного
метаболизма. Изображение первичной структуры гликолиза по-
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казанонарис. 19, а. Как показали Дегани и Холтен [159], нефер-
ментативный гликолиз глюкозо-6-фосфата, наблюдаемый в слабо-
щелочной среде (рН 8,7), проходит по пути (рис. 19, б), сохранив-
шемуся в современных клетках. На этом основании авторы приш-
ли к выводу, что метаболические пути (т. е. первичная структура,
по нашей классификации) возникли в ходе эволюции раньше, чем
ферменты, катализирующие эти пути.

Вторичная структура, или стехиометрическая, клеточного
метаболизма образуется из первичной структуры и взаимодейст-
вий между реакциями через общие кофакторы. Вторичная структу-
ра — это совокупность всех стехиометрических взаимодействий
между реакциями. Альбом Дэгли и Никольсона «Метаболические
пути» [160] содержит изображения стехиометрической структуры
различных полиферментных систем.

Интересно отметить аналогию между вторичной структурой
макромолекул и стехиометрической структурой полиферментных
систем: повторяющиеся взаимодействия реакций через общие
кофакторы могут вызывать частичную спирализацию вторичной
структуры полиферментных систем. Известными примерами этого
явления служат спиральные стехиометрические структуры поли-
ферментных систем, участвующих в синтезе и окислении жир-
ных кислот.

На рис. 20 показана вторичная структура гликолитической
системы. Как видно из рисунка, взаимодействия четырех фосфо-
трансферазных реакций вызывают спирализацию первичной
структуры (выделена толстой линией).

Множество ферментативных реакций, связанных общим ко-
фактором, образует ядро реакций. На рис. 20 показаны два яд-
ра, образованных четырьмя фосфотраысферазными и тремя де-
гидрогеназными реакциями. Благодаря таким ядрам осуществля-
ется очень тесная связь между отдельными частями первичной
структуры. Если резко изменить концентрацию глюкозы, то это
вызовет следующую цепь событий: изменение скорости гексоки-
назной реакции -> изменение отношения [АТФ]/[АДФ] -> изме-
нение скоростей всех фосфотрансферазных реакций. Таким обра-
зом, пируваткиназная реакция, отстоящая в первичной структуре
очень далеко от гексокиназной реакции, получает сигнал об изме-
нении в первой гликолитической реакции очень быстро — одно-
временно с другими фосфотрансферазными реакциями.

Стоит заметить, что вторичная структура полиферментной
системы может быть реконструирована на основании первичной
структуры — точно так же, как и вторичная структура макромо-
лекулы может быть предсказана исходя из ее первичной струк-
туры.

Замечательно то, что эволюция не уничтожила более прими-
тивные варианты стехиометрической структуры. Это позволяет
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Глюкоза

Глицерол -з-Ф

Лактат

Рис. 20. Вторичная, или стехиометрическая, структура гликолитической
системы

1 — первичная структура; 2 — взаимодействия между реакциями через общие кофакто-
ры; Г6Ф — глюкоао-6-Ф; Ф6Ф — фруктозо-6-Ф; ФБФ — фруктозо-1,6-Ф,; ДГАФ — ди-
гидроксиацетонфосфат; ГАФ — глицеральдегид-3-Ф; 1,3-ДФГ— 1,3-дифосфоглицерат;
д-ФГ — 3-фосфоглицерат; 2-ФГ — 2-фосфоглицерат, ФЕП — фосфоенолпируват. Пунк-
тирной стрелкой показана АТФазная реакция

Глюкоза

Глицерол-3 Ф

Ацетальдегид Этанол

Рис. 21. Вторичная структура гликолитической системы в случае, когда
кофактором фосфотрансферазных реакций является неорганический пиро-
фосфат (ПФН) или фосфат (Фн)

Обозначения те же, что на рис. 20.
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проследить путь, по которому развивался клеточный метаболизм.
Так, например, у некоторых микроорганизмов существуют фер-
менты гликолитического пути, которые вмесю АТФ или АДФ ис-
пользуют неорганические полифосфаты ПФп+1 и ПФП соответствен-
но (п ^> 1 — число ортофосфатных групп в одной молекуле ноли-
фосфата) [161—165]. Полифосфаты относительно легко образуются
в растворе ортофосфорной кислоты в условиях, близких к тем,
которые, как полагают, существовали на Земле 3 млрд. лет на-
зад [157, 158]. Поэтому они являются несомненными эволюцион-
ными предшественниками АТФ и других пуклеотидов, выпол-
няющих роль переносчиков энергии в различных биохимических
процессах. Имеющиеся в настоящее время энзимологические дан-
ные [161—165] позволяют реконструировать древнюю вторичную
структуру гликолитической системы так, как это показано на
рис. 21. Сравнение этой древней вторичной структуры с более мо-
лодой, в которой роль переносчика энергии выполняет АТФ (см.
рис. 20), показывает, что вторичная структура гликолиза сох-
ранилась прежней, несмотря на сильное изменение химической
структуры кофактора фосфотрансферазных реакций.

Третичная структура клеточного метаболизма представляет
собой совокупность всех стехиометрических и нестехиометриче-
ских взаимодействий, контролирующих активности ферментов.
К нестехиомегрическим взаимодействиям относятся любые изо-
и аллостерические взаимодействия между ферментами и модифи-
каторами их каталитической активности. На рис. 22 в качестве
примера показана третичная структура гликолитической системы.
Регуляторные связи третичной структуры, по-видимому, воз-
никли в ходе эволюции и улучшили свойства вторичной структу-
ры. Если это так, то в наших руках оказывается очень простой
метод математического анализа полиферментных систем. Суть его
состоит в следующем. Для выяснения роли многочисленных ре-
гуляторных взаимодействий третичной структуры данной поли-
ферментной системы необходимо сначала изучить свойства зна-
чительно более простой и поэтому легко доступной для анализа
вторичной структуры этой системы. На основании анализа вторич-
ной структуры можно теоретически предсказать, какие нестехио-
метрические регуляторные взаимодействия следует внести во вто-
ричную структуру, чтобы улучшить ее свойства. Если предсказан-
ные регуляторные связи действительно существуют, то это указы-
вает на то, что улучшаемое ими свойство полиферментпой систе-
мы, обнаруженное на уровне вторичной структуры, так сказать,
in slatum nascendi, играет важную роль в функциональной орга-
низации клетки.

В последующих разделах иллюстрируется применение этого
метода для анализа энергетического метаболизма.
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Глюкоза
АТФ

г
j Ч * Ф АЛФ

)/1актат
НАД

Рис. 22. Третичная структура
гликолитической системы
1,2 — нестехиометрические (изо- и
аллостерические) регуляторные вза-
имодействия. Остальные обозначе-
ния те же, что на рис. 20



Глава 8. Моделирование полиферментных систем

3.3. Простая модель стехиометрической структуры
энергетического метаболизма

Гликолиз и окислительное фосфорилирование имеют автокатали-
тическую, точнее рефлексивно-каталитическую, стехиометричес-
кую структуру: их продукт АТФ участвует в «активации» субст-
ратов окисления, используемых для фосфорилирования АДФ.
В гликолизе активация заключается в фосфорилировании гексоз,
в окислительном фосфорилировании — в ацилировании кофермента
А (липолиз) или карбоксилировании пирувата. Энергозависимый
транспорт субстратов окисления через клеточную или митохонд-
риальную мембраны также можно рассматривать как один из
этапов активации.

Совокупность реакций, участвующих в энергетическом мета-
болизме, можно упрощенно представить кинетической моделью
[141 —143], показанной на схеме (3.1)

(3-1)
В этой модели S — субстрат, I t и 12 — интермедиаты, Р — про-
дукт окисления, v0 — скорость источника, i>x — скорость иници-
аторной ступени, в которой на активацию одной молекулы S
расходуется yt молекул АТФ, v2 — скорость распада 1г на у2

 м о ~
лекул I2, v3 — скорость генераторной ступени, в которой окисле-
ние одной молекулы 12 до Р сопровождается фосфорилированием
7з молекул АДФ, vA — скорость утечки, vb — скорость гидролиза
АТФ нагрузкой, ve — скорость образования АТФ альтернативным
источником. При анализе схемы (3.1) примем, что неорганический
фосфат и окисляющий 12 кофактор имеются в избытке. Примем
также, что скорости реакций схемы (3.1) могут быть описаны про-
стыми выражениями

(3.2)

55

= v0

= K
= V,

m "c o l s l , 7* — I* \ A "TiriT

= k9 [1.ИАДФ1,

. + [АТФ1), ve

[S]

^ 4

/(^1 •+- [si),
11,1,
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и что существует линейный интеграл

[АТФ] + 1АДФ1 = А 0 = const. (3.3)

Учитывая допущения (3.2), (3.3) и считая, что реакции проте-
кают в среде идеального перемешивания, термо- и рН-статирова-
пия, можно получить следующую безразмерную форму математи-
ческой модели энергетического метаболизма:

da da.3 y3

" ~ v3 — vj — vB -f- ve,

(3.4)
= v0 - v l f -^ = -£ v3 - Vl - vB + ve,

dli dl2

»i -57- = Vi — va, e2 -jZ- = Y2V2 — v3 — v4,

где

v0 = vOm — pa, vx = a3a/(l + a), v2 = i2,

v3 = i2a2 (3.5)

V 4 = P4

l2» V 5 = = а з/( ' { Б ~f" а з ) > V e = PeOC2.

В модели (3.4) использованы безразмерные переменные и парамет-
ры:

a - [S[/Klt a 3 = [АТФ1М,, a 2 = [АДФ1/40 = 1 - a,,

P = A 1 fC Л? F If A I Is JiT p ^— I» I If Jj^ /Q й\

V От = = ^Om' *̂ x Oj P = = KQIVI/ fC^A. Q, p 4 = /С4//С3^о,

p 6 = TVvA^o, Pe = &e/vA> «5 = K6lA0.
Если значения ех и е2 достаточно малы, то при помощи предель-
ного перехода е1? е2 ->- 0 модель (3.4) сводится к системе двух
дифференциальных уравнений:

da ; р , ,

е ^т- = Vout — v5 + v6 = eQ (a, a3), (3.7)

в которой

— выходная характеристика и

11 = V2V3/Y1 - 1 (3.9)

— стехиометрическая эффективность источника энергии, состоя-
щего из реакций первой — четвертой схемы (3.1). График выход-
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цо

0,2

0

- а
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Рис. 23. Выходная характеристика стехиометрической структуры энергети-
ческого метаболизма (3.1)

а — выходная характеристика, построенная по уравнению (3.8) при фиксированной кон-
центрации субстрата о = 2,5 и при р4 = 0,01, т) = 1; б — определение квазистационар-
ных состояний в энергетическом метаболизме (3.1). Квазистационарные состояния О,, О,
и О3 представляют собой точки пересечений выходной характеристики и кривой разностной
скорости v, — v,. Нетрудно заметить, что состояние О. всегда неустойчиво, а состояния
Oi и О» устойчивы. Параметры: р = 0,8, PJ = 0,1, хь = 0,5; остальные параметры те же,
что на рис. а

' Vo * const

4 j

1 1 1 1

с*

1

О Г 2 3 4 56

Рис. 24. Квазистационарная входная характеристика инициаторной ступени
энергетического метаболизма (3.1). Vi — значение скорости vj, соответствую-
щее квазистационарному состоянию, в котором eda3/dT = 0, a — безразмер-
ная концентрация субстрата S. Кривая Vj (a) построена с помощью уравне-
ния Vi = S3o7(l + а), в котором a 3 — корень уравнения Q(a3, a) = 0
модели (3.7). Участок кривой \\(о), соответствующий неустойчивому квази-
стационарному состоянию Ог (см. рис. 23), показан штриховой линией. Па-
раметры: р4 = 0,01, Р, = 0,1, т) = 1, х 6 = 0,5

a — пересечение характеристики источника субстрата v0 = v o m — pa с квазистационар-
ной входной характеристикой v (а) дает три стационарные точки О,, Ог и О,. Параметры
источника: р = 0,2, v o m = 0,4; б — пересечение характеристики источника с входной ха-
рактеристикой в единственной стационарной точке О, расположенной на устойчивом
участке входной характеристики, С+ — предельный цикл, полученный интегрированием
модели (3.7) при р = 0, 8 = 0,08, v o m = 0,4
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ной характеристики при фиксированном значении а показан на
рис. 23, а. Из рисунка видно, что с возрастанием а3 скорость про-
дукции АТФ вначале возрастает, а затем, достигнув максимума,
падает. При больших а3 скорость vout может принимать отрица-
тельные значения, т. е. энергетический метаболизм становится
потребителем АТФ. Это связано с тем, что при большом а3 ско-
рость v3 мала (а2 мало) и фосфорилированный интермедиат 12

оттекает без синтеза АТФ. Уравнение для квазистационарных
состояний Q (о, а3) = 0 легко решается графически посредством
нахождения точек пересечения графика выходной характеристики
с линией v = v5 — ve (рис. 23, б). На рис. 23, б показаны три
квазистационарных состояния, а при больших или, напротив,
малых а должно быть только одно квазистационарное состояние.
Следовательно, квазистационарная кривая в плоскости (a, VjJ
должна иметь гистерезисный характер (рис. 24). S-образность
квазистационарной входной характеристики делает возможным
существование не только одного (рис. 24, а), но и трех (рис. 24, б)
стационарных состояний, которые находятся проведением на пло-
скости (a, vx) прямой vt = vOm — Р<* в соответствии с уравнением
Р (а, а3) = 0. На параметрическом портрете в плоскости (Р, vOm)
область существования трех альтернативных стационарных со-
стояний имеет клинообразный вид (рис. 25). Граница этой области

д^-^--^^=0 (3.10)
да даз да3 да v '

и граница нейтральности

^ = 4 ^ + 4 ^ = 0 (з.ц)
^ да ' даз ч '

построены при помощи параметрического задания в виде

v o m = v . m ( o , ) f p = Р(а 8 ). (3.12)

В областях 1 и 3 параметрического портрета все стационарные
состояния неустойчивы и модель (3.7) имеет устойчивый предель-
ный цикл (см. рис. 24, а).

При исследовании модели энергетического метаболизма были
использованы методы, рассмотренные в главе 2 для случая откры-
тых ферментативных реакций. Такие методы, как графическое
исследование стационарных состояний, анализ их устойчивости
и построение параметрического портрета, оказываются полезны-
ми для анализа самых различных процессов, протекающих в
проточных условиях.

Важнейшей количественной характеристикой любого энер-
гетического метаболизма является его нагрузочная характеристи-
ка [144, 147]. Под нагрузочной характеристикой подразумевает-
ся зависимость стационарной концентрации АТФ от активности
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Рис. 25. Параметрический порт-
рет модели (3.7) энергетического
метаболизма (3.1), построенный в
плоскости параметров источника
p H v o m при р4 = 0,01,Р, = 0,1,
г = 0,05, т) = 1, х 6 = 0,5
На портрете проведены линии нейтраль-
ности (Sp = 0) и линии моностационар-
ности (А = 0). Стационарное состояние
О (см. рис. 24, б) неустойчиво в облас-
ти 1 и устойчиво в областях 4 и 6. Сос-
тояние О3 (см. рис. 24, а) неустойчиво в
областях 3 и 4 и устойчиво в областях 5
и 6. Состояние Ог будучи седлом неус-
тойчиво во всех областях (3—6) своего
существования

Уот

0,9

0,8

0,7

2

~/Sp'°

г

i

<0

i i

V О,)5 цгр

Рис. 26. Семейство стационарных
нагрузочных характеристик энер-
гетического метаболизма (3.1),
полученных с помощью модели
(3.7) при различных активностях
утечки р4 (цифры на кривых)

сс3 — безразмерная стационарная кон-
центрация АТФ, удовлетворяющая ус-
ловию da/dx = da3/dt = 0; р5 — отно-
сительная активность АТФазы (нагруз-
ки). Параметры: 3 = 0,2, 0, = 0,1,
1 = 1, х, = 0,25, v o m = 0,9.
Пунктир — неустойчивый участок на-
грузочной характеристики

обобщенной АТФазы (нагрузки), представляющей суммарную ак-
тивность всех биохимических процессов, потребляющих АТФ.
Семейство таких нагрузочных характеристик, построенных с помо-
щью модели (3.7) для энергетического метаболизма (3.1), приве-
дено на рис. 26. На этом рисунке показана зависимость стацио-
нарной концентрации АТФ (й3) от безразмерной активности АТФ-
азы (Р6) при различных относительных активностях утечки (Р4).
Кривые a 3 ((J5) получены на основании условия стационарности
(Р (a, a3) = Q (a,a3) = 0) для модели (3.7). Как видно из рис. 26,
при малой активности утечки нагрузочная характеристика
обладает важной особенностью: с изменением нагрузки в широком
диапазоне (0 < Р5 < р 5 К р , где р к р ж vOm (TJ - P4)/(1 + Р4) - кри-
тическое значение нагрузки) стационарная концентрация АТФ
меняется очень слабо (а3 zz 1). Таким образом, стехиометрическая
структура энергетического метаболизма (3.1) способна без участия
каких-либо аллостерических регуляторных связей с высокой точ-
ностью поддерживать стабильную концентрацию АТФ в широком
диапазоне изменений нагрузки.
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Другой заметной особенностью нагрузочной характеристики
является ее гистерезис. Этот гистерезис приводит к тому, что при
перегрузке (т. е. при р8 > РБКР) В энергетическом метаболизме
скачком устанавливается очень низкая стационарная концентра-
ция АТФ, определяемая лишь активностью альтернативного ис-
точника (рв). Для возвращения перегруженного энергетического
метаболизма в рабочее состояние — в состояние активной стаби-
лизации [АТФ] — необходимо резко уменьшить нагрузку ф 5 <^
< РБр)

Модель энергетического метаболизма (3.7) является обобще-
нием различных модификаций модели Лотки [166—167]. При
р*4 = 0 модель сводится к модификации модели Лотки, рассмотрен-
ной Павлидисом и Козменом [156], при (i4 ~ р"5 = 0 — к модели
Хиггинса [107] и, наконец, при р*4 = |35 = 0, а <^ 1, а3 <gj 1 —
к оригинальной модели Лотки [167].

Нетрудно заметить, что двойной предельный переход ej -> 0
и Б„ -> 0, использованный при выводе модели (3.7) и исключаю-
щий концентрации интермедиатов 1Х и 12 как несущественные быст-
рые переменные, редуцирует кинетическую модель (3.1) до су-
щественно более простой модели, показанной на схеме:

(3.13)

Здесь штрих-пунктирной стрелкой обозначено автокаталитиче-
ское участие АТФ в собственном синтезе. Подобное свертывание
сложной полиферментной системы к одной эквивалентной реак-
ции открывает большие возможности для упрощения анализа
клеточного метаболизма.

При выводе модели (3.7) использовали простейшие гипотезы
относительно скоростей vx — ve, считая, что скорости этих реак-
ций линейно зависят от концентраций соответствующих интерме-
диатов и коферментов. Кроме того, при выводе не учитывалось,
что в клетке имеется фермент, аденилаткиназа (АДК), катализи-
рующий быструю обратимую реакцию

2АДФ — ± АМФ + АТФ. (3.14)
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В работе [144] была проанализирована модель стехиометричес-
кой структуры энергетического метаболизма, учитывающая как
насыщение всех реакций субстратами, так и реакцию (3.14). Ис-
следование этой более полной модели показало, что ее нагрузоч-
ная характеристика также имеет четко выраженное плато и гис-
терезис. При этом гистерезис нагрузочной характеристики может
возникать по независимым причинам: 1) из-за дополнительной
нелинейности, вносимой в модель реакцией (3.14), 2) из-за кон-
куренции между генераторной ступенью и утечкой за интерме-
диат 12 и 3) из-за насыщения нагрузки аденозинтрифосфатом, как
и в модели (3.7). В работах [145—154] было продолжено исследо-
вание различных вариантов кинетической модели (3.1) и было
показано, что во всех ее вариантах неизменно обнаруживается
плато нагрузочной характеристики и что в энергетическом мета-
болизме имеется множество различных стехиометрических взаи-
модействий, порождающих гистерезис этой характеристики. В не-
которых вариантах модели (3.1) была учтена зависимость скорости
генераторной ступени от концентрации неорганического фосфата
[145—149]. В таких вариантах плато нагрузочной характеристики
в широком диапазоне нагрузок имеет положительный наклон,
т. е. АТФ растет с увеличением нагрузки. Таким образом, участие
фосфата в работе энергетического метаболизма в качестве стехио-
метрического регулятора приводит к своеобразной перекомпен-
сации нагрузки: чем больше активность обобщенной АТФазы,
тем больше неорганического фосфата и, следовательно, тем ин-
тенсивнее работает генераторная ступень. В итоге, в некотором
диапазоне нагрузок концентрация АТФ не только не уменьшает-
ся, но даже растет с увеличением нагрузки.

В публикациях [152—154] были проанализированы варианты
модели (3.1), детально описывающие рециркуляцию интермедиа-
тов, существующую в цикле Кребса. Анализ этих вариантов мо-
дели (3.1) показал, что нагрузочная характеристика аэробного
энергетического метаболизма в условиях интенсивного протока
субстратов через цикл Кребса также, имеет плато и гистерезис.

Таким образом, из анализа стехиометрической структуры энер-
гетического метаболизма, проведенного здесь с помощью модели
(3.1), а также с помощью различных обобщений этой модели [141 —
154], следует, что плато и гистерезис нагрузочной характеристики
являются фундаментальными свойствами любого энергетического
метаболизма, имеющего автокаталитическую природу.
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3.4. Два класса аллостерических регуляторных связей,
контролирующих энергетический метаболизм

На основании анализа стехиометрической структуры энергетичес-
кого метаболизма можно высказать предположение, что плато и
гистерезис нагрузочной характеристики должны быть объектами
тонкой регуляции, осуществляемой на уровне третичной струк-
туры. Это предположение основано на том, что оба свойства имеют
очевидную ценность для клеточного обмена. Действительно, на-
личие четко выраженного плато означает точную стабилизацию
уровня АТФ, необходимую для независимой и поэтому стабиль-
ной работы систем, потребляющих АТФ. Что же касается гисте-
резиса нагрузочной характеристики, то он может быть основой
для временной организации не только энергетического метаболиз
ма, но и всего клеточного обмена.

Предположение о существовании регуляторных механизмов,
контролирующих плато и гистерезис нагрузочной характеристики
энергетического метаболизма, легко теоретически проверить, ис-
пользуя известные экспериментальные данные, относящиеся к
механизмам аллостерической регуляции ферментов метаболизма
131-34].

Рассмотрим, каким образом влияют различные аллостеричес-
кие связи на выходную нагрузочную характеристику (3.8) кине-
тической модели (3.1).

Регуляторные связи, снижающие плато
нагрузочной характеристики

Для упрощения анализа вариантов кинетической модели (3.1),
содержащих аллостерические регуляторные связи, примем, что
субстрат S имеется в избытке, т. е. что а 2§> 1. В этом случае ини-
циаторная ступень насыщена субстратом и ее скорость зависит
только от концентрации АТФ

vx = а3о7(1 + а) « а 3 . (3.15)

Наиболее распространенным механизмом аллостерической ре-
гуляции в энергетическом метаболизме различных клеток явля-
ется угнетение аденозинтрифосфатом инициаторной ступени:

(3.16)
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В гликолизе такой связью контролируется активность фосфо-
фруктокиназы (КФ 2.7.1.11), в липолизе — активность АТФ-
зависимых ацил-КоА-синтетаз (КФ 6.2.1.2, 6.2.1.3), в системе
окислительного фосфорилирования — активность пируваткар-
боксилазы (КФ 6.4.1.1) и ацетил-КоА-синтетазы (КФ 6.2.1.2)
при окислении пирувата или ацетата соответственно. Регуляция
(3.15) феноменологически может быть описана регуляторной
функцией

Т а = 1/(1 + с,с£«) (с, > 0, nt > 1), (3.17)

на которую должна быть помножена скорость инициаторной сту-
пени

В выражении (3.17) сг — безразмерный коэффициент угнетения
(при С; = 0 угнетение отсутствует) и nt — порядок угнетения.

С учетом выражений (3.17) и (3.18) выходная характеристика
(3.8) принимает вид

или
_ а 3 / 4 ( 1 — аз) — $i

o u t l + ca"i V 1—а3+ р4

В стационарном состоянии

V5 = Vout + Ve (3.21)

или с учетом выражений (3.5) для v5 и ve и выражения (3.20)

(3.22)
Уравнение (3.22) позволяет построить стационарную нагрузочную
характеристику а 3 (Р5) Д л я кинетической модели (3.1), имеющей
регуляцию (3.16). Для этой цели в уравнение (43.22) следует под-
ставить заданное стационарное значение а3 = а3 и заставить его
пробежать интервал значений

(3.23)

ограниченный максимальным значением а3 = a3maxi п ри котором
Р 5 = 0 .

На рис. 27, а показано семейство нагрузочных характеристик,
построенных при различных значениях порядка угнетения nt. Из
рисунка видно, что при высоких порядках угнетения плато на-
грузочной характеристики снижается. Заметим, что снижение
плато сопровождается ухудшением формы нагрузочной характе-
ристики: при малых нагрузках концентрация АТФ сильно изме-
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Рис. 27. Влияние различных аллостерических механизмов на форму ста-
ционарной нагрузочной характеристики энергетического метаболизма (3.1)
при р4 = 10-3, р„ = 0,1 т) = 1, у.ь = 0,25 и а ^> 1

а — угнетение инициаторной ступени АТФ. Характеристики построены по уравнению
(3.22) при различных значениях порядка угнетения ni (цифры на кривых) и при ci >= 10";
б — активация ивициаторной ступени АДФ. Характеристики построены по уравнению
(3.27) при различных значениях порядка активации па (цифры на кривых), при са = 102

и а0 *= 0,01; в — угнетение генераторной ступени АТФ. Характеристики построены с по-
мощью уравнений (3.30) и (3.33) при различных порядках угнетения П| (цифры на кривых)
и cj = 10; г — активация генераторной ступени АДФ. Характеристики построены с по-
мощью уравнений (3.31) и (3.33) при различных порядках активации па (цифры на кри-
вых). Пунктир — неустойчивый участок нагрузочной характеристики

няется с изменением р 4 . Это свойство, однако, является в зна-
чительной степени артефактом моделирования: если расщепить
затравочную ступень (3.16) на две последовательные ступени,
связанные через общий интермедиат

АТФ АДФ АТФ АДФ

(3.24)
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то в таком случае угнетение второй затравочной ступени (анало-
гичной фосфофруктокиназной реакции) приводит к простому сни-
жению плато нагрузочной характеристики, как это показано на
рис. 27, о.

Влияние аллостерической регуляции вида (3.16) на механизм
стабилизации концентрации АТФ в гликолитической системе
эритроцитов было подробно проанализировано Рапопортом и со-
авт. [169] с помощью модели, являющейся обобщением модели
(3.1). Эта обобщенная модель при значениях параметров, опре-
деленных экспериментально, как и более простая модель (3.1),
имеет нагрузочную характеристику с четко выраженными плато
и гистерезисом. Из-за угнетающего действия АТФ на фосфо-
фруктокиназу плато расположено ниже уровня, стабилизируе-
мого стехиометрической структурой. Аналогичные результаты
были описаны в работе Жаботинского [170].

Кинетическая схема (3.16) при постоянном пуле аденилатов
(а2 + а 3 = 1) качественно эквивалентна активации затравочной
ступени АДФ

(3.25)

Эта регуляция может быть представлена в уравнении (3.18) для
vx функцией вида

Т, = (а0 + с„с£«)/(1 + сА"«) К < 1, са > 0, па > 1),
(3.26)

где с„ и па — коэффициент и порядок активации, а0 — безраз-
мерная активность инициаторной ступени без активатора (при
а 2 = 0).

С учетом функции (3.26) уравнение нагрузочной характери-
стики принимает вид

а-з) ( ^ ф ^ ) ( )
(3.27)

Семейство нагрузочных характеристик, построенных по уравне-
нию (3.2) при различных порядках активации, показано на рис.
27,6.

Другими аналогами регуляторной связи (3.16) являются угне-
тение генераторной ступени АТФ и активация этой же ступени
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АТФ

(3.28), (3.29)

Эти регуляторные связи могут быть феноменологически описаны
функциями

¥ 3 = 1/(1 + с&¥) и W3 = а2"
а, (3.30), (3.31)

на которые следует помножить скорость генераторной ступени

v3 = i2a24V (3.32)

Нагрузочные характеристики с учетом функций (3.30) и (3.31)
описываются уравнениями вида

Как видно из семейств нагрузочных характеристик, построенных
с помощью уравнений (3.30), (3.33) и (3.31), (3.33) на рис. 27, в
и г, регуляции типа (3.28), (3.29), как и регуляции (3.16) и (3.25),
снижают плато нагрузочной характеристики.

Отметим, что регуляции вида (3.28) и (3.29) обеспечивают зна-
чительно лучшую форму нагрузочной характеристики, чем регу-
ляции, контролирующие инициаторную ступень. Именно этим,
по-видимому, можно объяснить широкое распространение в энер-
гетическом обмене различных клеток связей вида (3.28) и (3.29).
В гликолизе регуляция типа (3.28) представлена угнетением АТФ
пируваткиназы (КФ 2.7.1.40), в системе окислительного фосфори-
лирования — угнетением посредством АТФ или НАДН цитратсин-
тазы (КФ 4.1.3.7), изоцитратдегидрогеназы (КФ 1.1.1.41) и а-
кетоглутаратдегидрогеназного комплекса (КФ 1.2.4.2 и другие
ферменты комплекса). В окислительном фосфорилировании мно-
гих клеток регуляция типа (3.29) представлена кооперативной
активацией изоцитратдегидрогеназы посредством НАД.

Распространенными и эффективными аналогами регуляций ви-
да (3.25) и (3.29) являются аллостерические воздействия АМФ
на инициаторную и (или) генераторную ступень:

АТФ
1

\ ГУ

\

г,

АМФ
!
!

АД4

J
АДФ

12 к.

АМФ
! АТФ

1

•34), (3.35)
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Эффективность этих регуляций объясняется тем, что в области
плато нагрузочной характеристики при а3 -х- const концентрация
АМФ в результате быстрой реакции (3.14) оказывается пропорцио-
нальной квадрату концентрации АДФ. Эта квадратичная зави-
симость [АМФ] от [АДФ] делает АМФ одним из ведущих аллосте-
рических регуляторов энергетического метаболизма [31, 32],
контролирующих стабилизируемый уровень АТФ в клетке.

Заметим, что со снижением плато нагрузочной характеристи-
ки в энергетическом метаболизме происходит замещение чисто
стехиометрического механизма стабилизации концентрации АТФ
аллостерическим механизмом. Действительно, стехиометрическая
стабилизация [АТФ] в автокаталитическом механизме типа (3.1)
объясняется нехваткой АДФ для генераторной ступени и компен-
сирующим эту нехватку накоплением интермедиата 12 по мере
стремления [АТФ] —*• Ао [146]. При действии любой из рассмот-
ренных аллостерических связей концентрация АДФ уже не па-
дает так низко, как в случае чисто стехиометрической регуляции,
и это предотвращает сильное накопление 12.

По принципу действия каждая из аллостерических регуляций,
снижающих плато, представляет собой механизм отрицательной
обратной связи [26], стремящийся стабилизировать не только кон-
центрацию АТФ, но и концентрации любых других веществ, через
которые замыкается петля обратной связи. Эффективность такой
стабилизации тем выше, чем больше соответствующие константы
угнетения или активации ct или сх и чем выше порядки аллосте-
рических взаимодействий nt или пл.

Регуляторные связи, создающие гистерезис
нагрузочной характеристики

Если поменять знаки аллостерических воздействий, снижающих
плато нагрузочной характеристики, то мы, очевидно, получим
регуляторные механизмы, образующие петли положительной
обратной связи. Как известно [26], механизмы положительной об-
ратной связи Дестабилизируют системы и служат причиной различ-
ных автономных движений — автоколебаний, гистерезисных пе-
реходов и т. п.

Рассмотрим как пример одну из таких дестабилизирующих
связей — угнетение инициаторной ступени посредством АДФ

АДФ

(3.36)
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Рис. 28. Нагрузочная характеристика энергетического метаболизма (3.1)
при угнетении инициаторной ступени АДФ (о) или активации пнтермедиатом
Li(o-) при р4 = Ю-3, р„ = 0,1, т] = 1, х 5 = 0,5 и а > 1
а — семейство кривых, построенных с помощью уравнения (3.38) при различных порядках
угнетения п- (цифры на кривых) и при Cj = 10; б -ч- семейство кривых, построенных с по-
мощью уравнений (3.42) и (3.43) при различных значениях коэффициента активации сц

(цифры на кривых) и при а0 = 0,1, п о = 4. Пунктир — неустойчивый участок нагрузоч-
ной характеристики

Такое угнетение эквивалентно угнетению посредством АДФ, или
чаще АМФ, фосфофруктокиназы растений, ацетил- и ацил-КоА-
синтетаз и пируваткарбоксилазы. Регуляция (3.36) может быть
описана функцией

+ С 1 а 2

1 ) , (3.37)

с учетом которой уравнение нагрузочной характеристики прини-
мает вид

ft = («. + 5.) -г- P. (± - l (3.38)

На рис. 28, а приведено семейство нагрузочных характеристик,
построенное по этому уравнению для различных значений коэф-
фициента угнетения Cj и при таком значении параметра х6, при
котором гистерезис нагрузочной характеристики для стехиомет-
рической структуры (3.1) выражен слабо.

Тем не менее из рис. 28, а следует, что характеристика а3 (|35)
из-за действия дестабилизирующей связи (3.36) имеет очень силь-
ный гистерезис.

Другой весьма распространенный дестабилизирующий алло-
стерический механизм — продуктная активация фосфофруктоки-
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назы фруктозо-1,6-бисфосфатом. Эта связь может быть представлена
в кинетической модели (3.1) в следующем виде:

АТФ АДФ

(3.39)

ч. у

Феноменологически продуктная активация (3.39) может быть
представлена регуляторной функцией вида

Ч\ = («о + W')/(l + Cai?«) (а„ < 1, са > 0, па > 0). (3.40)

Для построения нагрузочной характеристики из условия стацио-
нарности для концентрации интермедиата 1г

i i = V l - v2 = ^ _ Y X - т ^ а з Т ! - ix = 0 (3.41)

находим стационарное значение а3, считая стационарное значение
ix = Z1 заданным:

а3 = I, (1 -|- с£а)/(а0 + саГ1'а). (3.42)

С учетом условия (3.41) и а 3 = а3, определяемого уравнением
(3.42), нагрузочная характеристика описывается уравнением

Р. - (х. + ая) ( i - ( - ^ = f - ) + Ре (4- - 1)) • (3.43)

На рис. 28, б построено семейство характеристик а3 (|35) с помощью
уравнения (3.43) при различных значениях коэффициента акти-
вации са- Как следует из рисунка, связь (3.39) создает исключи-
тельно сильный гистерезис нагрузочной характеристики. Как и
в предыдущем случае, значение х5 выбрано таким, чтобы вторич-
ная структура имела лишь незначительный гистерезис нагрузоч-
ной характеристики.

Предстоит проделать большую теоретическую работу для того,
чтобы выяснить возможные физиологические функции дестабили-
зирующих аллостерических регуляторных связей энергетического
метаболизма и других метаболических путей. Однако в тех случа-
ях, когда такие связи оказываются вовлеченными в регуляцию
реакций, составляющих так называемые футильные (или субстрат-
ные) циклы [31, 32], важная роль дестабилизирующих связей со-
вершенно ясна. Как показано в работах [171, 172], дестабилизи-
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рующие аллостерические связи, контролирующие футильный
цикл:

А Т Ф

,Фруктозо-1,6-Ф2 , (3.44)
s

ФБФаза

катализируемый фосфофруктокиназой (ФФК) и фруктозо-
1,6-бисфосфатазой (ФБФаза), совершенно необходимы для предотв-
ращения паразитной рециркуляции субстратов цикла. Эта
рециркуляция вызывает бесполезное рассеяние энергии АТФ и
лишает гликолиз фруктозо-1,6-бисфосфата, необходимого для фос-
форилирования АДФ, а глюконеогенез — фруктозо-6-фосфата,
необходимого для образования гексоз и(или) гликогена (крахмала).
Две эквивалентные регуляторные связи цикла (3.44) делают не-
устойчивым опасное для энергетического метаболизма состояние,
в котором нетто-скорость цикла

V = Уффк — УфБФаз! ~ 0. (3.45)

Эта неустойчивость приводит к автоколебаниям концентраций
субстратов и реципрокным изменениям скоростей Ь>ФФК И УфБФэза-
В ходе колебательного процесса направление нетто-тока в цикле

(3.44) периодически меняется с гликолитического (Ф6Ф—«ФБФ)

на антигликолитическое (Ф6Ф«—ФБФ), соответствующее ресинте-
зу гексоз и гликогена (крахмала).

Более того, стехиометрическая и аллостерическая связи авто-
колебательного цикла (3.44) с другими футильными циклами энер-
гетического обмена подавляют паразитную рециркуляцию и в
других циклах, обеспечивая тем самым нормальное функциони-
рование энергетического метаболизма. Таким образом, дестаби-
лизирующие связи цикла (3.44), создающие гистерезис нагрузоч-
ной характеристики энергетического метаболизма, обеспечивают
генерацию автоколебаний, являющихся единственно возможной
формой длительного существования энергетического метаболизма
[172]. Участие гликогена и, по-видимому, других резервных ве-
ществ в таких автоколебаниях приводит к тому, что период коле-
баний по предварительной оценке оказывается порядка суток
[171, 172]. Это обстоятельство позволяет думать, что клеточные
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часы [101—104] есть не что иное, как энергетический метаболизм
в котором центральную роль играет цикл (3.44).

Проведенный анализ модели (3.1) и ее обобщений, а также из-
вестные энзимологические данные действительно подтверждают
существование в третичной структуре энергетического метаболизма
аллостерических регуляторных связей, контролирующих плато и
гистерезис его нагрузочной характеристики. Важно отметить, что
для подобного теоретического анализа нет необходимости знать
a priori, какие аллостерические связи существуют на самом деле.
Все возможные типы аллостерических регуляторных связей могут
быть предсказаны заранее на основании теоретических расчетов,
в которых используются различные гипотезы относительно вида
регуляторных функций, подобных функциям г|?! и г|)3, использован-
ным нами. При анализе влияния аллостерических регуляций раз-
личного вида на нагрузочную характеристику мы ссылались на
экспериментальные данные лишь для того, чтобы указать, что по
крайней мере некоторые из таких регуляций уже были экспери-
ментально обнаружены.

Можно надеяться, что в будущем развитие теории полифермент-
ных систем позволит реконструировать третичную структуру всего
клеточного метаболизма исходя из его простейшей и древнейшей
по эволюционному происхождению первичной структуры. В ходе
такой реконструкции, безусловно, будут вскрыты фундаменталь-
ные закономерности клеточной организации.



г МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ
ВОЗБУДИМЫХ МЕМБРАН

Глава четвертая

КАЧЕСТВЕННЫЕ МЕТОДЫ
В ИССЛЕДОВАНИИ МОДЕЛЕЙ МЕМБРАН

На основе записей ионных токов при фиксации потенциала Ходж-
кин и Хаксли построили феноменологическую модель мембраны
аксона кальмара в виде системы дифференциальных уравнений
четвертого порядка [Ц. Эта модель до сих пор является одним из
наиболее точных описаний процессов возбуждения в мембране.
Впоследствии были построены аналоги уравнений Ходжкина —
Хаксли и для других возбудимых мембран: волокна Пуркинье
сердца [2, 31, перехвата Ранвье [4], скелетного мышечного во-
локна [5] и др.

Модель Ходжкина — Хаксли и ее аналоги — сложные нели-
нейные системы не ниже четвертого порядка. Отсутствие анали-
тических подходов к изучению в таких моделях вопросов, пред-
ставляющих интерес для электрофизиологии, в значительной
степени сводило исследование модели Ходжкина — Хаксли на
уровень численного эксперимента на ЦВМ [6—13].

Важный шаг в применении качественных методов для исследо-
вания моделей возбудимых мембран сделан в работе Фитц-Хью
[11]. Им показано, что основные типы поведения мембран могут
быть описаны на основе уравнений Ван дер Поля. Однако эти мо-
дели слишком абстрактны — они исходят лишь из самого факта
существования iV-образной характеристики и не связаны с ионны-
ми токами реальных мембран. Для того чтобы получать более со-
держательное описание, необходимо исходить из данных экспе-
риментального исследования мембран.

В главах 4, 5 описывается подход, сочетающий преимущества
качественных методов математического анализа с детальным элек-
трофизиологическим исследованием мембраны по записям ионных
токов. В основе этого подхода лежит построение уравнений вто-
рого порядка и их анализ с помощью качественных методов, раз-
работанных в теории колебаний. В частности, многие из интере-
сующих экспериментатора сведений о мембране содержатся в одном
простом графике — двух главных изоклинах уравнений мем-
браны — изоклинах E=0ng = Q(E — мембранный потенциал,
g — проводимость для медленной компоненты ионного тока). По-
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скольку нуль-изоклины для релаксационной системы определяют
ее фазовый портрет, то мы далее будем называть этот график фазо-
вым портретом мембраны. Главы 4 и 5 посвящены в сущности по-
строению фазового портрета мембраны и решению с его помощью
самых различных задач. Глава 4 отражает постановку задачи в ви-
де, обычном для теоретика — здесь исходными считаются задан-
ные уравнения мембран. В главе 5 анализ проводится с точки зре-
ния экспериментатора.

В главе 4 с помощью разделения быстрых и медленных движе-
ний уравнения мембран упрощаются до уравнений второго поряд-
ка. Анализ их фазовых портретов позволяет исследовать многие
электрофизиологические характеристики моделей мембран, кото-
рые ранее изучались лишь численными методами. Этот подход де-
монстрируется на двух конкретных примерах — модели аксона
кальмара и модели сердечного волокна, являющимися в некотором
смысле «крайними»: большинство реальных возбудимых мембран
обладает характеристиками, промежуточными между ними.

В главе 5 этот подход применяется уже не для анализа моделей,
а для исследования реальных мембран. Здесь исходными считают-
ся записи ионных токов, получаемые экспериментатором. В этом
случае анализ оказывается особенно простым — для решения мно-
гих вопросов построения уравнений мембраны (даже уравнений
второго порядка!) оказывается излишним. Основной инструмент
анализа — графики нуль-изоклин строятся по записям токов.

Перейдем теперь к анализу уравнений мембран.

4.1. Построение уравнений второго порядка
для моделей Ходжкина — Хаксли и Нобла

Построение систем второго порядка для возбудимых мембран ос-
новано на разделении быстрых и медленных переменных. Пониже-
ние порядка достигается за счет исключения дифференциальных
уравнений для быстрых компонент. Строгое обоснование этой
процедуры дано в работах [14—17]. Ее применение для сведений
уравнений типа Ходжкина — Хаксли к системам второго поряд-
ка проще всего проследить на примере уравнений Нобла.

Построение системы N2 по уравнениям Нобла

Модифицировав уравнения Ходжкина — Хаксли так, чтобы они
описывали волокно Пуркинье, Нобл [21 получил систему четверто-
го порядка:

-СЁ = \{ёшт% + d)(E~ Ет) + (gKl (Е) + gKin*) (E -

- Ек) + g,(E- Et)] - Iex,
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т = [П (Е) - т]/хт (E), h = [h (E) - h\lxh (E),

п = [п(Е)-п]/хп(Е). ( 4 Л )

Здесь Е — потенциал мембраны, т и h — переменные активации
и инактивации натриевой проводимости, п — переменная акти-
вация калиевой проводимости. Функции т (Е), п (Е), h (E) —
определяемые экспериментально установившиеся значения соот-
ветствующих переменных; im (E), хп (E), Xh (E) — их постоян-
ные времени, 1ГХ — внешний ток. Константы Е$я, Ек, Ег —
равновесные потенциалы натриевого и калиевого токов и тока
утечки. Константы gm, d, gKl, gi и функция gia (Е) имеют смысл
максимальных проводимостей токов, С — удельная емкость мем-
браны.

Для упрощения анализа воспользуемся тем, что переменные т
и h оказываются быстрыми по сравнению с переменной п (хт ~
•~ 10~4 с, xh ~5-10~3 с, хп ~ 1 0 " 1 с). Сделаем замену времени
t' = tlx0, где т0 = 10"1 с. Тогда второе и третье уравнения систе-
мы (4.1) примут вид: е^^т = т (Е) — т; е2 h = h (E) — h, где
8 i = fm (Е)/х0, е2 = xh (E) /t 0 . Перейдя к пределу при ех, е2 -̂ -0
и заменив переменные т ж h жх квазистационарными значениями
т (Е) и h (E) (правомерность такого перехода обосновывается тео-
ремой Тихонова [14]), получим систему второго порядка:

-СЁ = [(gNa^3 (E) h (E) + d)(E- Еш) + (gKl (E) +

*)(Е - Ек) + g,(E- E,) - 1ех, (4.2)

— п]/хп(Е).

Полученная система (4.2) все еще релаксационна: переменная
Е гораздо более быстрая, чем п (ХЕ ~ 1СГ4 с -=- 10~2 с, хп ~ 10"1 с).
Несмотря на это, переменную Е из системы (4.2) исключить ана-
логично переменным те и Л нельзя, так как первое уравнение не
удовлетворяет условию устойчивости теоремы Тихонова. Тем не
менее релаксационность полученной системы обеспечивает про-
стоту и точность ее анализа качественными методами. Поскольку
уравнения системы (4.2) получены за счет пренебрежения постоян-
ными времени хт, Т/,, то они правильно описывают процессы лишь
на больших временах: t ^> xm, xh. При замене т —>- т (Е) и/j-^-
-*- h (E) быстрый натриевый ток оказался уменьшенным (заменен-
ным на свое квазистационарное значение, соответствующее ста-
ционарной инактивации), и соответственно уменьшилась степень
релаксационности модели. Введя в первое уравнение системы (4.2)
регулирующий релаксационность множитель а перед dEldt и
положив а = V3, можно улучшить и описание быстрых движе-
ний. Полученную таким образом систему далее будем называть
системой N2.
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Любопытно, что Зиман [18] доказал теорему о том, что моделя-
ми второго порядка нельзя описать возбуждение сердечных кле-
ток, а для этого требуется система минимум третьего порядка (что-
бы описать нерелаксационный (гладкий) возврат к состоянию
покоя). Этот вывод был получен при анализе систем с фиксирован-
ным малым параметром. Но при редуцировании уравнений Нобла
возникает система другого вида — в ней оставшийся малый па-
раметр е = ТЕ {Е, П)/ТП(Е) не фиксирован, а является функцией
переменных!

Построение системы Н — Н2 по уравнениям
Ходжкина — Хаксли

В уравнениях Ходжкина — Хаксли медленными переменными яв-
ляются п и А(т т ~10~ 4 с , т „ ~ т л — 2 - Ю - 3 с), и между п (Е) и
h (E) имеется приближенное соотношение

й (Е) + Ъ {Е) ^ G = const ( ^ 0,85). (4.3)

Упрощение уравнений Ходжкина — Хаксли оказывается не-
сколько отличным от упрощения уравнений Нобла. Формально
все сводится к тому, что переменная тп заменяется на m (E) (как
и в уравнениях Нобла), а переменная h заменяется на (G — п),
и из исходных уравнений Ходжкина — Хаксли (Н — H J

СЁ = - [gNa.m
3h (Е - Еш) + gKn* (Е - Ек) +

+ g,(E-El)] + Iex,

m = \Ш (Е) - т\/тт (Е), (4.4)

п = [h (Е) - п]/хп (Е),

h = [h (E) - h\lxh

получается система
аСЁ = - [ёшт* (Е) (G -п)(Е- Еш) + gKn* (Е - Ек)

n=[n(E)-n]irn(E). (4.5)

Здесь в отличие от уравнений Нобла фронты импульсов оказы-
ваются ускоренными, и улучшить описание быстрых процессов
можно, положив а = 3. Эту систему (при а = 3) далее будем
называть системой Н — Н2 (обоснование этого перехода см. в раз-
деле 4.5).
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Точность аппроксимации

Близость решений исходных и редуцированных систем при е -»- О
гарантирует теорема Тихонова. Теорема дает основание ожидать
хорошего соответствия и для ненулевых значений малых пара-
метров. Однако величина возникающей при этом ошибки может
быть определена только численными методами.

Таблица 1

Сравнение электрофизиологических характеристик модели
Ходжкина — Хаксли (Н—Н4) и построенной по ней редуцированной
модели Н—Нг

Характеристики Н—Hi Н-Н, Различие, %

Потенциал покоя, мВ
Реобазный ток (/„), мкА/смг

Длительность потенциала действия
(ПД), мс
Длительность переднего фронта ПД,
мс
Амплитуда ПД, мВ
С ледовый потенциал, мВ
Пороговый потенциал, мВ
Потенциал устойчивой деполяриза-
ции*, мВ
Ток возникновения повторных отве-
тов, мкА/см2

Амплитуда повторных ответов **, мВ
Период повторных ответов**, мс
• При внешнем токе

** При внешнем токе
= 500 мкА/см*.

~ = 25 мкА/см!.

—60
2,5
3,0

0,71

107,7
11,2

—53,3
38,5

6,1

90,5
10,5

—60,1
2,35
2,62

0,73

111,2
10,7

—54,0
34,5

5,5

100,5
10,4

0,2
6,4

12,6

2,8

3,2
4,5
1,5

10,4

9,8

11,5
1

Таблица 2

Границы изменения параметров, при которых наблюдаются
автоколебания в модели Ходжкина — Хаксли и редуцированной
модели Н—Hj

Параметр Н - Ш Н-Н, Различие, мВ

Сдвиг графика т (Б) *,

Сдвиг графика п (Е) *,
Изменение калиевого
потенциала Ек, мВ

мВ

мВ
равновесного

* Использовалось преобразование Е-» Е —

2—11

3—24
—7-15

-ДЕ.

3—11

4—15
— 2 — h i 7

1

9
5
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Рис. 29. Решения исходной системы Ходжкина — Хаксли (Н—Н 4 ) и модели
второго порядка (Н—Н 2 )
а — одиночные потенциалы действия; б — повторные ответы при внешнем токе 1ех =-
= 25 мкА/см2

Рис. 30. Потенциалы действия в исходной модели Нобла (N4) и системе вто-
рого порядка (N2)

Различные электрофизиологические характеристики модели
Ходжкина — Хаксли и полученной из нее системы Н—Н 2 при-
ведены в табл. 1,2. Расчеты показали также, что стационарные
вольт-амперные кривые обеих моделей различались не более чем
на 0,5 мВ в диапазоне токов от —10 до + 5 мкА/см2; характерные

Таблица 3

Сравнение электрофивиологических характеристик модели Нобла
(N4) и построенной по ней редуцированной модели Na

Характеристики

Потенциал покоя, мВ
Реобазный ток, мкА/см2

Пороговый потенциал, мВ
Слвдовый потенциал, мВ
Ток возникновения повторных отве-
тов, мкА/см2

Ток возникновения устойчивой депо-
ляризации, мкА/см'г

Потенциал устойчивой деполяриза-
ции *, мВ
Длительность потенциала действия,
мс
• При внешнем токе Igx •» 15 мкА/см».

N4

—82,1
0,96

—72,5
11,8
0,96

14,3

—20,2

360

N,

—82,5
0,97

—73
11,6
0,97

14,6

—20

375

Различие, %

1
1
1
2
1

2,5

1

4
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времена заряда емкости мембраны отличались не более чем на
5-Ю"3 мс во всем диапазоне потенциалов; тип аккомодационной
кривой совпадал в обеих системах; ответ на выключение гипер-
поляризующего тока наблюдался в обеих системах.

Аналогичные оценки были получены и для модели Нобла
(рис. 30, табл. 3, 4).

Таблица 4

Границы изменения параметров, при которых наблюдаются
автоколебания в модели Побла и редуцированной модели N.,

Параметры

Сдвиг графика т (/?)*, мВ
Сдвиг графика P N a =
= g N a m3h*, мВ
Изменение калиевого
равновесного потенциала
А'к, мВ
g K l (£) , % от нормы
Внешний ток, мкА/см2

N .

1,0-2,9

1,3—7,3

от—99 до—84
5—44

0,96—14,3

N2

1,1—3,1

1,4-7,5

от—98,5 до—85,5
0-46

0,97—14,0

• Использовалось преобразование Е - » Е —ДЕ.

Различие

0,2

0,2

1,5
2
0,3

Эти оценки показали, что построенные системы второго по-
рядка описывают электрофизиологические характеристики мем-
бран с хорошей точностью (10—15% для модели Ходжкина —
Хаксли и 1—3% для модели Нобла), и поэтому имеет смысл ана-
лизировать характеристики мембран с помощью этих упрощен-
ных уравнений. Перейдем к исследованию мембран качественны-
ми методами.

4.2. Фазовые портреты систем второго порядка

Модель Н — На

В системе Н—Н 2 переменная Е оказывается более быстрой, чем
п (ТЕ/ТП ~ 1 0 ~ Х ) . Траектории решений таких систем на фазовой
плоскости определяются расположением изоклин п = 0 и Ё = 0.
Изоклина » = 0 находится из второго уравнения системы (4.5)
и имеет вид

п=п(Е). (4.6)
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Изоклина Ё — 0 находится из первого уравнения системы (4.5).
Ее уравнение

gKnl(E - Ек) + gNa(G - га) тэ (Е) (Е - Ет, +

+ gl(E-El)-Iex = 0. (4.7)

Рассчитанные на ЦВМ нуль-изоклины приведены на рис. 31.
Они похожи на изоклины уравнения Фитц-Хью [11] — модифици-
рованного уравнения Ван дер Поля. Изоклина Ё = О имеет N-
образную форму, что обеспечивает генерацию импульса. Особая
точка расположена на левой ветви изоклины Ё = 0 и устойчива.
Это соответствует отсутствию спонтанной активности в исходных
уравнениях Ходжкина — Хаксли четвертого порядка (Н — Н4).

Модель Na

Эта система также релаксационная (ТЕ/Т„ — 10~2), и ее фазовый
портрет определяется нуль-изоклинами:

SK2 (Е - Ёк) га4 + gKl (Е - Я к ) + teNa rh*h + d) (E - £Na) -f
+ gc (E — Ei) — Iex = 0 (изоклина Ё = 0),

n = n(E) (изоклина h = 0). (4.8)

Нуль-изоклина Ё = 0, как и в случае уравнений Н — Н2, имеет
вид, характерный для колебательных систем типа Ван дер Поля
(рис. 32). В отличие от модели Н — Н2 уравнение N2 для покоящей-
ся мембраны имеет три стационарные точки (S, Slt S2) (рис. 32, б).

4.3. Исследование основных режимов
мембраны аксона кальмара
с помощью качественных методов

Свойства полной модели Ходжкина — Хаксли, как правило, изу-
чались с помощью расчетов на ЦВМ. Так как модели второго по-
рядка хорошо описывают свойства моделей четвертого порядка,
оценки свойств решений исходных уравнений можно легко полу-
чить по графикам нуль-изоклин уравнений второго порядка.
Ниже будет продемонстрировано, как самые различные электро-
физиологические явления могут быть объяснены не только качест-
венно, но и количественно в терминах фазовых портретов редуци-
рованных моделей.

Спонтанная активность. Известно, что в клетках, не обладаю-
щих спонтанной активностью, последняя может быть вызвана,
например, увеличением натриевой или уменьшением калиевой
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2. Математические модели возбудимых мембран

Рис. 31. Нуль-изоклины (Ё *= 0, п = 0)
модели Н—Н2. Стационарная точка £ ле-
жит на левой ветви и устойчива

а

\
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Рис. 32. Нуль-изоклины модели N2

а — исходная модель Нобла (N4) спонтанно активна (в модели N, особая точка S лежит
на средней ветви изоклины Е = 0 и неустойчива); б — модель N4 без спонтанной актив-
ности (в модели N, имеется устойчивая особая точка S, она определяет потенциал покоя)

7 П-0 /7 -1 П'О

too о too WOE.MB

Рис. 33. Нуль-изоклины системы Н—Н 2 , соответствующие трем различным
состояниям мембраны, описываемой уравнениями Н — Н 4

а — покой (особая точка S устойчива, лежит на левой ветви изоклины & =• 0); б — спон-
танная активность (особая точка S неустойчива, лежит на средней ветви), пунктиром по-
казана проекция предельного цикла системы Н — Н< на плоскость (п, Е); в — устойчивая
деполяризация (особая точка в устойчива, расположена на правой ветви),
а: — параметры системы соответствуют нормальной мембране; 6, в: — график функции
т (Е) сдвинут соответственно на 5 и 20 мВ влево

проводимости [13]. Однако при этом автоколебания возникают

далеко не всегда; например, значительное увеличение натриевой

проводимоси может и не привести к появлению спонтанной ак-

тивности [19]. Система Н — Н2 позволяет легко определить, когда

какой случай реализуется.
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Анализ основан на том, что спонтанная активность в модели
четвертого порядка Н — Н 4 возникает тогда, когда в модели вто-
рого порядка Н — Н2 точка покоя теряет устойчивость (при этом
появляется предельный цикл, и возникают автоколебания). Для
релаксационных систем с достаточной для анализа степенью точ-
ности устойчивость может быть определена по нуль-изоклинам:
особые точки, расположенные на средней ветви изоклины Ё = О,
неустойчивы; расположенные на левой или правой ветви —
устойчивы.

Изоклины системы Н — Н 2 при параметрах, соответствующих
модели аксона, показаны на рис. 33, а. Особая точка устойчива
(расположена на левой ветви), и мембрана не обладает спонтанной
активностью. При изменении параметров изоклины деформируют-
ся. Если при этом особая точка станет неустойчивой (сместится с
левой ветви изоклины Ё = 0 на среднюю и не появится новых ус-
тойчивых особых точек), то возникает спонтанная активность
(рис. 33, б).

Обратим внимание, что, как следует из формулы (4.6), на форму
изоклины п = 0 влияет только зависимость п (Ё), остальные пара-
метры влияют на форму изоклины Ё — 0. На рис. 33, б приведен
пример возникновения спонтанной активности при сдвиге графика
т (Е), как целого (такие сдвиги возникают, например, при умень-
шении концентрации ионов Са2+ в наружном растворе). Точно
так же можно проследить влияние на спонтанную активность и
других входящих в систему (4.4) параметров [24] (некоторые из
примеров см. на рис. 34).

Устойчивая деполяризация мембраны. Увеличение натриевого
тока (например, за счет сдвига т (Е) на 5 мВ влево) приводит к
появлению спонтанной активности. Однако если натриевый ток
увеличить еще значительней, то спонтанная активность исчезает,
и возникает бесконечно длящийся потенциал действия с затухаю-
щими колебаниями на плато. Этот эффект называется устойчивой
деполяризацией мембраны.

Исследование устойчивости деполяризации в модели Ходж-
кина — Хаксли, в принципе, ничем не отличается от исследования
спонтанной активности. Здесь необходимо определить, при каких
изменениях параметров модели мембраны Н — Н 4 в модели Н — Н2

возникает устойчивая особая точка (фокус или узел) на правой
ветви (рис. ЗЗв, 34). При этом удается не только качественно про-
следить появление устойчивой деполяризации, но и оценить зна-
чения параметров, при которых она возникает.

Повторные ответы. Известно 121, 221, что в гигантском аксо-
не кальмара и в других мембранах автоколебания могут возникать
под действием внешнего тока; в этом случае их навивают повтор-
ными ответами. А возможны ли повторные ответы в модели Ходж-
кина — Хаксли? В каком диапазоне токов? Каков их механизм?
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О

Рис. 34. Фазовые портреты систе-
мы Н—Н 2 при изменении пара-
метров

а — натриевой активации т (Е);
б — калиевой активации n (JE);
в — натриевой инактивации h (Е)

100Е,мв

Рис. 35. Нуль-изоклины систе-
мы Н—Н а при изменении внеш-
него тока 1ех(в мкА/сма) (цифры
на кривых)

Пунктиром показано положение нуль-
изоклины Ё = 0 при токах, вызываю-
щих повторные ответы

Ответы на эти вопросы можно легко получить с помощью се-
мейства нуль-изоклин модели Н—Н 2 . Внешний ток 1ех входит
только в выражение для изоклины Ё = 0. Поэтому при увеличе-
нии внешнего тока изменяется лишь она (рис. 35). Повторные от-
веты возникают, когда особая точка, смещаясь с левой ветви изо-
клины .Ё = 0 на среднюю, становится неустойчивой. При дальней-
шем увеличении тока особая точка смещается со средней ветви на
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правую и вновь становится устойчивой. Повторные ответы пре-
кращаются, возникает устойчивая деполяризация под током
(рис. 35).

Интересно, что на некоторых биологических мембранах (пере-
хват Ранвье, модифицированный аконитином [36], препараты па-
пиллярной мышцы сердца [37] и др.) повторные ответы не удается
вызвать ни при каких внешних токах. Фазовый портрет модели
второго порядка показывает, что возможны две причины отсут-
ствия повторных ответов: 1. При увеличении тока особая точка
все время остается на левой ветви изоклины Е = 0. Однако вряд
ли этот случай имеет место в мембранах: обычно можно подать
столь большой внешний ток, что особая точка покидает левую
ветвь (об этом можно судить по появлению скачка потенциала).
2. Хотя при увеличении тока особая точка и покидает левую ветвь,
но автоколебания не возникают, так как раньше успела возникнуть
еще одна особая точка на правой ветви (устойчивая). Этот случай
обычно и реализуется в мембранах.

Скачкообразная деполяризация. При плавном повышении кон-
центрации КС1 во внешней среде потенциал покоя аксона кальма-
ра и других возбудимых мембран может изменяться скачком (фе-
номен Тасаки [30]). Пока ставились лишь численные эксперимен-
ты на ЦВМ, считалось, что классической теорией Ходжкина —
Хаксли скачкообразную деполяризацию объяснить нельзя [311.
Однако фазовый портрет редуцированной системы позволяет лег-
ко подобрать параметры, при которых этот эффект воспроиз-
водится в полных уравнениях Ходжкина — Хаксли (рис. 36, а):
необходимо, чтобы при изменении калиевого равновесного потен-
циала (£к) особая точка, определяющая потенциал покоя, скач-
ком переходила с левой ветви на правую ветвь изоклины Е = 0,
минуя неустойчивую ветвь.

Триггерные свойства мембраны. Аксон кальмара при некото-
рых экспериментальных условиях, например при внутриклеточ-
ной перфузии CsF [32], может вести себя как триггер с двумя ус-
тойчивыми состояниями: раздражение током, направленным по-
переменно наружу и внутрь, приводит к перебросу из одного
устойчивого состояния в другое. Это настолько отличается от по-
ведения нормальной мембраны, что Тасаки [311 был вынужден ис-
кать объяснение вне рамок теории Ходжкина — Хаксли. Однако
и здесь с помощью нуль-изоклин модели Н—Н 2 легко найти па-
раметры, при которых этот эффект воспроизводится в модели
Ходжкина — Хаксли (рис. 37).

Аккомодация. Этим термином называют свойство мембраны
увеличивать порог возбуждения при длительном действии тока.
Выделяют три типа мембран [331: абсолютно аккомодирующие
(при стимуляции линейно нарастающим током I = at с малым
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-H4 при увеличенииРис. 36. Скачкообразная деполяризация в модели Н-
внеклеточной концентрации [К+]о

а — зависимость потенциала покоя в модели Н — Н 4 от [К+]о (в исходной модели m (E)
и Ъ (Е) сдвинуты на —7 и +35 мВ соответственно); б — нуль-изоклины системы Н— H 2 -
при тех же значениях параметров. Стрелками показана траектория особой точки при из
менении [К+]о, определяющая потенциал покоя. При [К+]о< 36 мМ мембрана находится в
покоящемся состоянии, при [К+]о ~ 36 мМ стационарная точка на левой ветви исчезает,
и мембрана скачком переходит в устойчиво деполяризованное состояние. Цифры на
кривых — [К+]о (в мМ)

а

О WOE,MB

Рис. 37. Триггерные свойства в модели Н—Н4. Потенциалы мембраны в мо-
дели Н—Н4 (т (Е), h (E),n(E) сдвинуты на + 2 , +35 и—2мМ соответственно)
(о); нуль-изоклины системы Н—Н2 при тех же значениях параметров (б)

Имеются два устойчивых значения потенциала покоя мембраны: —0,9 нВ (особая точка
S,) и +47,2 мВ (особая точка 6,). Ив покоящегося состояния в устойчиво деполяризован-
ное и обратно мембрана переводится импульсами тока противоположной полярности (по*
казано стрелками)

наклоном а < а 0 ответ не возникает; а 0 называют минимальным
градиентом); частично аккомодирующие (порог срабатывания
растет лишь в некотором диапазоне изменений а, а эатем постоя-
нен); неаккомодирующие (порог срабатывания постоянен и не за-
висит от а ) .

Тип аккомодационной кривой и зависимость аккомодации от
параметров в уравнениях Н — Н 4 просто определяется по семей-
ству нуль-изоклин уравнений Н—Н 2 , построенному при различ-
ных токах 1ех [24]. Если особая точка системы для всех исследуе-
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мых значений 1ех остается на левой ветви изоклины Ё = 0, то
мембрана абсолютно аккомодирующая. Если при увеличении 1ех

особая точка покидает левую ветвь, то тип аккомодационной кри-
вой зависит от соотношения между током реобазы (10) и током воз-
никновения повторных ответов (/,./). При Irf ^> /о наблюдается
частичная аккомодация, при ITf = / 0 аккомодация отсутствует.

4.4. Исследование основных режимов мембраны
волокна Пуркинье сердца
с помощью качественных методов

Для мембраны аксона кальмара качественные методы оказались
довольно эффективным инструментом исследования. В сердечной
мышце потенциал действия примерно в 100 раз продолжительнее,
чем в аксоне кальмара, а релаксационность значительно больше
(длительность потенциала действия ~ 300 мс, а длительность пе-
реднего фронта ~ 5 мс). Это дает основание ожидать, что и здесь
применение качественных методов окажется успешным, а точность
анализа по нуль-изоклинам редуцированных моделей будет еще
выше.

Покой, спонтанная активность, повторные ответы, устойчи-
вая деполяризация и триггерные свойства в модели мембраны во-
локна Пуркинье анализируются точно так же, как и в модели ак-
сона кальмара. Границы изменения параметров, при которых
в уравнениях Нобла возникают эти режимы, определяются по гра-
фикам нуль-изоклин системы N2 с точностью до долей мВ (см.
табл. 2, рис. 38). Ввиду того, что эти эффекты качественно те же,
что и для модели Ходжкина — Хаксли, далее основное внимание
будет уделено специфическим явлениям, характерным именно для
модели Нобла.

Два типа автоколебаний. В мембране волокна Пуркинье экс-
периментально обнаружены два типа автоколебаний [341: нормаль-
ные (потенциал меняется в диапазоне от —100 до +40 мВ) и ко-
лебания на уровне плато потенциала действия (от —50 до +10 мВ).

Их появление просто объясняется с помощью системы N2.
На фазовом портрете видно, что кроме исходного предельного
цикла (рис. 39, а, в) при изменении параметров в системе N2 мо-
жет рождаться «малый» предельный цикл (рис. 39, б, г). Колеба-
ния потенциала мембраны на этих предельных циклах качествен-
но соответствуют экспериментально наблюдаемым (рис. 40, а).

«Аконитиновые» потенциалы действия. Известно, что алкало-
ид аконитин вызывает потенциалы действия (рис. 40, а) с колеба-
ниями на плато [35]. Ионный механизм этого явления до конца
неясен, поскольку аконитин одновременно меняет несколько раз-
личных характеристик мембраны [36].
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2. Математические модели возбудимых мембран

Рис. 38. Определение границ спонтанной активности в уравнениях Нобла
(N4) по семейству нуль-изоклин системы N 2

Изменяется: а — натриевая активация т (Е) (цифры на кривых — величины ДЕ); б —
натриевая инактивация h (Е) (цифры на кривых — величины АЕ); в — мгновенная калие-
вая проводимость gj£i (E) (цифры на кривых — величины а); г — равновесный калиевый
потенциал Ej£ (цифры на кривых — величины Eg); 9 — натриевая проводимость P j j a =
= тЧГ (цифры на кривых — величины АЕ); е — внешний ток 1ех (цифры на кривых);
пунктирными кривыми ограничены области автоколебаний в системе N«
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Рис. 39. Рождение нового предельного цикла в уравнениях N2, соответст-
вующее скачкообразной смене типов автоколебаний в модели N4

а, б — потенциалы действия в N« (m (E) — сдвинута на 2 и 2,1 мВ соответственно); в, г —
проекции предельных циклов системы N4 на плоскость (n*, E) (цифры на кривых — вели-
чины \Е в мВ); пунктирные кривые — нуль-изоклины уравнений N,
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Рис. 40. «Аконитиновые» потенциалы действия, связанные с жестким режи-
мом возбуждения в уравнениях Нобла (N4)
а — мембранный потенциал (стрелкой указав момент стимуляции); б — нуль-изоклины
уравнений N, (пунктирные кривые) в норме и при сдвиге А (£) на 2,8 мВ (цифры на кри-
вых — величины ДЕ в мВ). Сплошная кривая — проекция траектории изображающей точ-
ки в N4 на фазовую плоскость. В системе N2 стационарная точка S устойчива, и сущест-
вует предельный цикл

Система N2 позволяет исследовать механизмы возникновения
аконитиновых потенциалов действия. Потенциалы действия такой
формы появляются, если на фазовой плоскости системы есть «ма-
лый» предельный цикл и в отличие от случая, рассмотренного в
предыдущем пункте, на левой ветви сохраняется стационарная
точка (рис. 40, б). Поскольку такой фазовый портрет возникает
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Время fffl #оз6'//жг?снпя,г:

Рис 41. Отсутствие аккомодации в модели волокна Пуркинье

а — рассчитанные на ЦВМ изменения мембранного потенциала в ответ на прямоугольный
толчок (1) и на линейно нарастающие токи I = at различной крутизны (2—в) (крутизна
а. — 5-10-', Ю-1, 10-!, 5-10-*, 2-10-' соответственно); б — аккомодационная кривая; при
уменьшении крутизны линейно нарастающего тока повышения порога срабатывания не
наблюдается
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Рис. 42. Отсутствие анодно-размыкательного ответа в модели Нобла N4(6).
Для сравнения показано возникновение ответа в модели Ходжкина — Хак-
сли Н — Н 4 (а)

в, г — фазовые портреты редуцированных уравнений Ходжкина—Хаксли Н — Н, и
Нобла N, при действии гиперполяризующего тока (пунктирная кривая — изоклина Bj =
= 0). Траектория представляющей точки после размыкания тока показана стрелкой

лишь при уменьшении h (E), можно сделать вывод, что основным
механизмом, ответственным за появления «эконитиновых» ПД,
является уменьшение инактивации натриевого тока.

Аккомодация. По фазовому портрету системы N 2 видно, что
в модели Нобла повторные ответы возникают при токах, равных
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току реобазы (/0 = /г/ = 0,96 мкА/см2). Поэтому (см. раздел 4.3)
аккомодация в этой модели должна отсутствовать.

Прямые расчеты на ЦВМ системы N4 подтвердили этот вывод
(рис. 41). Экспериментальная проверка показала [37], что в во-
локнах Пуркинье аккомодация выражена очень слабо либо от-
сутствует вовсе.

Анодное размыкателъное возбуждение. В большинстве возбу-
димых мембран потенциал действия возникает не только в ответ
на включение катодного тока, но и при размыкании анодного тока.
Однако нуль-изоклины системы N2 предсказывают, что в мембра-
не Нобла в отличие от других мембран анодное размыкательное
возбуждение должно отсутствовать. Расчеты на ЦВМ полной си-
стемы N4 подтверждают и этот вывод (рис. 42).

Аналогично по фазовому портрету, построенному по записям
ионных токов (глава 5), было предсказано отсутствие анодного
размыкательного возбуждения в мембране волокна предсердия
лягушки. В дальнейшем это экспериментально подтвердилось [45].

Причина различного поведения моделей Ходжкина — Хаксли
и Нобла при выключении анодного тока легко устанавливается
при сравнении фазовых портретов редуцированных систем. В мем-
бране Ходжкина — Хаксли при большом гиперполяризующем
токе новое состояние равновесия оказывается ниже минимума
изоклины Ё = 0, и после выключения тока изображающая точка
попадает в область притяжения правой ветви нуль-изоклины Ё =
= 0 (рис. 42, в), а в мембране Нобла это невозможно ни при ка-
ких токах (рис. 42, г). Ионный механизм отсутствия анодного раз-
мыкательного возбуждения в мембране Нобла заключается в том,
что после выключения гиперполяризующего тока потенциал покоя
достигается с таким же калиевым током, какой имеет место в по-
коящейся мембране.

Аналогично с помощью качественных методов по фазовому
портрету системы N2 анализируются зависимость формы ответов
мембраны Нобла от момента раздражения, латентность 0 (Т) воз-
никновения ответов, жесткие режимы автоколебаний, возникаю-
щие при взаимодействии двух мембран (эхо), и другие явления [26].

4.5. Математические детали
асимптотического сведения уравнений Ходжкина — Хаксли
к системе второго порядка Н — На

1. В уравнениях Ходжкина — Хаксли выполнены соотношения

т . т ( £ ) < т „ ( £ ) , %h(E), (4.9)

хп (Е) ~ rh (E), (4.10)

п(Е) +K(E)~G = const = 0,85. (4.11)
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• 2. Математические модели возбудимых мембран

Эти соотношения использовались Фитц-Хью [11] для построения
так называемой (Е, т) системы, в которой оставались быстрые пе-
ременные Е и т, а медленные переменные h и п фиксировались.
Такой подход позволяет анализировать лишь быстрые движения
(передний фронт ПД), но не весь ПД.

Систему второго порядка, описывающую весь ПД, мы получи-
ли для уравнений Нобла, исключив быстрые переменные т и h
(раздел 4.1). Для уравнений Ходжкина — Хаксли так удается
исключить лишь переменную т (здесь постоянные времени т„ и
Th одного порядка). Соотношения (4.10) — (4.11) указывают,
как можно исключить еще одну переменную: объединить описание
переменных nuh. Но при этом необходимо позаботиться о реше-
нии двух вопросов. Соотношение (4.11) задает связь между уста-
новившимися значениями п (Е) и Ъ (Е). Что делать при произ-
вольных начальных условиях? Соотношения (4.10), (4.11) выпол-
няются приближенно. Можно ли быть уверенным, что при этом
решения систем Н — Н 2 и Н—Н 4 разойдутся мало?

2. Введем малые параметры

в 1 (Е) = [п (Е) + Ъ (E)]/G - 1, (4.12)

е2 (Е) = тд (Е)/хп (Е) - 1

и рассмотрим сначала случай, когда

в 1 (Е) = еа (Е) = 0. (4.13)

Покажем, что тогда в системе Н—Н4 при начальных условиях,
лежащих в области

h0 = G — щ, Ео, т0, п0 — произвольные, (4.14)

имеется закон сохранения

n(t) + k (t) = G. (4.15)

Используя равенство (4.15), можно построить систему третьего
порядка Н — Н 3

СЁ = - [gNam
s (G -n)(E- £Na) + gKn* (E - Ек) +

+ g,(E- Et)] + Iex,

т = Ifh (E) - т]1хт (Е), (4.16)

п = [h (E) - л]/т„ (Е).

Система (4.16) эквивалентна уравнениям Н—Н 4 в области (4.14).
Для доказательства существования закона сохранения (4.15)

введем в систему Н—Н4 вместо переменной h переменную

т, = G - п - h (4.17)
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и покажем, что т| (i) ^= 0 при г\0 = 0. С учетом равенства (4.13)
уравнения Н — Н 4 после замены (4.17) примут вид

СЁ=- №хЛт*{G-n-r\)(E- Ет) + gKn*(E - Ек) +

+ gl(E-El)]+Iex,

т = \т (Е) — m]/rm (E),

п = \п (Е) - п]/хп (Е), (4.18)

т) = - Ц I х п (Е).

Начальные условия (4.14) в новых переменных имеют вид:

•По = 0, Ео, т0, п0 — произвольные.

Уравнение четвертое системы (4.18) при фиксированном Е —
— Ео и произвольных начальных условиях т]0 имеет решение

Л = Ло ехр ( - t/xn (Eo)). (4.19)

Выбрав любое т0 > шах тп (Е) (достаточно т0 «г 5-Ю"3 с), полу-
чим, что решение четвертого уравнения Е системы (4.18) удовлет-
воряет неравенству

I Л (t) | < h o | ехр [ - */т0]. (4.20)

Отсюда следует, что т)0 = 0 влечет т] (t) = 0, и равенство (4.15)
доказано.

Отметим, что ограничения (4.14) на начальные условия не су-
жают область применения системы Н — Н 3 для анализа экспери-
ментальных данных, так как при отсутствии внешних воздействий
мембрана довольно быстро (т0 ~5-10~3 с) переходит в состояние
покоя. Поэтому любой эксперимент начинается из состояния по-
коя. А в силу условия Ej = 0 состояние покоя лежит в области
(4.14).

3. Покажем теперь, что и в случае, когда е, (Е) Ф 0 и е2 (Е) Ф
Ф 0, решения системы второго порядка близки к решениям ис-
ходных уравнений Н — Н4.

Для этого докажем, что если начальное значение переменной
удовлетворяет условию |TI O | < е0, где е0 задается соотношением
(4.24), то при всех t выполнено неравенство

Ч (0 < во- (4-21)

В системе (4.18) при условии е5 (Е) Ф 0 и е2 (Е) Ф 0 последнее
уравнение заменяется уравнением

т| = - ft + GE, (Е) + е2 (Е) (п (Е) - n))lxh (E), (4.22)
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и поскольку в Н — Н4 выполнено неравенство \п{Е) — п | < 1,
то

| Ge, (Е) + е2 (Е) (п (Е) - п) | < в., (4.23)

где
е0 = max [G6l (E) + е2 (/?)]. (4.24)

Рассмотрим область | i i K e u . Как следует из уравнений (4.22)
и (4.23), на границе области (т. е. при \ц\ — е0) выполнено усло-
вие d | г| | Idt < 0. Но, чтобы х\ (t) вышла за пределы области | к\ | <!
<< е0, необходимо, чтобы d I т| I dt Ъ- 0. Отсюда следует неравенство
(4.21).

Теорема о непрерывной зависимости решений от параметра
для первых трех уравнений системы (4.18) (параметр ij) показы-
вает, что решения систем Н — Н 4 и Н — Н 3 различаются на вели-
чину ~ eotex, где tex — время эксперимента.

На этом заканчивается обоснование перехода от уравнений
Н — Н4 к уравнениям Н — Н2, поскольку переход от системы
Н — Н 3 к системе Н — Н 2 обосновывается так же, как и для мо-
дели Нобла в разделе 4.1.

Таким образом, рассмотренные в этой главе примеры демон-
стрируют, что широкий класс электрофизиологических явлений
с достаточно хорошей для эксперимента точностью может быть
описан и даже предсказан на основе очень простых моделей второго
порядка, полученных предельными переходами из моделей типа
Ходжкина — Хаксли.

Глава пятая

БИОЛОГИЧЕСКИ АКТИВНЫЕ ВЕЩЕСТВА,
ИОННЫЕ ТОКИ
И ЭЛЕКТРОФИЗИОЛОГИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ
МЕМБРАН

Результаты, приведенные в предыдущей главе, покавывают, что
с помощью качественных методов удается определить основные
характеристики математических моделей мембран и проанализи-
ровать их поведение при различных изменениях параметров.
Поэтому естественно попытаться перенести эти методы на иссле-
дование живых мембран. Однако для этого необходимо уметь
получать нуль-изоклины непосредственно в эксперименте. Рас-
смотрим один из подходов к решению этой задачи.
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В работах [27—29] описывается метод, позволяющий строить
нуль-изоклины и фазовые портреты исследуемых мембран непо-
средственно по записям токов при фиксации потенциала на мем-
бране. Этот метод отличается простотой: для построения нуль-
изоклин достаточно экспериментально определить две вольт-ам-
перные характеристики (для быстрой и медленной компонент
мембранного тока) вместо большого числа кривых, которые не-
обходимы для идентификации параметров модели Ходжкина—
Хаксли.

Проиллюстрируем этот метод на примерах различных возбу-
димых мембран (гигантского аксона кальмара, нервного волокна
омара, перехвата Ранвье нервного волокна лягушки, волокна
портняжной мышцы лягушки, клеток сердца). В конце главы рас-
смотрим применение этого метода для поиска биологически ак-
тивных веществ.

5.1. Построение фазового портрета мембраны
по записям ионных токов при фиксации потенциала

Модель мембраны. Как показано в главе 4, уравнения Ходжкина—
Хаксли и Нобла с хорошей точностью аппроксимируются систе-
мами уравнений второго порядка.

Для анализа реальных мембран преобразуем системы (4.2),
(4.5) к виду, удобному для обработки записей ионных токов:

-СЁ *= I, (Е) + / + 1„, g = Ф (g, E). (5.1)

Здесь Е — мембранный потенциал, g — проводимость для мед-
ленного тока /, определяемая как

g = ЩЕ - Ео) (5.2)

(Ео — потенциал реверсии медленного тока), // (Е) — экспери-
ментально определяемая вольт-амперная характеристика для
установившегося быстрого ионного тока, 1ех — внешний ток,
Ф (g, E) — некоторая неизвестная функция, описывающая дина-
мику проводимости медленного тока. Для построения нуль-изо-
клин знание функции ф не потребуется; нужно будет лишь экспе-
риментально определить зависимость установившегося значения g
от Е (при ф = 0).

Построение нуль-изоклин. Для построения фазового портрета
исследуемой мембраны необходимо восстановить по эксперимен-
тальным данным только нуль-изоклины (Ё = 0, g = 0) системы
(5.1). Удобно рассматривать их отображение на плоскость (/, Е)
G помощью уравнения (5.2), поскольку в эксперименте измеряются
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Рис. 43. Построение фазового портрета мембраны по записям токов при фик-
сации потенциала
а — вольт-амперные характеристики для пикового 1.р и установившегося I$s токов; б —
построенные по ним нуль-ивоклины уравнений мембраны (1 = — I p (-E) — ивонлина Е «=
= 0; I = —Ip (Я) + Iss (E) — изоклина g = 0)

Рис. 44. Траектория движения изображающей точки во время потенциала
действия
о — в переменных (g, Е); б—отображение на плоскость (I, E). Граница устойчивой и не-
устойчивой областей (например, точка С) смешена по сравнению с ее положением на
плоскости (и, Е)

непосредственно ионные токи. В результате уравнения изоклин
принимают вид:

/ = _ / , (£) _ 1ех (изоклина Е = 0), (5.3)

/ = —If (Е) + / „ (Е) (изоклина g = 0),

где Iss (E) — вольт-амперная кривая полного установившегося
тока.

Уравнение первое системы (5.3) следует непосредственно из
первого уравнения системы (5.1). Уравнение второе системы (5.3)
получается следующим образом. Из равенств g = 0 и (5.2) следует,
что медленный ток / равен своему установившемуся значению /:

/ = /, (5.4)

а / находится из очевидного равенства

= // + (5.5)
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(полный установившийся ток Itt равен сумме установившихся
быстрого // и медленного / токов). Из равенств (5.5) и (5.4) следует
второе уравнение системы (5.3).

Фазовый портрет мембраны строится следующим образом.
Меняя фиксируемый потенциал Е, экспериментатор получает за-
писи ионных токов / (t) и по ним строит вольт-амперные характе-
ристики для полного установившегося тока Ies (E) и для быстрого
установившегося (пикового) тока If (E). Построенные по
ним с помощью уравнения (5.3) нуль-изоклины показаны на
рис. 43.

5.2. Техника анализа мембран по записям ионных токов

Построенный по записям ионных токов фазовый портрет позволяет
многое сказать о мембране. Поведение мембраны в значительной
степени определяется устойчивостью особых точек соответствую-
щего дифференциального уравнения. А устойчивость может быть
приближенно оценена по виду нуль-изоклин, входящих в урав-
нение (даже не зная функций). Это позволяет судить о характери-
стиках мембран по фазовому портрету.

Быстрые движения в системе (5.1) на плоскости (g, E) имеют
вид прямых g = const (рис. 44, а). На плоскости (/, Е), как следу-
ет из уравнения (5.2), быстрые движения осуществляются вдоль
пучка прямых / = const -(Е — Ео), проходящих через точку Ео

(рис. 44, б). Поэтому на плоскости (/, Е) границами устойчивых
и неустойчивых ветвей изоклины Ё — О являются не ее экстре-
мумы, как на рис. 44, а, а точки касания с прямой, проведенной
через Ео (рис. 44, б). Эти утверждения сразу же следуют из фор-
мулы (5.2). Рассмотрим характерные типы фазовых портретов мем-
бран, которые могут возникать в эксперименте.

Мембраны, не обладающие спонтанной активностью. На рис.
45, а, б показаны фазовые портреты мембран, отвечающих оди-
ночным импульсом на внешний стимул. Такое поведение опреде-
ляется тем, что на обоих фазовых портретах имеется устойчивая
особая точка, расположенная на левой ветви. На рис. 45, б по-
казан пример мембраны, также не обладающей спонтанной ак-
тивностью. Здесь имеются три особых точки, из которых две
неустойчивы (Ог и О3) и не влияют на потенциал покоя (Ег на
рис. 45, а), который определяется устойчивой особой точкой Ог.

Спонтанно активные мембраны характеризуются тем, что все
особые точки располагаются на неустойчивом участке изоклины
Ё = 0. Пример такой мембраны приведен на рис. 45, в, где не-
устойчивая особая точка окружена предельным циклом и наблю-
даются автоколебания.
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Рис. 45. Фазовые портреты мембран (А) и их электрическая активность (Б)
а, б — нормальные мембраны без спонтанной активности; в — спонтанно активная мем-
брана; г — мембрана с устойчивой деполяризацией. Ег — потенциал покоя, Eth — поро-
говый потенциал, Ed — потенциал устойчивой деполяризации, Ith — пороговый ток (ток
реобазы)

Мембраны с устойчивой деполяризацией. Второе устойчивое
состояние потенциала (устойчивая деполяризация) вызвано появ-
лением устойчивой особой точки О3, расположенной на правой
ветви (рис. 45, г). Эта точка определяет потенциал устойчивой
деполяризации Ed.

Заметим, что в реальной мембране устойчивая особая точка на
правой ветви может соответствовать не только устойчивой деполя-
ризации, но и потенциалам действия с увеличенной в несколько
раз длительностью. Причиной их появления могут быть так назы-
ваемые сверхмедленные переменные, не учитываемые ни этой
моделью, ни уравнениями Ходжкина—Хаксли.
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Определение
электрофизиологических характеристик
мембран по фазовым портретам

Как следует из уравнений системы (5.1), при пропускании внеш-
него тока 1ех изоклина Ё = О смещается без деформации по оси /
на величину 1ех, а изоклина g = 0 не меняется (рис. 46). Это
позволяет определить основные характеристики мембран, связан-
ные с действием внешнего тока.

Пороговый ток. Если изоклина Ё = 0 поднимется настолько,
что ее минимум окажется выше точки Oi, мембрана возбудится.
Необходимая для этого величина порогового тока Ith отмечена
на рис. 45, б, она равна разности ординат особой точки 0% и мини-
мума кривой Ё = 0.

Пороговый потенциал. Пороговый потенциал Eih для случая,
когда внешний ток имеет вид короткого прямоугольного импуль-
са, отмечен на рис. 45, и. Если к моменту выключения внешнего
тока потенциал мембраны окажется выше Eth, возникает импульс,
а если меньше Eth, то возникает только абортивный ответ.

Повторные ответы (автоколебания, вызванные током). При про-
пускании постоянного тока 1ех вместо особой точки О появляется
новая особая точка О'. Она может оказаться устойчивой (рис. 46, а)
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а — одиночный импульс; б — повторные
ответы; в — устойчивая деполяризация;
г — фазовый портрет, отмечены токи:

точек О и т)\ lTj — ток повторных от-
ветов (разность ординат точек А и т)\
Id — ток устойчивой деполяризации
(разность ординат точек D и М). т и
М — границы неустойчивой ветви изо-
клины к — о

Рис. 46. Анализ по фазовому портрету реакции мембраны на внешний

ток (ток показан над потенциалом действия)
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или неустойчивой, несмотря на то, что исходная точка была ус-
тойчивой (рис. 46, б). В первом случае автоколебания не возни-
кают, и мембрана выдает один импульс только при включе-
нии тока. Во втором случае возникают автоколебания под
током.

Устойчивая деполяризация под током. Если внешний ток до-
стигнет такой величины, что особая точка О' окажется на правой
ветви и станет устойчивой (рис. 46, в), то повторные ответы
прекратятся. Определение по фазовому портрету тока устой-
чивой деполяризации Id и тока повторных ответов показано на
рис. 46, г.

Аккомодация также может оцениваться по фазовому портре-
ту [24]. Фазовый портрет мембраны с сильной аккомодацией пока-
зан на рис. 46, а (особая точка О1 остается устойчивой при доста-
точно больших внешних токах, и медленно нарастающий ток не
может возбудить мембрану).

Фазовый портрет мембраны, не обладающий аккомодацией,
показан на рис. 46, б (медленно нарастающий ток может воз-
будить мембрану).

Анализ нуль-изоклин и ионные токи. Результаты анализа
нуль-изоклин легко перевести на язык вольт-амперных характе-
ристик ионных токов, более удобный для физиологов.

Покажем, например, как сформулировать в терминах ионных
токов условие возникновения повторных ответов (автоматия под
током). Это условие формулируется следующим образом. Если
установившийся ток Iss (E) на интервале тМ (рис. 47) возрастает
(кривая 1), то могут наблюдаться повторные ответы. Если /s, (E)
в интервале тМ убывает или остается постоянным (кривая 2),
то повторные ответы не возникнут ни при каких значениях внеш-
него тока.

Объясняется это следующим. Повторные ответы не возникнут
ни при каких токах, если новая устойчивая особая точка (вне
интервала тМ, рис. 47) возникнет раньше, чем исчезнет устойчи-
вая особая точка на левой ветви. В этом случае при увеличении
внешнего тока вместо повторных ответов будет наблюдаться скач-
кообразная деполяризация. Этот случай реализуется, если / s s (E)
не возрастает на интервале тМ, так как /„ (Е) есть разность
между быстрой и медленной нуль-изоклинами [см. формулу
(5.3)].

Стоит отметить, что особым точкам на фазовом портрете соот-
ветствует обращение Iss (E) в нуль. Неустойчивым особым точкам
соответствуют нули /„ (Е), расположенные на падающем участке
пикового тока 1Р (Е) (интервал тМ, рис. 47). Устойчивые особые
точки расположены вне этого участка. При ненулевом внешнем
токе 1ех особые точки определяются равенством / „ (Е) — — 1 е х .
Эти утверждения следуют из уравнений системы (5.3), так как
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Рис. 47. Анализ повторных ответов

а — пиковый ток, тМ — интервал неустойчивых особых точек; б — установившийся ток;
1 — повторные ответы возможны, 2—повторные ответы невозможны ни при каких зна-
чениях внешнего тока

особая точка есть точка пересечения нуль-изоклин, а нуль-изо-
клины пересекаются при / s s (Е) = — 1 е х .

Если Iss (E) возрастает в интервале тМ, то при увеличении
внешнего тока точка пересечения нуль-изоклин (особая точка)
плавно смещается. При ее попадании в область тМ возникают
повторные ответы. Аналогичным образом можно переформулиро-
вать в терминах ионных токов условия, определяющие аккомода-
цию, наличие или отсутствие анодноразмыкательного возбуж-
дения, существование второго предельного цикла на фазовом
портрете, «аконитиновые» спайки и другие эффекты.

5.3. Фазовые портреты мембран сердечной,
нервной и мышечной клеток

Описываемый метод настолько прост, что позволяет извлечь много
дополнительной информации из уже опубликованных экспери-
ментальных данных. В качестве примера па рис. 49—52 приведены
фазовые портреты мембран волокна предсердия лягушки, волокна
Пуркинье миокарда овцы, папиллярной мышцы морской свинки,
портняжной мышцы и миелинизированного волокна лягушки,
нервного волокна омара, построенные по приведенным в литера-
туре [40—44] записям ионных токов, на рис. 48 — фазовый пор-
трет модели аксона кальмара, построенный по тем записям ион-
ных токов, которые легли в основу модели Ходжкина—Хаксли.

На рис. 49 представлены фазовые портреты мембран, не об-
ладающих спонтанной активностью; на рис. 50, в — мембрана
с продленным потенциалом действия; на рис. 52, а — спонтанно
активная мембрана. Нуль-изоклнна быстрой переменной Е = 0
имеет типичную для большинства возбудимых мембран JV-образ-
ную форму.
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Падающий участок лежит в диапазоне деполяризаций 10—20
мВ. Нуль-изоклина медленной переменной g = 0 имеет S-об-
разную форму.

Фазовый портрет мембраны волокна (трабекулы) предсердия
лягушки, показанный на рис. 49, а, позволяет сделать следующие
качественные оценки: мембрана не является спонтанно активной
(особая точка устойчива), при возбуждении мембрана отвечает
спайком без устойчивой деполяризации (нет особой точки на пра-
вой ветви).

Фазовый портрет позволяет также сделать некоторые количе-
ственные оценки: потенциал покоя ЕТ — —70 мВ, величина по-
рогового тока приблизительно равна 2-10~8 А, пороговый потен-
циал около —50 мВ. Оценки, полученные по нуль-изоклинам,
хорошо согласуются с прямыми экспериментальными измерени-
ями.

Фазовые портреты волокна Пуркинье миокарда овцы и порт-
няжной мышцы лягушки показаны на рис. 49, б, в. Оценки, полу-
ченные по ним, также хорошо согласуются с данными, полученны-
ми в эксперименте.

5.4. Анализ действия вегцеств на мембраны

Рассмотрим другое применение описанного метода. Ниже будет
показано, что построение нуль-изоклин и фазовых портретов по
записям ионных токов открывает новые возможности для ис-
следования действия биологически активных веществ на мем-
браны.

Метод нуль-изоклин значительно облегчает расшифровку ион-
ных механизмов действия веществ, что в последнее время стано-
вится все более актуальным. Обычно лекарственное или биологи-
чески активное вещество (не являющееся специфическим блока-
тором или ингибитором) влияет одновременно на несколько ха-
рактеристик ионных токов, и тогда интерпретация эксперименталь-
ных данных оказывается неоднозначной.

Метод фазового портрета позволяет достаточно просто уста-
навливать, какие из регистрируемых в эксперименте изменений
ионных токов ответственны за изменения феноменологических
характеристик мембраны.

Этот метод может быть использован и для целенаправленного
поиска биологически активных веществ. С его помощью просто
и быстро строится математическая модель мембраны, модифици-
рованной исследуемым веществом. При этом появляется возмож-
ность на возникающие вопросы отвечать с помощью уже построен-
ной математической модели без новых трудоемких экспериментов.
Хотя, в принципе, возможность построения моделей дали уже
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ЮООмс
L

Рис. 50. Фазовые портреты и потенциалы действия нервного волокна омара
а,б — норма; в,г — 5-10—* М ДДТ; видно появление под действием ДДТ устойчивой осо-
бой точки О, приводящее к удлинению потенциала действия в несколько сотен раз (по-
строено по записям ионных токов и потенциалов действия из [43])
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Рис. 51. Фазовые портреты мембраны миэлинизированного волокна лягушки
а — норма; б — 0,5 мМ TEA; в — 6 мМ TEA

уравнения Ходжкина-Хаксли, но строить подобную модель для
каждого исследуемого вещества весьма трудоемко, и поэтому
для исследования действия веществ такой подход, естественно,
не применялся. Напротив, качественные методы (метод нуль-
изоклин) делают эту возможность легко осуществимой.

Здесь будет приведено несколько примеров изменения фазо-
вых портретов под действием веществ.

Действие ДДТ на нервное волокно омара. Фазовый портрет
волокна в норме и под действием ДДТ показан на рис. 50, о, в.
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Рис. 52. Фазовые портреты мембраны папиллярной мышцы морской свинки
а — спонтанная активность в бескальциевом растворе; б — исчезновение спонтанной
активности при добавлении 5 мМ Мп!+

Под действием ДДТ на фазовом портрете появляется дополнитель-
ная устойчивая особая точка О, расположенная на правой ветви
изоклины Ё = 0 (рис. 50, е). Эта точка предсказывает устойчивую
деполяризацию мембраны (второе устойчивое состояние мембран-
ного потенциала и появление очень длинных спайков), что и на-
блюдается в эксперименте (рис. 50, г).

Действие тетраэтиламмония (TEA). Фазовый портрет мем-
браны перехвата Ранвье миэлинизированного волокна лягушки
в норме и под действием TEA в разной концентрации показан на
рис. 51. Видно, что при большой концентрации TEA (6 мМ)
появляется устойчивая особая точка на правой ветви, что соответ-
ствует устойчивой деполяризации и продленным потенциалам
действия. При меньшей концентрации TEA особая точка распола-
гается вблизи границы устойчивой и неустойчивой областей, при
этом возможны колебания на вершине плато потенциала дейст-
вия. Эти феномены под действием TEA действительно имеют мес-
то [40].

Действие Мп2+. Фазовый портрет мембраны папиллярной
мышцы морской свинки (рис. 52, а) в бескальциевом растворе пред-
сказывает спонтанную активность (особая точка расположена
на средней ветви и неустойчива). После добавления 5 мМ Мп2 +

(блокатор медленного Na—Са входящего тока) особая точка ста-
новится устойчивой (рис. 52, б), что соответствует исчезновению
автоматии. Действительно, в этом препарате автоматия возникает
в бескальциевых растворах и устраняется использованной кон-
центрацией Мп2+.
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S.5. Предсказание электрофизиологических эффектов
с помощью качественных методов

Построение фазового портрета по ионным токам может быть
использовано для предсказания новых электрофизиологических
эффектов.

Ниже это иллюстрируется на примере мембраны трабекулы
предсердия лягушки.

Фазовый портрет мембраны (рис. 53) построен по записям
токов в режиме фиксации потенциала [45]. В качестве установив-
шегося быстрого тока выбран пиковый ток / р ; значения установив-
шегося тока /„ отсчитывались через 400 мс после начала скачка
потенциала. На основе этого фазового портрета можно сделать сле-
дующие предсказания: 1. Отсутствие аккомодации (независимость
порога возбуждения от крутизны возбуждающего тока). 2. Отсут-
ствие анодного размыкательного возбуждения — ответа на гипер-
поляризующий импульс. 3. Совпадение тока возникновения по-
вторных ответов с током реобазы.

Экспериментальная проверка [46] показала, что эти эффекты
действительно наблюдаются на мембране трабекулы предсердия
лягушки (рис. 54, 55).

Приведем еще один пример подобного предсказания. Под дей-
ствием деполяризующего внешнего тока на падающей ветви нуль-
изоклины Ё = 0 появляется неустойчивая особая точка. Это при-
водит к возникновению автоколебаний — хорошо известному
феномену повторных ответов (рис. 56). Однако у целого ряда
мембран при внешнем токе, незначительно превышающем порого-
вый ток 10, возникает устойчивая особая точка Oj на правой
ветви изоклины Ё = 0 (рис. 57, а).

Это означает, что если на такую мембрану подать скачок тока,
превышающий /0, то потенциал не вернется к потенциалу покоя
и установится на новом уровне. Такой эффект, аналогичный фе-
номену Тасаки, на нормальной мембране не наблюдался. Экспе-
рименты показали [46], что он действительно имеет место, но
в чистом виде наблюдается сравнительно редко. Чаще вместо
ожидаемого ступенчатого изменения потенциала возникают про-
дленные потенциалы действия (рис. 57, б). Появление продленных
потенциалов уже обсуждалось в разделе 5.4. «Сверхмедленные»
процессы, такие, например, как возрастание калиевого тока
с постоянной времени около 5 с [46], приводят к постепенному
увеличению крутизны нуль-изоклины g = 0 во времени и к мед-
ленному смещению особой точки О/, которая в конце концов теряет
устойчивость.

Этим и объясняются появление продленных потенциалов дей-
ствия вместо устойчивой деполяризации и постепенное изменение
частоты автоколебаний (рис. 56, б).
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Рис. 53. Вольт-амперные
характеристики (а) и фа-
зовый портрет (б) мемб-
раны трабекул предсер-
дия лягушки [45]

Стрелками показана тра-
ектория представляющей
точки (за нуль принят по-
тенциал покоя)
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Рис. 54. Отсутствие ак-
комодации в мембране
трабекулы предсердия
лягушки

а — изменение мембранного
потенциала при пропуска-
нии линейно нарастающего
тока различной крутизны;
б — зависимость порога от
времени возникновения воз-
буждения
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Рис. 55. Отсутствие
анодно-размыкательного
возбуждения в мембране
трабекулы предсердия
лягушки

« — ответ мембраны;
в — гиперполяриэующий ток
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Рис. 56. Повторные ответы в мембране трабекулы предсердия лягушки
а — фазовый портрет; особая точка Oj неустойчива. ФП предсказывает возникновение
автоколебаний под током (предельный цикл показан стрелкой); б — ответы мембраны
на внешний ток различной амплитуды
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Рис. 57. Продленные потенциалы действия в мембране предсердия лягушки
а — фазовый портрет, особая точка Oj устойчива. ФП предсказывает возникновение вто-
рого устойчивого значения потенциала (~ 40 мВ); б — ответы мембраны на внешний ток.
При увеличении тока от 0,09 мкА (крайняя левая запись) до 0,12 мкА (крайвяя правая
запись) длительность ответа возрастает примерно в 7 раз
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5.6. Границы применимости анализа мембран
по фазовому портрету

При работе с реальными мембранами можно считать, что метод
фазового портрета не приведет к значительным ошибкам, если
суммарный ионный ток четко разделяется на быстрые и медленные
компоненты. Это утверждение основано на хорошо известных
свойствах систем с малыми параметрами. Так, например, если
суммарный ток имеет несколько компонент с характерными вре-
менами т17 . . ., тп, то описание (5.1) применимо на временах по-
рядка tj, если характерные времена быстрых токов много меньше,
чем t j . Описание (5.1) удается использовать и в том случае, когда
медленный ток имеет несколько компонент. В этом случае их по-
стоянные времени должны быть либо близки к tj, либо много
больше, чем Tj («сверхмедленные компоненты»).

Вообще построение системы (5.1) можно рассматривать как
сведение методом малого параметра полной (неизвестной нам)
системы уравнений мембраны к системе второго порядка. При этом
уравнения для быстрых токов исключаются. Ошибка такого
асимптотического перехода определяется малыми параметрами:

/ {k = 1, . . . , / — 1).

Таблица 5

Точность построения фазового портрета по записям ионных токов

Трабекулы предсердия лягушки

Характеристи ки
Диапазон изменения
характеристик

Отличие от прямых
измерений, %

Пороговый ток, мкА
Пороговый потенциал,,
Амплитуда ПД, мВ

мВ
0,1-0,4

10—20
80—100

15
3
6

Модель Ходжкияа — Хаксли для гигантского аксона кальмара

Электрофизиологические
характеристики Оценка по ФЛ Прямые ивмерения

Амплитуда ПД, мВ
Следовой потенциал, мВ
Ток повторных ответов, мкА/см2

Аккомодация
Границы автоматии

АЕт (сдвиг т (Е)), мВ

АЕп (сдвиг п (/?)), мВ

111
—11,5

5,3
Есть (2 тип)

- 2 + - 9
3+19

ИЗ
- 1 1 , 3

6,1
Есть (2 тип)

—2-ь—11

3+24
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Таблица 5 (окончание)

Модель Франкенхойзера для перехвата Ранвье

Электрофизиологические
хараптеристи ки Оценка по ФП

Прямые
измерения Расхождение

Пороговый потенциал, мВ
Амплитуда ПД, мВ
Ток реобазы, мА/см2

Пороговый ток повторных ответов,
мА/см2

Пороговый потенциал повторных от-
ветов, ыВ
Пороговый ток устойчивой деполяри-
зации, мА/см2

Пороговый потенциал устойчивой де-
поляризации, мВ
Аккомодация

17,5
115,8

0,33
0,41

13

5,36

40,8

Есть

18
115

0,33
0,58

18

0,87

22,8

Есть

0,5 мВ
0,8 мВ

6%
29о/о

5мВ

51504

18 мВ

_

Точность метода для мембраны трабекулы предсердия лягуш-
ки оценивалась в работе [39]. Ионные токи и потенциалы действия
регистрировали двойным сахарозным мостиком. В табл. 5 сумми-
руются результаты сравнения непосредственного измерения ха-
рактеристики с их оценками по фазовым портретам для 10 тра-
бекул. Видно, что, хотя из-за различия трабекул пороги по току
и напряжению различаются от препарата к препарату в несколько
раз, среднее отклонение оценок по фазовому портрету от их ис-
тинных значений не превосходит 10—15%.

Детальное исследование точности метода на живых мембранах
(большое число характеристик на одной мембране) не дает надеж-
ных результатов из-за того, что характеристики живых мембран,
находящихся в установке по фиксации потенциала, меняются
с течением времени (медленное повреждение). Более детально
точность метода удается исследовать, используя вместо живых
мембран математические модели (их свойства не меняются со вре-
менем).

5.7. Оценка на математических моделях мембран
точности построения фазового портрета
по записям ионных токов

Модель Ходжкина—Хаксли. Для оценки точности с помощью мо-
дели Ходжкина—Хаксли получали [39] записи ионных токов
(моделируя на ЦВМ фиксацию потенциала) и записи потенциалов
действия (моделируя микроэлектродную регистрацию). Те же
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Рис. 58. Ионные токи и фазовый
портрет модели волокна Пур- /
кинье

а — запись суммарного ионного тока в модели N, при фиксации потенциала; б — учас-
ток той же кривой в увеличенном масштабе (шкала времени — логарифмическая); в — фа-
зовый портрет, построенный по вольт-амперным кривым токов

записи повторяли при измененных параметрах мембраны (что
моделировало действие веществ на мембрану).

По записям суммарного ионного тока строили фазовый пор-
трет мембраны (см. рис. 48). Характеристики определяли непо-
средственно (по записям потенциалов действия) и оценивали по
фазовым портретам. Результаты приведены в табл. 5. Видно, что
точность оценок достаточна для большинства электрофизиологиче-
ских задач.

Модель Франкенхойзера для перехвата Ранвье. Результаты,
полученные качественными методами для этой модели, приведе-
ны [47] в табл. 5. Видно, что оценки всех характеристик, кроме
относящихся к устойчивой деполяризации под током, вполне
приемлемы.

Модель Нобла. Записи суммарного тока при фиксации потен-
циала на модели Нобла приведены на рис. 58, а,б. Видно, что здесь
быстрые процессы заканчиваются к моменту, отмеченному на за-
писи стрелкой. Этот ток (на плато записи) и брали в качестве
быстрого установившегося тока (в отличие от всех других иссле-
дованных случаев, где в качестве быстрого установившегося тока
использовался пиковый ток / р ) .

Нуль-изоклины модели Нобла, построенные по записям ее
ионных токов, приведены на рис. 58, в. После того как эти нуль-
изоклины были перестроены в координатах (n4, E), оказалось,
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что они совпадают (в пределах долей мВ) с нуль-изоклинами систе-
мы Nt. Это значительно сократило дальнейший анализ. Получен-
ное совпадение нуль-изоклин означает, что о точности метода
фазового портрета для модели Нобла можно судить (с точностью
до долей мВ) по той же табл. 3, которая была получена при иссле-
довании модели Na, иными словами, здесь все характеристики
определяются с точностью не ниже 1—3% или единиц мВ.

Таким образом, приведенные примеры показывают, что каче-
ственные методы анализа, разработанные в теории колебаний,
оказываются довольно эффективным инструментом исследований
ионных токов мембран.

При этом они почти не увеличивают трудоемкость исследова-
ний и обеспечивают точность, достаточную для решения мно-
гих прикладных задач.



ВОЗБУДИМЫЕ СРЕДЫ.
ВОЛНЫ И АВТОВОЛНОВЫЕ ПРОЦЕССЫ

Глава шестая

РЕВЕРБЕРАТОР —ИСТОЧНИК СПИРАЛЬНЫХ ВОЛН
В ВОЗБУДИМЫХ СРЕДАХ

6.1. Автоволновые процессы, в возбудимых средах

Одним из основных механизмов, с помощью которого осуществля-
ется передача сигналов в живом организме, является распростра-
нение волн возбуждения. Волны возбуждения могут распростра-
няться не только по нервным клеткам, но и по клеткам скелетной
мускулатуры, кишечника, мочевого пузыря, кровеносных сосу-
дов, сердца. Распространяющаяся по мышечным клеткам волна
возбуждения запускает биохимический сократительный аппарат.
В мышце сердца и в гладкой мускулатуре кишечника волна воз-
буждения помимо электромеханического сопряжения обеспечи-
вает и синхронизацию сокращений отдельных мышечных волокон.
Нарушение распространения волн возбуждения может приводить
к различным серьезным заболеваниям: параличам, паркинсониз-
му, эпилепсии, сердечным аритмиям.

Распространение волн в возбудимых тканях существенно отли-
чается от распространения обычных электромагнитных и механи-
ческих волн. Так, волны возбуждения могут распространяться
без затухания за счет запасенной клеткой энергии. Основное
свойство возбудимой ткани — рефрактерность делает невозмож-
ным интерференцию и отражение волн. В этом смысле распростра-
нение волны возбуждения напоминает распространение пламени
по бикфордову шнуру или по сухой степи. За фронтом пламени
остаются выжженные участки, так что ни отражение волны, ни
прохождение одной волны сквозь другую, как при распростране-
нии обычных волн, не наблюдается. Аналогия волн возбуждения
с распространением пламени только частичная — в биологических
возбудимых тканях через некоторое время после прохождения
волны (это время получило название периода рефрактерности)
свойства клеток полностью восстанавливаются, и до ткани опять
может распространяться волна возбуждения.

Эта способность возбудимых тканей восстанавливать свои
свойства делает возможным возникновение так называемых авто-
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волновых процессов — процессов, аналогичных автоколебатель-
ным процессам в сосредоточенных системах. Автоволновые про-
цессы существенны для понимания активных сред самой различ-
ной природы: биологических, электрохимических, химических,
физических.

Наибольший интерес при изучении возбудимых сред представ-
ляют источники волн, которые качественно отличаются от из-
вестных генераторов автоколебаний в сосредоточенных системах.
Как будет показано ниже, источники волн могут возникать и
в таких средах, где ни один из элементов не способен самопроиз-
вольно возбуждаться (не является автоколебательным). Возник-
новение подобных источников связано с особыми пространствен-
ными режимами распространения волны возбуждения.

К настоящему времени изучены источники волн двух типов:
ревербератор, представляющий собой вращающуюся спиральную
волну, и эхо, или ведущий центр, посылающий концентрические
волны. Возникновение источников спиральных волн было теоре-
тически предсказано в работах Винера и Розенблюта [2], Бала-
ховского [3], источников эха — в работе Кринского и Холо-
пова [1]. Оба этих типа источников волн были экспериментально
обнаружены в распределенной химической активной среде Жабо-
тинским и Заикиным [5, 6].

Механизм возникновения и размножения источников волн ис-
следован Кринским [4,20]. Процесс размножения источников играет
важную роль в механизме фибрилляции, одной из наиболее опас-
ных сердечных аритмий. Исследованию свойств источников волн,
механизмов их возникновения, исчезновения и анализу пара-
метров, контролирующих эти процессы, посвящена третья часть
книги.

Для описания распространения волн возбуждения обычно ис-
пользуются системы нелинейных дифференциальных уравнений
с частными производными параболического типа, аналогичные
той, которую применили Ходжкин и Хаксли для описания распро-
странения импульса по нервному волокну:

- С -^- = D - g - + gmm*h (Е - Ет) + gKn* (Е - Ек) +

=[т (Е) - mj/Tm; -%- = [п (Е) - /г]/тп;

Системы уравнений такого типа встречаются не только при
изучении распространения волн в возбудимых тканях (нервах,
мышцах), но и в математической экологии, теории клеточной диф-
ференцировки, при описании распределенных химических си-
стем, в теории горения и т. д.
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Методы анализа подобных уравнений разработаны слабо.
Аналитически удается рассматривать только автомодельное реше-
ние — стационарное распространение волны. Первые успехи в
анализе автоволновых процессов были получены не при исследова*
нии уравнений с частными производными, а при анализе гораздо
более простых моделей. Важную роль сыграла работа Винера и
Розенблюта [2], в которой был предложен новый подход к анализу
волн в возбудимых тканях, основанный на изучении формальной
возбудимой среды. В этой модели среда представляет собой не-
прерывную совокупность элементов х, состояния которых дискрет-
ны, а для нее задано правило, определяющее взаимодействие эле-
ментов.

С помощью моделей возбудимых сред удается получать в ана-
литическом виде ответы на вопросы, которые в более детальных
моделях пока вообще не удается исследовать: изучать типы и
свойства источников волн в однородных и неоднородных средах,
механизмы возникновения и взаимодействия источников.

Анализ автоволновых процессов в моделях с частными произ-
водными до последнего времени проводился только численными
методами. В частности, воспроизведены оба типа источников волн,
обнаруженные при изучении формальных возбудимых сред [5, 7].
И лишь недавно появились работы, где к изучению автоволновых
процессов в моделях с частными производными применяются
качественные методы анализа [8—10]. Начал также изучаться
еще один класс моделей, промежуточных между моделями фор-
мальных возбудимых сред и уравнениями с частными производ-
ными. Такими моделями являются цепочки электрически связан-
ных клеток. Эти модели, исследуемые качественными методами,
позволяют связать возникновение автоволновых процессов с ре-
ально измеряемыми в эксперименте параметрами клеточной мем-
ораны.

В настоящее время одно из основных приложений исследо-
вания источников спиральных волн в возбудимых средах связано
с изучением различных патологий сердечной мышцы и прежде все-
го — сердечных аритмий, возникающих при аномальных режимах
распространения волн возбуждения. Одной из наиболее опасных
сердечных аритмий является фибрилляция желудочков сердца,
при которой нарушается синхронизация сокращений отдельных
мышечных элементов и сердце перестает нагнетать кровь, что
приводит к мгновенным летальным исходам.

Попытки объяснения возникновения сердечных аритмий по-
явлением источников возбуждения предпринимались уже давно.
Еще в 1913—1914 гг. в работах Майнса и Гэрри [И, 12] круговое
движение возбуждения вокруг отверстия (reentry) рассматрива-
лось в качестве одного из возможных механизмов сердечных
аритмий.
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Математическое исследование спиральных волн впервые было
проведено в работе Винера и Розенблюта [2]. Ими была исследо-
вана волна, вращающаяся вокруг отверстия. Полученные резуль-
таты позволили объяснить трепетание предсердий циркуляцией
волны вокруг полых вен. Компьютерная модель фибрилляции
впервые была построена Моу и др. [13]. Был выделен ряд пара-
метров, которые могли затруднять возникновение фибрилля-
ции в модельной среде. Однако оставались и серьезные проб-
лемы.

1. Как модель Винера — Розенблюта, так и модель Моу не
могли объяснить механизм аритмий, возникающих на участке,
существенно меньшем винеровской длины волны К, которые на-
блюдались экспериментально [14, 15].

2. Оставалось не ясно, как могут возникать источники спи-
ральных волн в среде без отверстий.

3. Оставалась нерешенной и проблема параметров сердечной
ткани, на которые должны действовать антиаритмические вещест-
ва. Как следовало из теории, противоаритмические вещества
должны увеличивать длину волны X и уменьшать неоднородности
миокарда по рефрактерности [16]. «Классические» противоарит-
мические препараты (хинидин, прокаинамид) так и действовали.
Но впоследствии был обнаружен ряд противоаритмических ве-
ществ (см. классификацию в работах [17—19]), не укладывав-
шихся в эту схему. Противоаритмические вещества уменьшали
скорость распространения v (за счет увеличения порогов возбуж-
дения и уменьшения максимальной крутизны переднего фронта
потенциала действия), что приводило к уменьшению (вместо уве-
личения) длины волны К. Математическая теория в то время ни-
чего не могла дать для объяснения возможных механизмов дей-
ствия таких веществ.

Эти первые неудачи продемонстрировали, что для решения
возникших вопросов необходимы серьезные математические
исследования возбудимых сред и автоволновых процессов в
них.

6.2. Распространение волн в однородной среде.
Спиральная волна, вращающаяся вокруг отверстия,
и ревербератор

В этом разделе излагаются результаты, полученные в основ-
ном на моделях формальных возбудимых сред, которые внесли
основной вклад в понимание качественных механизмов возникно-
вения и типов автоволновых процессов.

Наиболее простой и удобной для анализа моделью возбудимой
среды оказалось обобщение [4] модели Винера—Розенблюта для
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Рис. 59. Соответствие между состояниями и фазами в модели возбудимой
среды

а — одиночный элемент (вверху — состояния, внизу — фаза); б — волна в волокне (тон-
кой линией показано положение волны через время Д(). Значения фазы В — т < V < Я
соответствуют состоянию возбуждения (i), значения 0 < и < Д — х — состоянию реф-
рактерности (2), и = 0 — состоянию покоя (з)

ненулевой длительности возбужденного состояния (т). Хотя
эта модель (т-модель), как и модель Винера — Розенблюта, не дает
количественных оценок, она сравнительно просто позволяет
понять механизм возникновения и основные свойства автоволно-
вых процессов на качественном уровне.

Свойства среды (i-моделъ). Среда представляет собой непрерыв-
ную совокупность элементов х. Каждый элемент может находить-
ся в одном из трех состояний: покоя, возбуждения, рефрактер-
ности. Если покоящийся элемент переведен в возбужденное со-
стояние, то он находится в этом состоянии в течение времени т,
затем переходит в состояние рефрактерности, которое длится
время R — т, после чего переходит в состояние покоя и остается
в нем. Из состояния покоя в состояние возбуждения элемент мо-
жет быть переведен либо внешним воздействием, либо воздей-
ствием соседних возбужденных элементов. Волна возбуждения
от любого возбужденного элемента распространяется только по
области покоящихся элементов с постоянной скоростью v.

Для удобства анализа в некоторых случаях используется по-
нятие фазы и (х, t); она определяется следующим образом (рис. 59).
Состоянию покоя приписывается значение и — 0, для остальных
состояний фаза определяется как время, оставшееся до перехода
элемента в состояние покоя. При таком определении фаза в момент
возбуждения элемента принимает значение и = R; значения
R > и > R — т соответствуют состоянию возбуждения, значе-
ния R — т ^ > и ^ > 0 — состоянию рефрактерности. Преобразова-
ние, переводящее за малый промежуток времени и в и -\- du
таково: du = —dt, если и ^> 0, а если и = 0 как в данной точке,
так и в близких к ней точках, то du = 0. Если же в данной точке
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и = 0, а в некоторой близкой к ней точке (отстоящей не далее,
чем на vdt) выполнено условие и ^> R — т, то на всем отрезке ме-
жду этими точками du = R.

Одиночная волна. Волна в одномерной среде — волокне пока-
зана на рис. 59, б. Ее длина равна произведению рефрактерности R
на скорость v. Аналогично в двумерной среде за каждым свободно
распространяющимся фронтом волны движется полоса фиксиро-
ванной ширины, в которой элементы не находятся в состоянии
покоя. Ее ширина называется длиной волны X [2]. Волна, дви-
жущаяся со скоростью v, имеет длину X = Rv. Передняя часть вол-
ны длиной iv состоит из возбужденных элементов, задняя длиной
(R — x)v — из рефрактерных.

Показанная на рис. 59, б волна возникла после однократного
возбуждения правого конца волокна. Эту же волну можно полу-
чить и другим способом, не нанося возбуждение на исходно по-
коящуюся среду, а задав в качестве начальных условий распре-
деление фаз и (х), показанное внизу.

ROAHO, в кольце. Простейшим одномерным аналогом спиральных
волн являются волны, циркулирующие в кольце из возбудимой
ткани. Условие осуществимости этого режима очевидно: кольцо
не должно быть слишком коротким; его длина I должна быть не
меньше длины волны X. Все точки кольца возбуждаются с пе-
риодом Т = 1/о.

Однако не столь очевидно, как такой режим может возникать:
если возбудить некоторую точку кольца, то возбуждение распро-
странится в обе стороны, волны встретятся в противоположной
части кольца и погаснут.

Уже на этом простейшем примере видно важное свойство режи-
мов циркуляции: они не могут возникать «естественным образом»
в изотропных, однородных возбудимых средах. Возникновение
таких режимов будет рассмотрено в следующем параграфе.

Спиральная волна в двумерной среде с отверстием.Аналогично
циркуляции в кольце волна может циркулировать и в двумерной
среде вокруг отверстия. Этот режим был детально исследован
Винером и Розенблютом [2]. Предложено два типа описаний —
в терминах фронтов волн и в терминах траекторий распростране-
ния возбуждения. Показано, что длина замкнутой траектории, по
которой циркулирует возбуждение, равна периметру I для выпук-
лого отверстия. При этом волна периодически возбуждает все точ-
ки среды с периодом Т = l/v. Фронт волны определяется по
принципу Гюйгенса и представляет собой спираль-эвольвенту
отверстия (рис. 60).

Спиральная волна в среде без отверстий. Ревербератор. Явля-
ется ли для спиральной волны обязательным наличие отверстия
(невозбудимого участка)? Винер и Розенблют показали, что по
крайней мере не является обязательным наличие большого отвер-
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Рис. 60. Спиральная волна циркули-
рует вокруг отверстия. Цифрами обоз-
начены последовательные положения
волны [2]

стия — волна может циркулировать по пути, охватывающему не-
сколько маленьких отверстий. Периметр каждого отверстия меньше
длины волны X, но суммарная длина пути оказывается большей
чем Я. С помощью анализа траекторий распространения они про-
демонстрировали, что режим циркуляции возможен в сети из возбу-
димых элементов при любом, даже как угодно малом по сравнению
с Я,, размере ячейки сети. На случай непрерывной среды этот ре-
зультат обобщен Балаховским [3]. Такие источники спиральных
волн впоследствии получили название ревербераторов и были де-
тально исследованы в работах Кринского [20, 21].

Ревербераторы естественно возникают в неоднородных средах.
Механизм их появления и размножения будет подробно рассмотрен
ниже.

6.3. Возникновение ревербератора
в простейшей неоднородной среде

Качественное представление о процессе рождения ревербератора
дает рис. 61. Изображены две волны, следующие одна за другой
со столь малым интервалом, что вторая волна не может возбудить
область!), где рефрактерность повышена. В результате появляется
разрыв волны (рис. 61, б). При его эволюции края разрыва скручи-
ваются в спираль, и возникает ревербератор (рис. 61, в, г).

Чтобы за этой картиной проследить в деталях, а также иссле-
довать свойства ревербератора как источника волн, сначала рас-
смотрим особенности распространения волн в неоднородной среде.

Трансформация ритма в волокне. Одним из интересных явлений,
наблюдающихся в неоднородных возбудимых системах, является
трансформация ритма: если на среду наносится возбуждение с до-
статочно высокой частотой, то возможно периодическое выпадение
одного импульса из серии, так что из каждых N посланных им-
пульсов проходит только ./V — 1. Анализ различных моделей транс-
формации ритма и обзор экспериментальных работ можно найти в
[221. Трансформация ритма играет важную роль при образовании ис-
точников волн, поэтому остановимся на ней более подробно. Пусть
имеется волокно (рис. 62), состоящее из двух однородных отрезков
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рис. 61 • Возникновение ревербератора (спиральной волны в среде без отвер-
стий и препятствий)
Пунктирной линией отмечена область D с повышенной рефрактерностью (R,). Сплошной
пинией изображен фронт волны.
а — исходное положение двух плоских волн; стрелками показано направление движе-
ния; 1—2 — номер волны; б — вторая волна не входит в область D; возник разрыв фрон-
та; в — правый край разрыва начинает скручиваться в спираль; г — возникла спираль-
ная волна — ревербератор. Ревербератор может возникать, только если интервал Т меж-
ду волнами достаточно мал: Т < В,. При Г > R, разрыва волны не будет, и ревербера-
тор не образуется

Рис. 62. Трансформация ритма в волокне
а — распределение рефрактерности в волокне, показанном на рис. б;
в — случай, когда при периодической стимуляции левого конца волокна из каждых четы-
рех импульсов до правого конца доходят только три. 4-й импульс возбуждает элементы из
в_, но состояние возбуждения (двойнаяштриховка) оканчивается раньше, чем рефрактер-
ность (одинарная штриховка) от 3-го импульса в элементах в+.
г, в — возникновение циркуляции импульса в кольце при трансформации ритма. CD —
участок с повышенной рефрактерностью: г — 1-й импульс распространяется налево и на-
право; в точке В эти импульсы сталкиваются и гаснут; д — распространение 2-го импульса
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с различной рефрактерностью: рефрактерность левого равна Д м ,
правого — RE, причем i?M < RB. Левый конец возбуждается
внешними импульсами с периодом Т, меньшим, чем рефрак-
терность правой половины волокна (Г <^ R& но Т ^> RM)- Тог-
да участок с рефрактерностью RB не может пропустить все
импульсы. Легко видеть, что уже вторая волна подойдет к участку
с повышенной рефрактерностью ранее, чем он выйдет из состоя-
ния рефрактерности. Если бы т равнялось нулю, то эта волна
погасла бы на границе (в точке Ь). Однако согласно свойствам сре-
ды точка, возбудившись, находится в возбужденном состоянии
в течение времени т; если за это время правый участок успеет
выйти из рефрактерности (это возможно, если i?n—Дм <С т),
то волна двинется дальше. Разность фаз элементов Ъ_ и Ъ+

(рис. 62, в) к моменту подхода первого импульса равнялась нулю;
к моменту подхода второго импульса она равна б = R& — Т,
для третьего — 26 и т. д. Действительно, пусть элементы Ъ_
возбуждаются в моменты времени О, Т, 2Т, ЪТ . . . Элементы Ь+

не могут возбуждаться с периодом Т, так как Т •< RB; ОНИ воз-
буждаются, как только выходят из состояния рефрактерности,
т. е. в моменты 0, RB, 2 Л Б , ЗДБ И Т. Д. Сравнивая эти моменты
возбуждения, получаем выражение для разности фаз Аи, возник-
шей к k-му импульсу:

Аи* = (ft - 1)6, б = RB - Т. (6.1)

Как только разность фаз превысит т, соответствующий импульс
не сможет возбудить Ь+ и выпадет. Номер выпадающего импуль-
са N легко определяется из условий Aujv ^> т, Au^-i < т; он равен

N = 2 + [т/(Лв - Т)], (6.2)

где квадратные скобки обозначают целую часть числа.
Из-за того что N-й импульс выпал, для следующего импульса

разность фаз Дм уменьшится (см. рис. 62, в). Если она станет равна
нулю, как это было для первого импульса, то выпадения импуль-
сов будут происходить периодически. Так будет, если т < Vai?B.
Как видно из равенства (6.2), период трансформации ритма N
тем больше, чем ближе период импульсов Т к рефрактерности RB-

КОЛЬЦО. Возникновение циркуляции. В кольце, неоднородном
по рефрактерности, трансформация ритма может приводить
к возникновению циркуляции возбуждения. Рассмотрим кольцо
(рис. 62, г, д), в котором рефрактерность всюду равна /?м, кроме
участка CD, где она равна RB (больше, чем в остальной части
кольца). Если в точку А послать подряд два импульса с доста-
точно маленьким интервалом, то волна от второго импульса,
идущая влево, погаснет из-за трансформации ритма, а идущая
вправо будет двигаться по кольцу. Если длина кольца достаточно
велика, то эта волна подойдет к участку CD, когда он уже выйдет
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Рис. 63. Трансформация ритма в двумерной среде

а — распределение рефрактерности (Rg > Ry0> б — возникновение разрыва фронта вол-
ны а, при трансформации ритма. Волны распространяются сверху вниз

из состояния рефрактерности — возникнет циркуляция импульса
в кольце.

Мы уже упоминали, что в однородном кольце для возникнове-
ния циркуляции надо задавать специальные начальные условия
или вводить сложные дополнительные постулаты, выходящие за
рамки анализируемой модели. В неоднородной среде, как мы
видели, режим циркуляции возникает просто и естественно.

Трансформация ритма в двумерной среде. В двумерной неод-
нородной среде трансформация ритма приводит к образованию
разрывов фронта волны на границе неоднородности. Как будет
показано ниже, при определенных условиях из разрыва может
образоваться ревербератор.

Рассмотрим подробнее механизм формирования разрыва.
На рис. 63 показана неоднородная среда, состоящая из двух об-
ластей с рефрактерностями i?e и Ям, где RE ^> -им. Волны рас-
пространяются сверху параллельно стороне AD. Интервал Т
между волнами ах и а2 таков, что волна а2 не может возбудить
область с рефрактерностью RE (Т < RB — т), но по области i?M
волна а2 распространяется. Возникает разрыв фронта волны а2.
Этот разрыв будет двигаться вдоль границы EF, так как за вол-
ной аг движется рефрактерный хвост, длина которого в области
RB больше, чем в области /?м, в результате чего возбужденные
участки волны а2 справа (вдоль EF) граничат с рефрактерным
хвостом волны ах и не могут распространяться вправо.

Заметим, что если интересоваться распространением возбуж-
дения только вдоль линии АВ, то мы увидим картину трансформа-
ции ритма, обычную для одномерной среды: первый импульс про-
шел, а второй выпал.

Возникновение ревербератора на неоднородности при транс-
формации ритма показано на рис. 64. Изображены две волны, дви-
жущиеся одна за другой с малым интервалом, таким, что волна 2
не может возбудить участок с повышенной рефрактерностью
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Рис. 64. Механизм возникновения ревербератора при огибании разрывом
волны участка с повышенной рефрактерностью

Слева рефрактерность (Н) меньше, чем справа (R,). Возбужденные участки зачернены,
рефрактерные — заштрихованы. Стрелки показывают направления движения волны.
А — волна 2 движется только по левой области, справа фронт возбуждения волны 2 упи-
рается в более длинный рефрактерный хвост волны 1; Б — волна 2, двигаясь вдоль гра-
ницы двух областей (ВС), отстает от волны 1 (волна 1 приходит в точку В по кратчайшему
пути АВ, а волна 2 — по длинному СВ), фронт возбуждения волны 2 благодаря этому на-
чинает соприкасаться в точке JV с покоящимися участками правой области; В — возбуж -
дение от волны 2 распространяется по правой области, в точке М оно сможет вновь перей-
ти в левую область; Г — волна перешла в левую область и образовала ревербератор, а —
г — эволюция траектории движения разрыва волны 2 при образовании ревербератора

Рис. 65. Ревербератор в химической
возбудимой среде |5]

расположенный справа от линии ВС), и возникает разрыв вол-
ны 2. Он сохраняется до тех пор, пока возбужденные элементы
волны 2 справа граничат с рефрактерными элементами, принадле-
жащими к «хвосту» волны 1 (рис. 64, А). По мере того как волна 2
отстает от волны 1, возбужденные элементы волны 2 получают
возможность в некоторой точке N (рис. 64, Б) вступить в контакт
с элементами, которые перешли в состояние покоя.

Волна получает возможность распространяться и в правую
полуплоскость. Через малое время dt в правой полуплоскости
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она имеет вид полуокружности радиуса vdt с центром в N
(рис. 64, В). На участке, отмеченном на рис. 64, Б стрелкой,
волна может распространяться только справа от АВ, так как
слева от АВ среда рефрактерна. Миновав рефрактерный «хвост»,
движущийся навстречу ей по левой полуплоскости, волна в точ-
ке М (рис. 64, Г) входит в левую полуплоскость. Возбуждение
совершило полный оборот вокруг MN и будет циркулировать так
и дальше.

6.4. Ревербератор в более детальных моделях

Подобным же образом ревербератор может возникать и в непре-
рывных моделях возбудимых сред.

Визуально наблюдаемый ревербератор. В тонком (1—2 мм)
слое раствора, в котором протекает реакция окисления бромма-
лоновой кислоты броматом, катализируемая комплексными иона-
ми железа переменной валентности, были получены визуально
наблюдаемые концентрационные волны синего цвета на ярко-
красном фоне [6]. Волны здесь аналогичны волнам в известной
модели Лилли («железный нерв»), нов отличие от нее здесь просто
наблюдать двух- и трехмерное распространение волн. В этой
системе был получен ревербератор (рис. 65) [5, 23]. Ревербератор,
возникающий в трехмерной (объемной) среде такого типа, был
экспериментально исследован в работе [24].

Ревербератор в модели Нобла. В работе [25] было рассчитано
возникновение ревербератора в неоднородной по рефрактерности
полоске ткани сердца, каждый элемент которой описывался урав-
нением Нобла. Ревербератор был получен в ответ на два импульса
внешнего тока (рис. 66). Волна совершила два оборота, после чего
полоска ткани перешла в состояние покоя. Рисунок 66, в позво-
ляет сравнить потенциалы с потенциалами, регистрируемыми
микроэлектродом при возникновении уязвимости. Особенно ин-
тересно поведение потенциала в центральной области ревербера-
тора (точка с).

Другие модели. В работе [26] с помощью гибридной аналого-
цифровой машины промоделировано возникновение ревербератора
в однородной плоской среде (30 X 30 элементов), каждый из ко-
торых описывается системой дифференциальных уравнений треть-
его порядка, близкой к уравнениям Нобла. Ревербератор в среде,
образованной из перемешанных волокон двух типов, анализиро-
вался в работе [27]. В работе [28] на ЦВМ моделировалось воз-
никновение ревербератора в среде с большим числом элементов
(75 X 75), причем особое внимание уделено структуре внутренней
зоны ревербератора.
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х,см
Рис. 66. Возникновение ревербератора при компьютерном моделировании
уязвимости в сердечной ткани, неоднородной по рефрактерности. На полос-
ку ткани, описываемую уравнениями Нобла, подано два раздражающих
импульса с интервалом 82 мс
а — последовательные положения первой волны; цифры указывают время (в мс); б — рас-
пространение второй волны; виден разрыв волны (( = 92 мс), вращающийся вокруг цент-
ральной части полоски; в — записи потенциала в точках а, в, с, отмеченных на рис. а.
Стрелками показаны моменты нанесения раздражающих импульсов

6.5. Свойства ревербератора как источника воли.
Размножение ревербераторов в неоднородной среде.
Время жизни

На. т-модели были обнаружены следующие свойства ревербера-
тора [4]:

В однородных средах: 1. Время жизни ревербератора бесконеч-
но. 2. Характерный размер ревербератора равен винеровской дли-
не волны X. 3. Период волн, посылаемых ревербератором, равен
рефрактерности В. 4. Ревербератор может возникать лишь при
специально подобранных начальных условиях. Эти условия соот-
ветствуют разрыву волны и в однородных средах «естественным»
образом не реализуются.

В неоднородных средах: 1. Время жизни ревербератора конеч-
но. 2. Размер ревербератора уменьшается с течением времени
и может быть меньше, чем X. 3. Частота волн, посылаемых ревер-
бератором, есть максимально возможная частота возбуждения
данной среды. Поэтому ревербераторы, посылающие волны с раз-
личающимися частотами, в принципе не синхронизируются. Ре-
вербератор (см. рис. 64) посылает волны в левую половину среды
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с периодом R и в правую с периодом Лх (периоды Tt = Rt).
4. Ревербератор может возникать на неоднородности из разрыва
волны. 5. Возможен процесс «размножения» ревербераторов:
волны, посылаемые ревербераторами, разрываясь на неоднород-
ностях, приводят к формированию новых ревербераторов, как
на рис. 67.

Рассмотрим некоторые свойства ревербератора подробнее. Для
определения параметров ревербератора удобно проследить, что
будет со спиральной волной, циркулирующей вокруг отверстия,
если это отверстие убрать (использовав стандартный прием, при-
нятый в топологии, «сшивания» краев отверстия) (рис.68). Легко
видеть, что спиральная волна не исчезнет. В самом деле, некоторое
время волна будет двигаться, как и раньше (рис. 68, б), т. е. толь-
ко справа от линии AN, так как слева от AN точки находятся
в состоянии рефрактерности. Так будет продолжаться до тех пор

Рис. 67. Пример неоднородной среды, в
которой возможно размножение ревербера-
торов
Волны, посылаемые ревербератором, возникшим
на границе областей с рефрактерностями R, и B t ,
разрываются на границах соседних областей
(если их рефрактерности R,, Н»,К« > R,). Из этих
разрывов могут возникать новые ревербераторы
(отмечены крестиками). Пунктирные линии пока-
зывают границы областей с различной рефрактер-
ностью

i г

Рис. 68. К анализу свойств ревербератора. Возникновение ревербератора из
волны, циркулирующей вокруг разреза в среде
а — циркуляция волны вокруг разреза, разрез показлн толстой черной линией. Изобра-
жены передний и задний фронты волны, пунктирная стрелка длины волны X — отрезок
траектории распространения возбуждения. Область рефрактерности заштрихована. На
рис. б — г, е показана только траектория распространения возбуждения; б — г — пос-
ле «сшивания» краев разреза возникает ревербератор, в — последовательные положения
(1—в) переднего фронта волны; е — схема ревербератора в неоднородной среде: точка пе-
рехода волны из области Rg в область Я л смещается с каждым оборотом волны (М, М,
М, и т. д.)
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пока передний и задний фронт волны не окажутся в положении,
показанном на рис. 68, в. Поскольку разрез теперь отсутствует,
волна сможет в точке М перейти через линию AN (справа рефрак-
терность уже окончилась). Зазор PQ между передним и задним
фронтами волны сократится до нуля. Далее волна возбуждения
будет двигаться вокруг линии MN точно так же, как если
бы вдоль линии MN был проведен разрез — возник ревербе-
ратор.

Период ревербератора. Поскольку при образовании ревербе-
ратора зазор PQ между передним и задним фронтом волны сокра-
щается до нуля (рис. 68, в, г), то элементы, расположенные вдоль
линии разрыва фаз MN, возбуждаются сразу же, как только
выходят из состояния рефрактерности. Это означает, что в одно-
родной среде ревербератор посылает волны с периодом Т = R.

В неоднородной среде период волн, посылаемых реверберато-
ром, зависит от направления. Рассмотрим случай, когда ревер-
бератор возникает на границе двух полуплоскостей с рефрактер-
ностями ДБ И Дм (рис. 68, е). Пусть MN — линия разрыва фаз.
Покажем, что в области с рефрактерностью Ru все точки возбуж-
даются с периодом Т = RB', В области с рефрактерностью i?M
есть точки, возбуждающиеся с периодом /?м-

Первая часть утверждения следует из рис. 68, в. При опреде-
лении периода волн в области с рефрактерностью Ям возникает
осложнение. Оно заключается в том, что для ревербератора в не-
однородной среде с каждым оборотом волны линия разрыва фаз
укорачивается, и волна переходит в левую полуплоскость
(рис. 68, е) каждый раз в новой точке (точки Mlt Мг, . . .). В ре-
зультате возникает эффект Доплера, и частота волн, распростра-
няющихся в левой полуплоскости в разных направлениях,
оказывается различной; поэтому кроме точек, возбуждающихся с
периодом Ryi, в области Ru есть точки, возбуждающиеся с перио-
дом RB-

Чтобы найти частоту волн в левой полуплоскости, испускае-
мых этим движущимся источником (точки М, Ми М2, . . .),
можно использовать формулы эффекта Доплера, как это сдела-
но в [27]. Но здесь проще определить эти частоты непосредственно.
Для волн, распространяющихся вверх от точки М по области Ru,
период равен RE, так как вместо подвижного источника Af j
можно рассмотреть неподвижный источник N. Для волн, распро-
страняющихся вниз от точки М (в направлении MN), период ра-
вен Дм, что следует из рис. 68, в.

RpeMJ, жизни. В однородной среде ревербератор может суще-
ствовать неограниченно долго. В неоднородной среде время жизни
ревербератора конечно; он исчезает после того, как волна совер-
шит несколько оборотов (рис. 69). Причина гибели ревербера-
тора — трансформация ритма: волна не может в очередной раз
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Рис. 69. Конечное время жизни ревербератора в неоднородной среде
Пунктиром отмечена область D с повышенной рефрактерностью (R,); тонкая линия спра-
ва — граница среды; толстой линией изображен фронт волны, а — к — последовательные
положения волн; 2, з, 4 — номер волны.
а — разрыв волны 2; б — в точке N волна вошла в область D; в — волна вышла из облас-
ги D (теперь эта третья волна в среде); г — волна вторично вошла в область D (в точке
М); а — волна вышла из области I) (это — волна 4); е — волна не смогла в третий раз вой-
ти в область D (из-за трансформации ритма в окрестности точки Л); ж — и — последова-
тельные положения волны 4, которая доходит до границы среды и исчезает (к)

перейти из области с малой рефрактерностью в область с большой
рефрактерностью.

Время жизни ревербератора, измеряемое числом оборотов пщ
волны возбуждения вокруг линии разрыва фаз, равно числу им-
пульсов, проходящих при трансформации ритма:

= 1 + [т/(Яв - Ям)]. (6.3)

Эта формула следует из равенства (6.2), так как левая полу-
окрестность точки N (см. рис. 65) возбуждается с периодом Дм,
а правая — с периодом Ив-

Видно, что время жизни ревербератора «ж тем меньше, чем
больше неоднородность (больше разность Йв — Яш).

Замечание. В модели Винера (т = 0) время жизни ревербе-
ратора в неоднородной среде равно единице (послав одну волну,
он исчезает при любой, даже сколь угодно малой, неоднородности
ДЯ).

Размер ревербератора. Будем характеризовать размер ревер-
бератора длиной замкнутой траектории, по которой циркулирует
волна, т. е. удвоенной длиной линии разрыва фаз.
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В однородной среде размер I ревербератора равен длине вол-
ны Я, (рис. 68). В неоднородной среде происходит трансформа-
ция ритма, и с каждым оборотом волны нарастает разность фаз.
Соответственно этому укорачивается длина пути, проходимого
волной при каждом обороте. Длина этого пути равна

I = (ДБ - Ли)», (6.4)

где Ди — разность фаз. Использовав формулу (6.1) для разности
фаз ДмЛ при трансформации ритма, получим, что с каждым оборо-
том волны длина пути укорачивается на Л/ = AR-v, где АД =
= Дв — Дм, т. е. если первый раз волна перешла из области Дв
в область Д м в точке М, то следующий раз она перейдет в дру-
гой точке — М1 (рис. 68, е), расположенной ближе KN на 1/2ДД>г>,
следующий раз — в точке М2 и т. д. Прежде чем ревербератор ис-
чезнет из-за конечного времени жизни, длина его успеет сокра-
титься (как следует из (6.4) и условия Аи < т) вплоть до

(Дв — "Ф, (6.5)

где К = RBV — длина волны. В случае среды со сложным распре-
делением рефрактерности, таким, что трансформация ритма одно-
временно происходит в нескольких (А;) точках, минимальный раз-
мер ревербератора есть

= (ДБ - kx)v = X (1 - Ьт/Дв). (6.6)

Видно, что этот размер зависит не только от длины волны X, но
и от длительности возбужденного состояния т, и при т > (1//с)Д
может оказаться много меньше длины волны К.

6.6. Ревербератор и сердечные аритмии.
Уязвимость сердечной ткани

Уязвимость. Одной из основных экспериментальных моделей сер-
дечных аритмий является феномен уязвимости. Он наблюдается
в нормальной сердечной мышце и состоит в следующем: при сти-
муляции двумя электрическими импульсами со специально подо-
бранным временным интервалом возникает не два, а несколько
сокращений. Возникшие дополнительные сокращения называются
экстрасистолами.

Феномен уязвимости на полоске правого желудочка кошки [29]
показан на рис. 70. При большом интервале между раздражаю-
щими импульсами (Т = 148 мс) в полоске возникает одиночное
сокращение в ответ на каждый импульс. При уменьшении интер-
вала от Т = 143 мс до Т = 135 мс в ответ на второй раздражаю-
щий импульс в полоске ткани развивается множественная экстра-
систолия.
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Рис. 70. Уязвимость в полоске
ткани из желудочка сердца
кошки, на которую подаются

\ Л Л Л " \ _ д в а раздражающих стимула
Цифрами слева указан интервал Т,

Г- Ммс
Л Л л " \ Л ' \ ' \ Л ' \ < \ ' \ цифрами слева указан интервал J ,
\ \ Л \ \ \ \ V V v V . между стимулами. Показаны экстра-

Т *?35МС _ v \ , v _ ^ 4 . \ , v . ^ > - ^ - ш с т о л ы > возникающие при Г = 143
д и 135 мс. При Г = 115 мс второй

Т-115МС —> ' ч • стимул не вызывает возбуждения,
ткань рефрактерна [29]

При еще меньших Т (115 мс) в ответ на второе раздражение
в полоске ткани не возникает сокращения.

Интервал ДГ = Ттах — Ттп, где Ттах и Tmia — соответ-
ственно минимальное и максимальное значения Т, при которых
еще возникают экстрасистолы, называется шириной уязвимой
зоны. Ширина уязвимой зоны является одной из характеристик,
указывающих на предрасположенность ткани к аритмиям [30],
Как показывает анализ моделей возбудимых сред, уязвимость
может быть связана. с возникновением источников волн обоих
типов — ревербератора и эха.

Уязвимость, обусловленная возникновением ревербератора. Воз-
никновение ревербератора в ответ на два внешних импульса вос-
производит основные черты уязвимости в миокарде. Если реги-
стрировать состояние одного какого-либо элемента среды (ана-
лог микроэлектродной регистрации), то будет зарегистрировано
кроме двух импульсов, поданных извне, еще один или несколько
импульсов, посланных возникшим ревербератором (так как ревер-
бератор в неоднородной среде имеет конечное время жизни).

Оценим, как параметры среды влияют на область уязвимости.
Рассмотрим непрерывную двумерную возбудимую среду, рефрак-
терность которой всюду равна Дм, кроме некоторого прямоуголь-
ника размером 1г X 12, где она равна RE (RB ^> Ra), а раздражаю-
щие импульсы подаются на нижний край среды так, что распро-
страняются плоские волны (рис. 71). Для такой среды показано,
что область уязвимости задается неравенствами:

< Т < i? B - т, (6.7)

= Ri

Д в

Т -

з —

— Т •

- Д -

Дм,

- у»
• IJv -

L =

>

- Llv

• Yn+ l\

(6.8)

(6.9)

где А # Я L Yl\ + 4
Область уязвимости показана на рис. 72 в безразмерных пере-

менных т' = т/7?м, Т' = T/Rn. Безразмерные параметры:
е = (Дв — -ймУ^м — относительная неоднородность по рефрак-
терности, 1\ = 1Г/Х, где X = Rjil. Видно, что: а) ширина
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Рис. W Рис. 72
РИС. 7i. Распространение волн при возникновении уязвимости
в — распределение рефрактерности в среде с неоднородностью с размерами I, x I,;
б — последовательные положения первой волны (1—7); в — е — последовательные
положения второй волны (J—14); г, в — в точке Е волна вошла внутрь прямоуголь-
ника D после окончания в нем рефрактерного периода (г — вид волны внутри прямо-
угольника D; в — вид волны во всей среде); е — в точке F волна вышла из прямо-
угольника D, совершив полный оборот,— возник ревербератор

Рис. 72. Область уязвимости при возникновении ревербератора на неодно-
родности с размерами 1Х X lt в зависимости от параметров среды (а — 9)

Безразмерные переменные: Г = IAI где % = Ящ-г>; Т' = T/HJJ — интервал между двумя
импульсами; т ' = т/Яу—длительность возбужденного состояния; е = (Hg — Я м ) / К м —
относительная неоднородность по рефрактерности

159



3. Возбудимые среды. Волны и автоволновые процессы

уязвимой зоны уменьшается при уменьшении относительной неодно-
родности е и при уменьшении размеров неоднородности; б) для
неоднородности с размерами, меньшими длины волны X, ширина
уязвимой зоны не равна нулю; это возможно, если т и е достаточно
велики; в) на неоднородности большого размера ревербератор
может возникнуть при любых значениях т', вплоть до т ' = 0.
Для неоднородности с размерами, малыми по сравнению с к,
существует критическое значение ТкР, такое, что при т «< т|,р уяз-
вимости нет.

Глава седьмая

ЭХО - ИСТОЧНИК КОНЦЕНТРИЧЕСКИХ ВОЛН
В ВОЗБУДИМЫХ СРЕДАХ

На сердечных препаратах Розенблют [31] обнаружил интересное
явление: при высокой частоте стимуляции посланная в определен-
ном направлении волна возбуждения отражается и возвращается
к месту старта. Аритмия такого типа была названа «эхо», а место
отражения рассматривалось как активный центр (эктопический
фокус).

Такое явление казалось невозможным в простых возбудимых
средах, поскольку одиночная волна, как упоминалось во введе-
нии, не испытывает отражений. Существование эха первоначаль-
но рассматривалось как свидетельство специальной сложной
структуры сердечной ткани (наличие двух типов проводящих
путей, по одному из которых импульс распространяется вперед,
а по другому — в противоположном направлении [31]).

Математические модели показали [1], что источник волн такого
типа (эхо) не требует специальной структуры и возможен даже
в изотропной возбудимой среде (рис. 73). Было выяснено, почему
важна высокая частота стимуляции для возникновения эха.
Оказалось, что источник волн этого типа в отличие от ревербера-
тора может возникать не только в двумерной, но и в одномерной
среде. Были обнаружены далеко идущие аналогии с ревербера-
тором и ряд отличий.

Эхо как источник волн по сравнению с ревербератором облада-
ет еще одним прагматически ценным свойством: его оказалось на-
много проще исследовать и рассчитывать. В результате появи-
лась возможность аналитически исследовать сложные задачи,
особенно задачи, связанные с взаимодействием источников волн.
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Рис. 73. Возникновение эха (ведущего центра) в двумерной неоднородной
среде после прохождения двух волн через область D с повышенной рефрак-
терностью

а — исходное положение: две плоских волны распространяются по среде; б — вторая вол-
на проходит область D; возник разрыв волны; в — те же волны после прохождения об-
ласти D — возникла дополнительная волна 3, концентрически распространяющаяся от D

7.1. Эхо в простейших моделях.
Источник эха и ревербератор

Примеры источников эха. В простейшем случае эхо может быть
получено в среде из двух одинаковых элементов. Если, например,
в т-модели (раздел 6.2) задать начальные условия так, чтобы один
элемент находился в состоянии возбуждения к моменту оконча-
ния состояния рефрактерности другого элемента, то элементы мо-
гут поочередно возбуждать (перезапускать) друг друга (рис. 74).
При иных начальных условиях, как следует из аксиом среды
(см. раздел 6.2), подобный генератор автоколебаний не возникает.

Аналогичные источники волн можно получить в одномерной и
двумерной средах, состоящих из описанных элементов. Для этого
необходимо создать начальный «разрыв» в распределении фаз
(рис. 75, 76). При этом источником волн будут элементы среды,
находящиеся в окрестности «разрыва» начальных условий. В дву-
мерной среде источник эха в отличие от ревербератора посылает
концентрические волны.

Начальные условия для возникновения эха. Необходимые пара-
метры среды. Найдем ограничения на начальную разность фаз
для случая источника эха из двух элементов. Пусть элемент А
имеет рефрактерность Дм (малую), а элемент В — рефрактер-
ность Д Б (большую). Чтобы элемент А мог возбудиться от элемен-
та В (см. рис. 74, в), необходимо, чтобы Дм — Аи < т. Чтобы эле-
мент В мог возбудиться от элемента А, должно выполняться усло-
вие Аи < т. Следовательно, начальные условия и (А, 0), и (В, 0)
для возникновения эха должны удовлетворять неравенству

Дм - т < Аи (0) < т. (7.1)

161



3. Возбудимые средн. Волны и автоволновые процессы

г
\и

R

0

и.

X |
tAU

Ч1 \
9

в
4

t

Рис. 74. Источник эха в простейшей модели, состоящей из двух одинаковых
точечных возбудимых элементов

а — схема взаимодействия элементов А в В; б — схема состояний (вверху) и фазу и (()
(внизу) одиночного элемевта; х — длительность возбуждения (изображено черным); R —
рефрактервость (штриховка); в — изменевие состоявий элементов в режиме эха; элемент
В возбуждает элемент А (стрелка 1), затем А возбуждает В (стрелка В) и т. д. Существен-
но различие фаз Ди при t — 0; г — при ( = 0 заданы одинаковые начальные условия —
эхо отсутствует; 0 — изменения фаз и (t) в режиме эха (см. рис. «)

Отсюда ясно, что эхо может возникать только тогда, когда пара-
метры среды удовлетворяют условию

т/Дм > 1/2. (7.2)

В противном случае область, задаваемая неравенством (7.1), пуста.
Случаи непрерывной одномерной и двумерной сред анализи-

руются аналогично. Вместо элементов А и В рассматривается
взаимодействие полуокрестностей областей, на которых задан на-
чальный «разрыв» распределения фаз (рис. 75 и 76). Все характе-
ристики источника эха остаются теми же, как и для источника на
двух возбудимых элементах.

Возникновение эха при трансформации ритма. Распределение
фаз, необходимое для возникновения источника эха, может «ес-
тественно» создаваться в среде, неоднородной по рефрактерности,
при периодической стимуляции среды внешним источником.

Рассмотрим волокно, состоящее из двух однородных отрезков
с различной рефрактерностью - Л Б и #м (рис. 77). Если отре-
зок с меньшей рефрактерностью стимулируется с периодом Т,
таким что Й Б ^> Т !> В.ц и Дв — Дм < т, то разность фаз на
неоднородности будет расти по закону Аип = п (Дв — Т), где
п — число прошедших волн. Как только накопленная разность
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X J Хв

Рис. 75 Рис. 76

Рис. 75. Эхо в волокне
а — распределение фаз; б — распределение состояний через промежутки времени, рав-
ные R/6. Полуокрестности *_ и *+. точки х0 (см. г) играют роль элементов А и В (см. рис.
74, в). Направление распространения волн обозначено стрелками. Возникновение в ок-
рестности точки «о новой волны, идущей влево — см. з, идущей вправо — см. 6. Состоя-
ние возбуждения показано черным; рефрактерности — штриховкой

Рис. 76. Эхо в двумерной среде

о — нормальное распространение волны; в среде устанавливается состояние покоя (5);
•б — источник эха; состояние покоя в среде не устанавливается никогда; по среде пробе-
гают волны с периодом К, 4 повторяет 1 и т. д. 1ис. б — обобщение рис. 75 для двумер-
ной среды. Голь элементов А и В (см. рис. 74, в) здесь играют области, прилегающие к
линии разрыва фаз — окружности радиуса го- Состояние возбуждения показано чер-
ным; рефрактерности — штриховкой; состояние покоя — не заштриховано.
и (г) — начальное распределение фаз; 1—5 — изменение состояний в среде через проме-
жутки времени, равные '/,R. Стрелками показано направление распространения волн
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Рис. 77. Распространение волн при возник
новении эха в неоднородном волокне

а — волокно и распределение рефрактерности (R) в
нем; два импульса поданы на левый конец волокна;
6 — з — последовательные положения волн, стрелки
указывают направление их распространения;
в, г — длина возбужденного участка волны 2 умень-
шается;
д — волна 2 вошла в участок ВС;
д, е — длина рефрактерного участка волны 2 умень-
шается;
ж — возникла отраженная волна.
Состояние возбуждения отмечено черным; рефрактер-
ности — штриховкой; состояние покоя — не заштри-
ховано

фаз Аи„ будет соответствовать условию (7.1), возникнет источник
эха. Необходимое для этого число внешних импульсов определя-
ется выражением

пя = 2 + [(Дм - т)/(Дв - Т)], п3 < N, (7.3)

где квадратные скобки означают целую часть, а N — период транс-
формации ритма [20]. Эхо возникает тем легче (требуется меньше
импульсов), чем короче интервал Т между импульсами (из диапа-
зона Дм <^ Т < RE). ЕСЛИ Т/ДМ < V», то определенное из урав-
нения (7.3) число импульсов окажется больше, чем период транс-
формации ритма N. При этом источник эха не успевает возник-
нуть: прежде чем разность фаз увеличится до необходимой
величины, один из предыдущих импульсов выпадает из-за транс-
формации ритма, и разность фаз снова уменьшится.

Распространение волн в волокне при возникновении источни-
ка эха показано на рис. 77.

Время жизни источника эха. Возникнув при трансформации
ритма на неоднородном участке, источник эха посылает несколь-
ко волн и потом исчезает. Причиной гибели источника эха оказы-
вается та же трансформация ритма, которая привела к его возник-
новению. Покажем это.

Волны, посылаемые источником эха, имеют неодинаковый пе-
риод в различных участках неоднородной среды: слева от точки Ъ
период равен Д м , справа — Д Б . ЭТО приводит к тому, что раз-
ность фаз Аи между элементами Ъ_ и Ь+ более не сохраняется и
выходит за пределы области (7.1). С каждым новым импульсом,
посланным источником эха, разность фаз Аи увеличивается на ве-
личину ДД = Д в — Д м . Поэтому общее число пщ волн, послан-
ных источником эха, определяется числом точек, отстоящих на
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AR в интервале (7.1). Отсюда возникает оценка

пж « (2т - ДмУДД, (7.4)

где AR = ДБ — ^м- При AR ->- О время жизни источника эха
неограниченно возрастает.

В отличие от неоднородной среды время жизни источника эха,
созданного в однородной среде, бесконечно, так как элементы
возбуждаются с одинаковым периодом Т = R, и источник работа-
ет в стационарном режиме, сохраняя заданную разность фаз.

Связь между источником эха и ревербератором. В предыдущей
главе мы рассматривали ревербератор — источник импульсации,
возможный в среде и при малых т/Я. У ревербератора пути, по
которым возбуждение переходит из области с большей рефрактер-
ностью в область с меньшей рефрактерностью (переход в точке М,
рис. 69, е) и обратно (переход в точке N), были пространст-
венно разделены. При увеличении отношения ilR эти пути сбли-
жаются, и при xlR > Va расстояние между ними становится рав-
ным нулю. Таким образом, эхо можно рассматривать как предель-
ный случай ревербератора — ревербератор нулевой длины, воз-
можный при ilR ^> 1/2. Поэтому эхо и ревербератор как источни-
ки импульсации обладают близкими свойствами: возникают в ре-
зультате трансформации ритма при высокой частоте стимуляции
на неоднородной по рефрактерности среде; через некоторое время
погибают из-за той же трансформации ритма.

«Простота» источника эха значительно облегчила исследова-
ние структуры одиночного источника волн (см. раздел 7.2) и ана-
лиз взаимодействия источников.

После того как ревербераторы были получены в формальных
моделях возбудимых сред (винеровской модели [2], т-модели [4]),
оставалось не ясным, сохранятся ли эти результаты и на более
близких к реальности моделях, описываемых дифференциальными
уравнениями с частными производными. Не окажется ли, что диф-
фузия размоет разрывы в распределении переменных, которые не-
обходимы для образования источников волн, и сами источники
волн (ревербератор, источник эха) окажутся артефактом, свойст-
венным лишь дискретным моделям?

Поскольку в соответствующих дифференциальных уравнениях
нелинейность не является малой, этот вопрос пришлось решать
численными расчетами на ЦВМ. И здесь источник эха позволил
намного упростить расчеты, проводя их для одномерной среды
вместо двумерной (одно это ускоряло расчеты на два порядка).

Взаимодействие источников эха может быть исследовано ана-
литически. Результаты таких исследований формируют эвристи-
ческую точку зрения и на процессы взаимодействия реверберато-
ров, позволяя для них интуитивно уже понятые закономерности
проверять моделированием на ЦВМ.
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7.2. Источник эха в моделях,
описываемых обыкновенными дифференциальными
уравнениями

Для т-модели условием эха оказалось %IR ̂ > 0,5. Каковы условия
эха для моделей, описываемых обыкновенными дифференциальны-
ми уравнениями? Этот вопрос может представлять интерес для ис-
следований эха в возбудимых мембранах, химических и других
системах. Он рассматривался в работе [81] для простейшей моде-
ли источника эха — двух взаимодействующих мембран (клеток).
Каждая из клеток описывалась уравнением второго порядка типа
Бонгоффера — Ван дер Поля (BVP). Анализ проводился методом
нуль-изоклин. Было показано, что для возникновения эха необ-
ходимы следующие условия: 1. Особая точка дифференциального
уравнения, описывающего сосредоточенную (точечную) мембрану,
должна терять устойчивость при изменении одного из параметров
(внешнего тока, (рис. 78)). 2. Возникающие из-за потери устойчи-
вости автоколебания должны обладать не слишком высокой скваж-
ностью: отношение длительности импульса к периоду колебаний
должно быть не менее 0,5. Такое ограничение является достаточно
очевидным аналогом условия %IR ̂ > 0,5.

Эти условия были использованы в дальнейшем (см. разделы
7.3, 7.4), чтобы подобрать характеристики возбудимой мембраны
и ионные токи, при которых удается получать эхо в модели сер-
дечных клеток — модели Нобла (система четвертого порядка),
а также чтобы получить эхо в модели, описываемой уравнениями
с частными производными.

Модель. Рассматривалась система

— i>i = (p(ui, vx), (7.5a)

цйг = / (u2) + v% — z (u2, щ),

— у 2 =ф(м 2 , v2). (7.56)

Подсистема (7.5а) описывает мембрану 1, подсистема (7.56) —
мембрану 2. Связь между ними задается в виде z (ui, u2) = —z (u2,
щ) = D (uj — u2), где D — коэффициент связи. При D = 0 под-
системы (7.5а) и (7.56) совпадают и каждая из них представляет
собой систему типа BVP.

В системе BVP, описанной в работе [63], функции были тако-
вы: / (и) = и — V3u

s, ф (и, v) = —u — bv + а. Так как режим
эха исследуется качественными методами, то конкретный вид
функции не имеет значения, лишь бы нуль-изоклины подсистем
(7.5а) и (7.56) были качественно сходны с нуль-изоклинами BVP.
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Рис. 78. Нуль-изоклины моделей, в которых возможно (а) и невозможно (б)
эхо

Пунктиром показано положение изоклины и = 0 при действии внешнего тока; а — осо-
бая точка теряет устойчивость при внешнем токе. Точка О устойчива; точка Ог неустойчи-
ва; б — особая точка сохраняет устойчивость; точки О и Ог устойчивы
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79. Анализ эха

и
а — нуль-изоклины системы (7.5а) при z=0. Стрелками указаны направления скачков по
переменной и; б — сдвиги нуль-изоклин при различных значениях г; сплошная линия со-
ответствует г = 0; в — идеализированный вид изоклины в = 0 при выполнении условия

«А = «В. "С "" "О

системы (рис. 78). Авторы анализировали случай, когда при z =
= 0 состояние равновесия абсолютно устойчиво (невозможны
автоколебания в изолированной мембране).

Анализ проводился для случая релаксационной системы (ц <^
<^ 1). Использовалось следующее упрощающее обстоятельство.
Когда представляющие точки подсистем (7.5а) и (7.56) находятся
на одной и той же ветви нуль-изоклины (обе на левой, АВ, или обе
на правой, CD), то член связи мал (рассматривался случай «кру-
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тых» ветвей АВ и CD (рис. 79): \UA — ив | , | uc — UD | < ^ | UA —
— UD |). Когда точки находятся на разных ветвях, член связи
велик, но медленно меняется. Это позволяет разбить движение на
участки, на каждом из которых удается проводить анализ для си-
стем второго порядка вместо системы четвертого порядка.

Техника такого анализа аналогична той, которая описана в
разделе 8.5. Примеры фазовых портретов, возникающих здесь,
показаны на рис. 79. При режиме эха мембраны возбуждаются
поочередно. Синхронные колебания невозможны, так как при
этом член связи z (щ, щ) = D (щ — иг) = 0, подсистемы (7.5а)
и (7.56) независимы и в силу абсолютной устойчивости приходят
в состояние равновесия. Опишем движения на фазовой плоскости
в режиме эха.

Фазовые плоскости обеих мембран (ии г?х) и (u2, v2) будем изоб-
ражать на одном рисунке (рис. 79). Пусть при t = О представляю-
щая точка первой мембраны (будем называть ее точкой 1) нахо-
дится в положении М, а вторая (точка 2) — в положении L. Тог-
да z = 0 (так как L (ЕЕ АВ, М Е= АВ), и обе точки движутся вверх
по участку АВ изоклины, определяемой уравнением / (u) -\- v =
= 0. Мембраны можно рассматривать независимо, пока точка 1,
достигнув положения В, не сорвется на правую ветвь. Член свя-
зи при этом «скачком» изменится и примет значение z ^ kD для
первой клетки и z ~ —kD для второй, где к = ив — ис, после
чего мембраны снова можно рассматривать независимо. Однако
линии йх = 0 и щ = 0 уже не совпадают. Если раньше их урав-
нением было й = f (и) + v = 0, то теперь йх = f (щ) + vx —
— kD = 0, ма = / (u2) + v% + kD = 0.

Линии щ = 0 и й2 = 0 сместятся в разные стороны относитель-
но линии / (u) + v = 0> а именно линия йх = 0 окажется выше
[пунктир в (верх), рис. 79], йа = 0 — ниже [пунктир н (низ)].
Точка 1 теперь движется по пунктиру в вниз, а точка 2 — по пунк-
тиру н вверх. Если подобрать функции / и ср и начальные условия
так, что к моменту, когда точка 2 достигает положения М, точка
1, пройдя участок C+D+, окажется в положении L, создается
исходная ситуация, и цикл повторится. Таким образом, режим эха
выглядит так: сначала возбуждается мембрана 1, затем мембрана
2, снова мембрана 7 и т. д. Рассчитанный на ЦВМ пример режима
эха в системе (7.5) показан на рис. 80.

Эхо на автоколебательных элементах. Что будет происходить,
если в модели (7.5) рассмотреть автоколебательные элементы (7.5а)
и (7.56) и попробовать получить режим эха?

Мы видели, что в режиме эха период колебаний Т имеет поря-
док длительности импульса (не превосходит его более чем в два
раза). Естественно ожидать, что если элементы автоколебатель-
ные и их собственный период автоколебаний То значительно пре-
восходит длительность импульса (как это обычно имеет место в



Глава 7. Эхо — ut/почниК концентрических волн в возбудимых средах

Клетна 1

Илетна2{

Рис. 80. Эхо в системе (7.5) (по [81])

о — форма импульсов для клеток 1 и 2; б — фазовые траектории клетки 1

клетках сердца и нервных клетках), то режим эха осуществляется
по механизму, описанному выше (способность к автоколеба-
ниям элемента «не успевает» проявляться). Приведенный в рабо-
те [81] численный пример подтверждает это. Особенность рассмат-
риваемого случая состоит только в том, что при близких началь-
ных условиях мембраны 1 и 2 не переходят в состояние покоя, а
синхронизуются и возбуждаются с периодом То.

7.3. Эхо в непрерывных возбудимых средах

Эхо в волокне (уравнения с частными производными). Основная
проблема, решавшаяся при моделировании эха в системе уравне-
ний с частными производными, состояла в следующем. Возможен
ли перезапуск в распределенной системе (например, в волокне)
или же диффузия «размоет» разрывы в распределении состояний
соседних элементов и сделает перезапуск невозможным? Это та
же проблема, которая важна и для ревербератора; ее формулиров-
ка для эха имеет то преимущество, что позволяет решать одномер-
ную задачу вместо двумерной.

Исследовалась система, описывающая распространение воз-
буждения в волокне:

J*!L = Flu v) +

Граничные условия:

-£-(*-<»-о
Здесь D•

Эх*
(7.6)

(7.7)

ток, идущий через данный элемент от соседних.
Предполагалось, что: 1. Вырожденная система (D = 0) абсолют-
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Рис. 81. Свойства одиночного возбудимого элемента волокна

о — нуль-изоклины «| = 0 и «| = 0 системы (7.6) при D = 0; б — импульс, генерируе-
мый одиночным возбудимым элементом
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Рис. 82. Распространение волн в цепочке клеток в режиме эха
а, б — антисимметричное; в, г — симметричное, а, в — состояние цепочки в начальный
момент; б, г — состояние цепочки после того, как пробежала одна волна

но устойчива (в физиологических терминах: каждый элемент не
является спонтанно активным). 2. Тривиальное решение и (х) =
= const, v (x) = const устойчиво (волокно, составленное из таких
элементов не является спонтанно активным, т. е. нет неустойчи-
вости, вызванной диффузией).

В такой системе для всех начальных условий, кроме некоторых
специальных, решение стремится к константе и (t; x) -*• иг =
= const, v (t, x) -»- vT = const, где щ и vr — координаты точки
покоя вырожденной системы (рис. 81). Возникающие здесь при
специальных начальных условиях автоколебания можно было бы
назвать жесткими автоколебаниями в волокне, по аналогии с
жесткими автоколебаниями в точечных системах.

Вообще говоря, если эхо в подобной системе существует, воз-
можны два типа возбуждения волокна — антисимметричное и
симметричное (рис. 82).
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Глава 7. Эхо — источник концентрических волн в воабудимых средах

Антисимметричный тип эха в волокне,
полученный расчетами на ЦВМ [79], при-
веден на рис. 83. Для получения эха в
системе (7.7) функции F и Ф и начальные
условия (рис. 83, a, t = 0) выбирались
так, чтобы по крайней мере для одной
точки [в нашем случае точки А (с коор-
динатой х = 1,5)] за счет члена диффузии

/0 = D -г-? особая точка становилась не-
устойчивой (условие 1, раздел 7.2) и в
системе обыкновенных дифференциальных
уравнений (D — 0) период автоколебаний
при внешнем токе 10 был короче, чем
удвоенная длительность импульса (усло-
вие 2, раздел 7.2).

Эхо в химической системе. Фото источ-
ников эха, полученных в химической
возбудимой среде, приведены на рис. 84
[7]. Среда та же самая, в которой был
получен и режим ревербератора (глава 6).

и

—ч/

,/

\

1

а.

1

" " X

Рис. 83. Эхо в волокне (расчет на ЦВМ)

а — распределение потенциалов вдоль волокна для рав-
личных моментов времени. Начальные условия отмечены
индексом 0 (вверху); правая и левая половины волокна
запускают одна другую (цифры указывают время в отн.
ед.), сначала правая половина возбуждается от левой
(t = 6), затем прекращается возбуждение в левой поло-
вине волокна (<= 18), после чего левая половина возбу ж-
дается от правой (/ = 24), и т. д. (распределение потен-
циалов при t = 34 почти повторяет начальные условия);
б — возникновение новой волны (детальное изображе-
ние) в правой половине волокна (t = 157)

Рис. 84. Ведущий центр в химической возбудимой среде

Кадры святы с интервалом 30 с; длина волны равна ~ 6,5 мм [5]
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Если ревербератор в такой среде получали механическим раз-
рывом фронта волны [5] (лопаточкой или за счет резкого поворота
чашки Петри, в которой происходит реакция), то для получения
источника эха использовали так называемую процедуру перено-
са для создания начальной разности фаз. Пипеткой переносили
каплю жидкости из района фронта возбуждения в область покоя,
и эта область становилась периодически работающим источником
волн.

Источниками концентрических волн в такой реакции могут
быть кроме источника эха также и элементы объема, находящиеся
в состоянии автоколебаний (например, из-за наличия микроза-
грязнений [38]). Возникающий при процедуре переноса источник
концентрических волн (описанный под названием ведущий центр)
был идентифицирован как источник эха: при переносе капли жид-
кости из одной области покоя в другую или из одной области воз-
буждения в другую эти источники не возникали.

Оценка размера источника эха в модели уравнений с частными
производными. В т-модели размер источника эха оказывается ну-
левым в отличие от ревербератора, размер которого равен длине
волны К. Поэтому размер источника эха необходимо оценивать на
других, более детальных моделях.

Численные расчеты источника эха в волокне, описываемом диф-
ференциальными уравнениями с частными производными [25, 39],
показывают, что линейный размер источника эха оказывается по-
рядка длины переднего фронта потенциала действия, распростра-
няющегося в этом волокне. Всегда ли это так?

Этот вопрос был исследован в работе [40]. Рассматривалось
волокно, задаваемое релаксационной системой

V- -gr = D -ggy + / (и, v), _ . = 9(u,i7). (7.8)

Используя релаксационность системы (ц<^ 1), с помощью ка-
чественных методов анализа удалось показать, что размер источ-
ника эха оказывается порядка длины фронта перепада в обыкно-

венном дифференциальном уравнении D -J-J- + / (и, г;0) = 0, где

v0 — некоторое фиксированное значение медленной переменной.

7.4. Эхо в модели клеток сердца.
Уязвимость

Известно [31, 35, 47], что в препаратах тканей сердца можно вы-
звать аритмию, подавая раздражающие стимулы с высокой часто-
той. В работе [31] высказано предположение о том, что причиной
аритмии в таких случаях может являться активность эктопическо-
го фокуса типа эха. При этом отмечается, что для возникновения
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Рис. 85. Эхо в модели Нобла (а, 6 — полная сис-
тема N 4 ; в, г — редуцированная система N2 [37])
и в сердце черепахи (д) [30] 5

а — клетки генерируют по три импульса эха и переходят
в состояние покоя; б, в — уязвимость — возникновение
эха в ответ на два внешних импульса (показаны стре-
лками), б — случай, когда клетка 2 отвечает двумя им-
пульсами, клетка 1 — тремя); г, в — зона уязвимости
(заштрихована) и зависимость порога от времени

800 /000 мс

аритмии важна неоднородность ткани сердца. Более того, в опре-
деленных условиях (например, при гипотермии) несколько им-
пульсов могут возникать даже в ответ на один стимул [36]. Оба
эти эффекта удалось воспроизвести на модели Нобла.

Режим эха был получен для двух взаимодействующих клеток
сердца, описываемых уравнениями Нобла [37]. Условия, необхо-
димые для возникновения эха в этой модели четвертого порядка,
оказались аналогичны условиям, полученным для системы второ-
го порядка (см. раздел 7.2).

1. Особая точка в области потенциала покоя должна терять
устойчивость при действии внешнего тока, иначе — должны воз-
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C'ff/f t'0,34

т
1

Т'

Г Г Г

Рис. 86. Область уязвимости при возникновении эха

Безраямерные переменные те же, что на рае. 72.

никать повторные ответы при малых токах: / —Du\, где D —
коэффициент связи, и\ — амплитуда ПД.

2. Отношение длительности потенциала действия к периоду
повторных ответов должно быть больше 0,5.

Первое из этих условий для уравнений Нобла выполняется
всегда. Выполнение второго условия зависит, например, от зна-
чений постоянной времени калиевого тока тп (Е) в окрестности
потенциала покоя. Подбор значений параметров, при которых в
модели Нобла (N4) возникает режим эха, был осуществлен с по-
мощью укороченной модели Нобла (системы второго порядка N2,
см. раздел 4.1). Полученные примеры режимов эха приведены на
рис. 85.

В такой системе оказалось возможным воспроизвести еще один
феномен, наблюдаемый в тканях сердца. В экспериментах [30]
показана связь уязвимости с так называемой супернормальностью:
зона уязвимости, как правило, располагается над областью умень-
шения порога (рис. 85). Зона уязвимости, вызванной возникнове-
нием эха в модели Нобла, обладает тем же свойством (рис. 85, г).

Оценка зоны, уязвимости, вызванной возникновением источника
эха, для х-модели. Для этого случая ширину уязвимой зоны легко
получить из оценки числа импульсов, которые необходимо по-
слать на неоднородное волокно для возникновения эха. Формула
/7.3) при 1Ц — 2 задает область уязвимости в виде

Дм > т > max [RB - Т, Т - (Яв - ЗД, Т > R*,
(7.9)

•ли в безразмерных переменных е = (i?e — Лм)АДм, Т' =
«= ТШы, Tf = т/Ям

1 > т' > max [Г - е, 1 - (Г - е)]Г > 1. (7.10)
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Область уязвимости, рассчитанная по этому неравенству для рав-
ных е, показана на рис. 86. Видно, что ширина уязвимой зоны оп-
ределяется не только неоднородностью среды по рефрактерности,
но и величиной параметра т' = %/R при любой неоднородности
среды е. Более того, существует критическое значение ТкР = 1/2,
такое, что при т' < %'KV ширина уязвимой зоны равна нулю незави-
симо от остальных параметров среды.

Интересно, что неоднородность по рефрактерности по-разному
влияет на ширину уязвимой зоны и на число экстрасистол. При
уменьшении неоднородности область уязвимости уменьшается, но
число экстрасистол растет. При уменьшении длительности воз-
бужденного состояния т происходит как сужение зоны уязвимо-
сти, так и уменьшение количества экстрасистол.

Глава восьмая

ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ИСТОЧНИКОВ ВОЛН.
АВТОВОЛНОВЫЕ ПРОЦЕССЫ
И СЕРДЕЧНЫЕ АРИТМИИ

В главе рассматривается взаимодействие источников волн — ре-
вербераторов и источников эха. В отличие от автоколебательных
элементов эти источники волн обладают рядом любопытных
свойств, например они могут размножаться в неоднородных сре-
дах. Рассмотрим одну из прикладных проблем, где взаимодейст-
вие источников волн является существенным. При одной из опас-
ных для жизни сердечных аритмий — фибрилляции желудочков
сердца — возникает много независимых источников сокращений,
дезорганизующих работу сердечной мышцы. Изучение механиз-
мов размножения источников волн и параметров ткани, которые
управляют этими процессами, может составить рациональную ба-
зу для поиска современных эффективных сердечных противоарит-
мических лекарственных средств и для понимания существенных
черт автоволновых процессов в различных возбудимых средах.

8.1. Фибрилляция сердечной мышцы

В нормальных условиях сердце сокращается ритмично, возбуж-
даемое импульсами от синусного узла — сердечного водителя рит-
ма. Синхронизация сокращения мышечных клеток сердца обеспе-
чивается за счет распространения волн электрического возбужде-
ния по возбудимым мембранам. Однако возможны такие режимы,
когда отдельные элементы сердечной мышцы перестают подчи-
няться синусовому узлу и начинают возбуждаться без видимой
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связи друг с другом. Такие режимы получили название фибрил-
ляции. Фибрилляция приводит к исчезновению макросокраще-
ний и прекращению циркуляции крови. Фибрилляция желудоч-
ков сердца часто наблюдается при инфаркте миокарда и является
одной из основных причин мгновенных летальных исходов. При
определенных условиях (например, при попадании раздражающего
импульса в уязвимую фазу) фибрилляцию можно воспроизвести
и в здоровом миокарде животного.

Многочисленные экспериментальные исследования ([35, 42—45,
29], обзор [47]) привели к предположению, что одной из причин фиб-
рилляции является возникновение замкнутых траекторий циркуля-
ции возбуждения (reentry) и «случайных блужданий волны» в
неоднородной по рефрактерности среде. Было показано, что
возникновение фибрилляции облегчается при увеличении неод-
нородности тканей миокарда (по рефрактерности, по величине по-
рога) и при уменьшении рефрактерности R и скорости распрост-
ранения [16]. Первая проверка того, что этот механизм действи-
тельно в состоянии обеспечить самоподдерживающуюся аритмию,
была предпринята Моу и др. [13]. На ЦВМ запрограммировали
модель сердечной ткани, учитывающую такие свойства реального
миокарда, как неоднородность по рефрактерности, зависимость
рефрактерности от частоты, относительную рефрактерность. В мо-
дели фибрилляцию удавалось вызвать тем же способом, как ее
воспроизводят экспериментально, нанося серию раздражающих
импульсов с высокой частотой. Обнаружено, что в модели среды
возникновение фибрилляции затрудняется при увеличении реф-
рактерности R, уменьшении степени неоднородности по рефрак-
терности AR и уменьшении характерного размера среды L. Эти
данные подтверждали представления, которые сложились из экс-
периментальных работ.

Модель, запрограммированная в работе [13], слишком сложна,
чтобы ее можно было исследовать аналитическими методами и
быть уверенным, что выделены основные параметры, контроли-
рующие процесс. Однако эта первая модель сыграла важную роль.
Воспроизведение фибрилляции на ЦВМ-модели показало, что воз-
никающие на неоднородной среде нерегулярные блуждания вол-
ны, в принципе, воспроизводят основные черты фибрилляции, в
том числе и то, что она является самоподдерживающейся арит-
мией.

Исследование механизмов фибрилляции стало возможно после
того, как были выделены источники волн и начато изучение их
взаимодействия.
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8.2. Синхронизация при взаимодействии источников волн

Взаимодействие пейсмекеров. В главах 6 и 7 рассматривались ис-
точники волн в средах, где ни один из элементов не может само-
произвольно возбуждаться. Однако во многих биологических си-
стемах, и в частности в сердце, имеются клетки (клетки синусно-
го и атриовентрикулярного узлов, волокна Пуркинье), которые
могут периодически самопроизвольно возбуждаться. Такие клет-
ки получили название пейсмекеров. В возбудимой среде от пей-
смекера во все стороны распространяются волны в виде концент-
рических окружностей. Частота следования волн определяется
периодом работы пейсмекера.

Если в среде имеется несколько пейсмекеров, работающих с
разными периодами, то через некоторое время останется только
один, период работы которого наименьший. Этот результат был
получен Гельфандом и Цетлиным [48]. Ниже он иллюстрируется
простейшим случаем взаимодействия двух пейсмекеров. Рассмот-
рим длинный отрезок линейной возбудимой ткани, на концах ко-
торого расположены пейсмекеры с периодами Тг и Г2 (7\ < Г2).
Пусть первый импульс они выдали одновременно, тогда волны
возбуждения встретятся и погаснут посредине между пейсмеке-
рами. Следующий импульс первый пейсмекер выдает на Т2 — Тх

раньше второго, и место встречи сдвинется в сторону медленного
пейсмекера на величину б = J/2v (Т2 — 2\). Далее место встре-
чи будет сдвигаться шагами одинаковой величины б в том же на-
правлении, пока, наконец, некоторый импульс от первого пейсме-
кера пройдет все расстояние между ними, так и не встретив волну
второго. После этого медленный пейсмекер попадает под влияние
быстрого и начинает работать с его частотой (синхронизуется).

Приведенные результаты относятся к взаимодействию источ-
ников волн в формальных возбудимых средах (винеровской среде,
т-модели). Для моделей в виде дифференциальных уравнений за-
дача о взаимодействии спонтанно активных клеток — частный
случай задачи о синхронизации генераторов; эта задача детально
и в разных модификациях исследована в теории колебаний [49].
Здесь уже генераторы синхронизируются не на максимальной час-
тоте, причем возможны различные варианты, в зависимости от дру-
гих параметров генераторов (установившаяся частота может быть
даже ниже собственной частоты каждого из двух генераторов
[50]). Однако это касается лишь генераторов с непосредственной
связью. Для генераторов, связанных через возбудимую среду
(модель пейсмекеров, расположенных в ткани сердца достаточно
далеко один от другого), по-видимому, должен сохраняться тот
же результат, что и для винеровской модели, так как место встре-
чи волн от двух генераторов будет перемещаться в сторону более
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медленного генератора. В результате этого медленный генератор
не сможет влиять на быстрый.

Отсутствие синхронизации при взаимодействии реверберато-
ров. В отличие от пейсмекеров ревербераторы не синхронизуются.
Это связано с тем, что период волн, посылаемых ревербератором,
является минимально возможным для данного участка среды.

8.3. Размножение ревербераторов и фибрилляция

В среде, где есть несколько неоднородностей, возможно размно-
жение ревербераторов. Волны, посылаемые ревербератором, воз-
никшим на одной неоднородности, будут разрываться на других
неоднородностях, если период волн достаточно мал (как было по-
казано в главе 6, ревербератор посылает волны с минимально воз-
можным периодом: Tt = Rt). Из разрывов аналогично тому, как
описано в главе 6, могут образовываться новые ревербераторы.

Возникающий при этом на среде процесс по многим характе-
ристикам аналогичен фибрилляции сердечной мышцы. Источни-
ки спиральных волн посылают волны с разными частотами (Tt =
= Ri) и не синхронизируются, что хорошо соответствует наблю-
даемой в сердце дезорганизации сокращений. Конечное время
жизни и размножение источников волн (глава 6), в результате че-
го они исчезают в одних местах и появляются в других, еще бо-
лее «хаотизируют» процесс. Взаимодействие ревербераторов в не-
однородной среде обнаруживает и другие свойства, характерные
для фибрилляции: 1) малые по сравнению с длиной волны % раз-
меры фибриллирующего участка; 2) феномен уязвимости; 3) фено-
мен критической массы; 4) конечное (при некоторых условиях)
время фибрилляции; 5) феномен дефибрилляции.

Для перехода множественной экстрасистолии в фибрилляцию
в модельной среде оказывается важным, выполнены ли условия
для размножения ревербераторов. Точнее, тип режима, который
установится в среде, определяется соотношением скоростей двух
процессов — исчезновения и размножения источников волн:

tfp > va — фибрилляция возможна,

Vp < Vfi — фибрилляция невозможна.

Если скорость размножения vp больше, чем скорость исчезнове-
ния va, то в среде оказывается возможной длительная нерегуляр-
ная активность, аналогичная фибрилляции. При обратном соот-
ношении скоростей фибрилляция невозможна. Здесь возникает
ситуация, аналогичная цепным реакциям, и появляются крити-
ческие значения характеристик, при превышении которых воз-
можна фибрилляция. Одна из них — критическая масса Мкр,
аналогичная известной для миокардиальной ткани [14].
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Puc. 87. Возникновение фибрилляции в модели возбудимой среды (фото
с дисплея ЦВМ)

а — две волны, распространяющиеся справа налево; видно искривление фронта второй
волны и появление разрыва; б — начало фибрилляции; в — развитая фибрилляция (под-
свечены элементы среды, находящиеся в "возбужденном состоянии; т = 7, R = 17, I, X
X If — 2Я, х 2к); г — при уменьшении отношения т/й хорошо видны отдельные ревер-

бераторы (подсвечен только передний фронт волны; т = 2, Д = 6)

Параметры, контролирующие уязвимость и фибрилляцию, ис-
следовались на ЦВМ в работе [51]. ЦВМ-программа моделировала
среду винеровского типа со случайным (гауссовым) распределе-
нием параметров. На дисплее ЦВМ можно было визуально наблю-
дать возникновение разрывов волн на неоднородной по рефрактер-
ности среде, развитие из них ревербераторов, возникновение и раз-
витие фибрилляции. Меняя параметры среды, можно было менять
число и размеры разрывов волн, время жизни и скорость размно-
жения ревербераторов. С дисплея ЦВМ был снят фильм, демон-
стрирующий эти процессы. На рис. 87 показано возникновение
фибрилляции в среде с размерами ~ 2Х X 2К при %IR ~ 0 , l .
Здесь картина сразу становится хаотичной, так как одновремен-
но возникает много источников волн, и волны от отдельных ис-
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Рис. 88. Область уязвимости для неоднородности с размерами 1ЛХ 1г при раз-

личных h и е (12 = 0,125)

Безразмерные переменные: (̂  = (4Д, где X — длина волны; е = (R, — Й)/Д — степень
неоднородности по рефрактерное™; т' = т/R; Г' = T/R. 1 — область возникновения
ревербератора; 2 — область возникновения эха. Видно, что уменьшение параметра т1

блокирует уязвимость только в случае неоднородности малых размеров

w

to3- b \

ЧЛ.
1 1 1 I X

oe =0,25

W0 200 300 мс 0.5

Рис. 89. Область уязвимости (а) и «критическая масса» фибрилляции (б)
для случайной среды с гауссовым распределением рефрактерности (расчет
на ЦВМ)

а — среднеквадратичное отклонение рефрактерности, е = а/Я. Здесь, как и на рис. 88,
уязвимость блокируется при уменьшении т/R только при неоднородностях малых разме-
ров (возникающих при малых а) и не блокируется при больших а, когда возникали неод-
нородности с размерами ~ К. Рассчитывалась среда с размерами 2Х х 2\. Для б ордина-
та — минимальное число элементов в матрице, при котором возможна фибрилляция
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точников увидеть не удается. Если число источников волн умень-
шается, отдельные ревербераторы становятся хорошо видны (рис.
87, г). Этого можно достигнуть уменьшением x/R; при дальней-
шем уменьшении x/R фибрилляция прекращается.

Уязвимость на случайной среде. Возникновение ревербератора,
как уже говорилось, воспроизводит основные черты уязвимости
и позволяет анализировать ее зависимость от параметров. Для сре-
ды с неоднородностью по рефрактерности правильной формы об-
ласть уязвимости была рассчитана аналитически (см. главу 6);
для среды со случайным распределением рефрактерности (модель
ткани сердца) были получены оценки на ЦВМ [51] (рис. 88, 89, а).
Качественная зависимость области уязвимости от параметров для
такой среды сохраняется такой же, как и в среде с детерминиро-
ванной неоднородностью. Было обнаружено, что в случае неодно-
родности больших геометрических размеров (I > 0,5А,) определяю-
щими являются параметры, найденные Моу [13]: R и ДД. В слу-
чае неоднородностей малых размеров (I < 0,5Х), что представляет
наибольший физиологический интерес, существенную роль игра-
ет уже упоминавшийся важный параметр x/R. Здесь уменьшение
x/R блокирует уязвимость.

Фибрилляция на случайной среде. При попадании раздражающе-
го импульса в уязвимую фазу в среде со случайным распределени-
ем рефрактерности могут оказаться выполненными условия для
размножения источников, и возникает самоподдерживающаяся
активность (фибрилляция).

Зависимость критической массы фибрилляции от параметров
т-модели изучалась теоретически [32] и на ЦВМ [51]. Так как
скорости умирания и размножения ревербераторов зависят от
x/R, то и критическая масса оказалась сильно зависящей от x/R
(рис. 89, б). При уменьшении x/R всего в два раза (от 0,5 до 0,25)
она увеличивалась более чем в 17 раз (е = 0,03). Изменение е-сте-
пени неоднородности среды по рефрактерности влияет на критиче-
скую массу, но значительно слабее, чем x/R.

Таким образом, полученные оценки как для характеристик
отдельных ревербераторов, так и для фибрилляции, вызванной
их взаимодействием, показывают, что кроме традиционно иссле-
дуемых параметров важную роль, особенно в случае неоднородно-
стей малых размеров, играет еще один параметр — X/R.

8.4. ReauModeucmeue источников эха

Как уже упоминалось, взаимодействие источников волн оказы-
вается гораздо проще исследовать для случая взаимодействия ис-
точников эха, где все основные вопросы удается решить аналити-
чески. Аналиэ можно значительно упростить, использовав понятия
времени запуска и времени жизни источников волн. Время запус-
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Рис. 90. Распределение рефрактер-
ности в волокне, при котором может
возникнуть один (Л) или два (В)
источника эха

В\ в, е

Рис. 91. Источники эха в возбуди-
мой среде
а — запись состояний одного источника;
б — источники 1 и 2 запускают друг друга;
в — взаимодействие четырех источников;
г — окончание фибрилляции

ка 2'з — время, в течение которого на неоднородность необходи-
мо посылать импульсы извне, чтобы возник первый импульс эха;
время жизни Гж — время, в течение которого источник сам гене-
рирует импульсы.

Для среды, показанной на рис. 90, А, источник эха может
возникнуть в точке а. Для этой среды время жизни источника эха
в т-модели возбудимой среды описывается выражением

(8.1)

следующим из Гж — Нпж, аналогично формуле (7.4). Если на
эту среду подавать извне импульсы с периодом Т = R, то, как
следует из формулы (7.3),

(8.2)

= R ([ ТГГЬГ ] - [-яЫ

где [...1 означает целую часть числа.
Если на среду импульсы извне поступают непрерывно, то на

неоднородности в точке а будет наблюдаться следующая картина:
по истечении времени Т% не ней возникает источник импульсов,
который ватем в течение Гщ сам генерирует импульсы, после че-
го он исчезает и появляется вновь черев время Г 8 и т. д. (рис. 91, а).
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Картина периодически повторяется с периодом Гв = Гз +
который будем называть периодом восстановления источника.

Незатухающая активность при взаимодействии двух источни-
ков эха. Пусть рефрактерность на среде распределена, как это
показано на рис. 90, Б. Тогда источники импульсов могут возник-
нуть в точках а и б, а при подходящих параметрах они могут бес-
конечно долго запускать друг друга. Понятия времени жизни и
времени запуска позволяют для анализа взаимодействия источни-
ков эха использовать ту же технику, что и для анализа одиночно-
го источника эха (рис. 91). Рассматривая взаимодействие источни-
ков импульсов, будем считать, что они расположены так близко
один от другого, что временем распространения импульса можно
пренебречь по сравнению со всеми временами рефрактерностей,
с которыми мы будем далее оперировать.

«Историю» источников можно изобразить схемой, показанной
на рис. 91, б. В течение времени АВ работают оба источника, в те-
чение времени ВС второй источник запускает первый, в течение
времени CD опять работают оба источника, в течение времени
DE первый источник запускает второй и т. д.

Чтобы процесс взаимного запуска был возможен, необходимо,
чтобы выключившийся источник получал импульсацию по край-
ней мере в течение времени запуска Гз, т. е. надо, чтобы

(8.3)

Процесс может длиться неограниченно долго, если периоды
восстановления источников равны: Ты = TBi. Если же периоды
восстановления Твг и Гв2 не равны, то фаза источников будет
«ползти» и наступит момент, когда они выключаются одновремен-
но. Из формул (8.1)—(8.3) следует, что для возникновения неза-
тухающей активности необходимо, чтобы: 1) длительность воз-
бужденного состояния т удовлетворяла условию т/i? ]> 2/3 (мы
здесь приняли, что неоднородность среды по рефрактерности ма-
ла: i?j — R <^ niin т, R — т); 2) начальная расфазировка источ-
ников удовлетворяла условию ф0 ^> Тъ\.

Начальная расфазировка источников может возникнуть, на-
пример, следующим образом. Пусть рефрактерность в волокне
распределена, как на рис. 90, Б. Бели в любую точку волокна
между а и б подавать импульсы с периодом Т (Rt •< Т < Д2),
то эта импульсация вызовет возникновение источника эха на не-
однородности б, но не в а (так как Т > R^. От возникшего на не-
однородности б источника импульсы будут следовать с периодом
R < Ru и эти импульсы спустя время Гз вызовут возникновение
источника в точке а.

Минимальное число источников, обеспечивающих незатухаю-
щую активность. Как следует из соотношения (8.3), два источни-
ка, у которых время жизни короче времени запуска (при r!R <
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<L 2/3), не могут запускать друг друга. В этом случае для фибрил-
ляции необходимо большое число источников. Оценим минималь-
ное число источников * /sTmin, обеспечивающих незатухающую ак-
тивность (при т/Л <С 2 / 3 ) . Взаимный запуск источников при этом
может происходить, например, по схеме, показанной на рис. 91, в.
Здесь источники сфазированы так, что, хотя времена запуска боль-

ше, чем время жизни любого из источ-
ников, всякий погибший источник не-
прерывно получает импульсы в тече-
ние времени 7"з; (хотя и от разных
источников).

Чтобы упростить рассмотрение, бу-
дем считать далее, что все источники
работают с одинаковым периодом (т. е.
рефрактерность всюду на среде равна
Л, кроме небольших изолированных
участков, рефрактерности л г которых
превышают R и близки (Лг ж л\); на
них и возникают источники импульсов.

Предположим также, что между
двумя любыми неоднородными участка-
ми существует путь по среде с рефрак-
терностью Л. Как видно из рис. 91, в,
минимальное число источников Кт\п,

которые могут обеспечить незатухающую активность, равно

1. (8.4)

(8.5)

В случае малой разницы рефрактерностей (R1 — Л <^ т, Л —
— т) формула для Kmin принимает простой вид:

tfmln ^ т/(2т - R) (т/л > 1/2). (8.6)

Видно, что Kmin велико при значениях т/л, близких к г/2,
и быстро уменьшается при увеличении т/Л (рис. 92).

Среднее время фибрилляции. Окончание фибрилляции при
взаимодействии двух источников эха показано на рис. 91, г. Ана-
логично может прекращаться фибрилляция и при взаимодействии
нескольких источников. Для случая, когда процесс взаимодейст-

7,Or/ft

Рис. 92. Минимальное чис-
ло источников эха (Kmtn),
обеспечивающих незатуха-
ющую активность

Подставив сюда выражения (8.1), (8.2), получим

2 + [?/№ - Д)1 , 4
-R)\ "*" '

^mtn является аналогом электрофизиологической характеристики крити-
ческой массы фибрилляции.
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вия источников является эргодическим, получена оценка средне-
го времени фибрилляции [32].

Время фибрилляции оказывается тем больше, чем больше число
К источников волн на среде; при больших К время фибрилляции
очень быстро возрастает при увеличении ilR.

Любопытно сопоставить это с тем, что в предсердии собаки
вызванная в эксперименте фибрилляция (мерцание) прекращается
через 1—2 мин, а фибрилляция желудочков самопроизвольно не
кончается и через несколько минут приводит к гибели животного.

8.5. Связь параметров возбудимых сред
с характеристиками дифференциального уравнения
мембраны

В моделях возбудимых сред одним из основных параметров, от
которых зависит возникновение автоволновых процессов, явля-
ется безразмерная характеристика т/Я, где т и й — длительности
возбужденного и рефрактерного состояний. Характеристики воз-
будимых мембран и их ионные токи, определяющие длительность
рефрактерного состояния В, изучены достаточно детально.

Чтобы управлять автоволновыми процессами на практике,
нужно знать, чему соответствует параметр т в реальных биологи-
ческих возбудимых системах, нервных волокнах, электрических
синцитиях, важно выяснить, как связаны эти параметры с характе-
ристиками мембраны, со свойствами клеточных контактов.

Для ответа на эти вопросы требуются более детальные модели.
Первым шагом к моделям такого типа являются цепочки электри-
чески связанных релаксационных генераторов — клеток. Каждая
клетка в такой модели описывается дифференциальным уравне-
нием второго порядка типа Бонгоффера — Ван дер Поля (BVP).
К системе типа BVP, как показано в главе 4, приводятся уравне-
ния Ходжкина — Хаксли для мембран i ак она кальмара, уоав-
нения Нобла для мембраны клетки сердца. Достоинством таких
уравнений является возможность применения качественных мето-
дов теории дифференциальных уравнений, метода нуль-изоклин.

Как показано в работе [53], параметр т может быть интерпре-
тирован как максимальная латентность (0 т а х ) , возникающая при
передаче возбуждения (см. также раздел 8.8).

Один из важных результатов, полученных при анализе цепочек
электрически связанных клеток, состоит в следующем. Показано
[54], что максимальная латентность 0 т а х определяется устойчи-
востью особой точки дифференциального уравнения мембраны
при изменении одного из параметров (внешнего тока, рис. 93).
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Рис. 93. Нуль-изоклины мембран двух типов с большой (о) и малой (б) ла-
тентностью
Пунктиром показано положение изоклины Е = 0 при внешнем токе 10 = D-Ед. а — осо-
бая точка теряет устойчивость (точка О устойчива, О/ неустойчива); б — особая точка
сохраняет устойчивость (точки О и Oj устойчивы)

Если особая точка теряет устойчивость при некотором опреде-
ляемом далее значении внешнего тока /0, то латентность 0 т а х

велика (порядка длительности потенциала действия). Если устой-
чивость не теряется, то 9 т а х мала (порядка длительности перед-
него фронта ПД). Это означает, что для сердечных клеток диапа-
зон изменения бщах ~ Ю2.

Как будет показано ниже, этот результат имеет два практиче-
ски важных следствия. Во-первых, он позволяет интерпретиро-
вать 6 т а х в терминах ионных токов мембран (так как ионные то-
ки определяют форму нуль-ивоклин, см. главу 5). Во-вторых, он
позволяет связать 8 т а х с просто измеряемыми в эксперименте
электрофизиологическими характеристиками мембраны — током
возникновения повторных ответов и аккомодацией. Это означа-
ет, что для оценки эффективности антиаритмических препаратов
вместо 0тах, в принципе, можно использовать ток повторных от-
ветов и аккомодацию.

Покажем коротко, как анализируется механизм возникнове-
ния латентности в простейшей цепочке, состоящей всего из двух
одинаковых клеток. Уравнения такой цепочки имеют вид:

id?! = / (Е,) + IL + z (Еи Е2), Д = ер (Е1Л Л), (8.7а)

\хЁ% = f (Е2) + /а + z (Е2, Ел),

Д = ер (

U = Ф (8.76)
где

Подсистема (8.7а) описывает клетку 1, а подсистема (8.76) — клет-
ку 2. Связь между клетками задается членом связи

z (Е„ Е2) = -z (Е2, Я,) =D{Et- EJ. (8.8)

Член D (Ег — /?,) описывает ток, текущий через клетку 2 от
клетки 1. При D = 0 подсистемы (8.7а) и (8.76) совпадают.
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Как будет видно из дальнейшего анализа, результаты справед-
ливы пе только для цепочек, состоящих из клеток, описывающихся
уравнениями BVP, но и для более широкого класса систем с по-
хожим фазовым портретом. Так, с некоторыми поправками все
это относится и к клеткам, описывающимся редуцированными
уравнениями Ходжкина — Хаксли и Нобла. Поэтому здесь не кон-
кретизируется вид функций / (Е) и <:г (Е). Обратим внимание, что
в подсистемах (8.7а) и (8.76), как и в модели BVP, при изменении
z (внешнего тока) происходит сдвиг изоклины Ё —- 0 по оси / на
величину z. Это свойство будет использоваться ниже при анализе.

Анализ латентности проводится методом фазового портрета.
Предполагается, что первой возбуждается клетка 1 (при t = О
клетка 2 находится в состоянии, соответствующем вершине по-
тенциала действия), и изучается зависимость латентности ответа
клетки 2 от начальных условий.

Для частного случая, когда форма потенциала действия близ-
ка к прямоугольной, анализ существенно упрощается, и вместо
полной системы (8.7) можно рассматривать только подсистему
(8.76). При этом действие клетки 1 на клетку 2 описывается с по-
мощью эквивалентного генератора тока

IDEА при * < т ,

где т — длительность, ЕА — амплитуда потенциала действия. Та-
ким образом, задача сводится к изучению зависимости латентно-
сти ответа в подсистеме (8.76) (уже системе второго порядка вместо
четвертого!) от начальных условий в момент включения внешпего
тока / в н (t).

Для рассматриваемого частного случая

т при IKP/D<EA,

0 при IKp,D>EA, < 8 Л 0 )

где /Кр — значение тока / в н , при котором особая точка подсисте-
мы (8.76) теряет устойчивость. Для потенциала действия непря-
моугольной («реальной») формы 6 т а х оказывается равной дли-
тельности этого ПД, отсчитываемой на уровне Ео = IKp'D.

Эти результаты были получены следующим образом. На фазо-
вом портрете подсистемы (8.76) были рассмотрены типы траекто-
рий, возникающие при включении тока в различные фазы воз-
буждения. На рис. 94, а показана траектория, возникающая в
случае, когда клетка находится в состоянии покоя. Движение иа
начальной точки Р в точку А быстрое, задержка отсутствует (точ-
ке А соответствует вершина потенциала действия). На рис. 94,
б — г показаны траектории, возникающие, когда при t =•= О
клетка находится в состоянии рефрактерности. Траектория, при
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Рис, 94. Движения на фазовой плоскости, соответствующие большой и малой
латентности

а — траектория в норме; начальные условия («покой») выделены толстой линией; ответ
(быстрое движение из Р в А) возникает без задержки; б — г — ответы, когда начальные
условия (толстая линия) соответствуют состоянию рефрактерности; б — точка Oj неустой-
чива, возникает большая задержка, вызванная медленным движением на участке КГ>/;
в — точка Oj устойчива, ответ отсутствует; г — точка Oj неустойчива, но за время дейст-
вия стимула представляющая точка не успевает дойти до точки срыва Dj, и ответ отсут-
ствует. Пунктиром показано положение изоклины Ё = 0 при внешнем токе

Рис. 95. Задержки при передаче возбужде-
ния от клетки к клетке

а — потенциал действия клетки 1, его передний
фронт соответствует t = 0; б — г — потенциалы дей-
ствия клетки 2 при различных условиях;
б — норма (при t = 0 клетка 2 в иокоэ, задержка
мала (Э <t х)).
в — большая задержка (6 ~ т) (при i = 0 клетка
рефрактерна);
г — ответ отсутствует, начальные условия те же-
Различие рис. в и г обусловлено различным поведени-
ем под внешним током (показано пунктиром): в —
есть повторные ответы, г — повторные ответы отсут-
ствуют

t

а

6

в

г

< г .г
л

1
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которой возникает большая задержка, приведена на рис. 94, б.
На ней имеется участок KDj, где движение медленное. Латент-
ность примерно равна времени движения по этому участку 0 zs>
~ tRDj- Легко видеть, что траектории типа изображенных на
рис. 94, б могут наблюдаться только в случае, когда особая точка
подсистемы (8.76) при z = DE& (на рисунке она отмечена, как
О[) неустойчива, т. е. когда ток потери устойчивости / к р <С DEA.
Если подсистема (8.76). этому условию не удовлетворяет, возни-
кают траектории типа изображенных на рис. 94. в, когда клетка
вообще не возбуждается в ответ на включение юка. Достигнув
устойчивой особой точки, представляющая точка системы будет
находиться там вплоть до выключения тока, после чего переходит
в состояние покоя О. На рис. 94, г иллюстрируется невозмож-
ность задержек, превышающих длительность плато потенциала
действия т. Точка L соответствует Gm a x = tLoI = т. Если на-
чальные условия таковы, что начальная точка Р расположена вы-
ше L, то возбуждение не возникает (траектория такого же типа,
что и на рис. 94, в). Это связано с тем, что / K D l ^> т, и ток выклю-
чается прежде, чем представляющая точка системы достигнет Dj.

Опишем некоторые следствия из этих результатов.
вшах и повторные ответы. Рассмотренный механизм возник-

новения латентности тесно связан с возникновением в мембране
повторных ответов — автоколебаний под внешним током. Поте-
ря устойчивости особой точки под током означает возможность
возникновения повторных ответов. Это позволяет по наличию или
отсутствию повторных ответов оценивать величину 6 т а х .

Механизм возникновения в мембранах с повторными ответами
большой латентности, сравнимой с длительностью потенциала
действия, легко понять на качественном уровне. Обратимся к
рис. 9Г).

Пусть в момент возбуждения клетки 1 клетка 2 находится в
состоянии рефрактерности. Пока клетка 1 возбуждена, она явля-
ется источником тока через клетку 2. Если величина тока доста-
точна для возникновения автоколебаний, то через некоторое вре-
мя, определяемое периодом автоколебаний, появится импульс, ко-
торый и будет зарегистрирован как ответ клетки 2, появившийся
с большой задержкой. Импульсы, показанные пунктиром, не поя-
вятся, так как с окончанием потенциала действия клетки 1 исче-
зает внешний ток. В мембранах, где постоянный ток не может
вызвать автоколебаний, больших задержек не возникает, так как
при тех же начальных условиях передача возбуждения блокиру-
ется. На первый взгляд кажется, что больших задержек не поя-
вится и в случае, когда период автоколебаний велик (межимпуль-
сные интервалы больше длительности потенциала действия). Де-
тальный анализ, проведенный выше, показывает, что и в этом слу-
чае 6 т а х ~ т — длительность потенциала действия.
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Зависимость 6 ш а х от наклона медленной нуль-изоклины. Для
прикладной задачи поиска антиаритмических препаратов особый
интерес представляют воздействия, которые влияют на латент-
ность. Легко видеть, что таким свойством обладают воздействия,
меняющие наклон изоклины 1 = 0. При этом мембрану можно пе-
ревести из одного класса (6max ~ т) в другой (8 m a x ~ 0), не ме-
няя порога возбуждения и амплитуды потенциала действия (см.
рис. 93).

Латентность и аккомодация. В рассматриваемой модели вели-
чина 8 т а х оказывается тесно связанной с аккомодационными
свойствами мембраны, а именно для клеток с хорошей аккомода-
цией 6 т а х мало ( в т а х «< т).

Действительно, клетки, в которых наблюдается феномен мини-
мального градиента — отсутствие возбуждения при медленно на-
растающем токе стимуляции, заведомо таковы, как на рис. 93, б:
это объясняется тем, что в рассматриваемой модели минимальный
градиент возможен лишь в том случае, если изоклина / = 0 вер-
тикальна. При этом точка 0/ устойчива при любом внешнем токе.
Если наклон изоклины уменьшается (см. рис. 93, а), аккомода-
ционные свойства ухудшаются. Клетка возбудится при каком угод-
но медленном нарастании тока, лишь только он достигает некото-
рого порогового значения / к р , при котором точка Oj становится
неустойчивой.

8.6. Стационарные
и нестационарные режимы распространения

В т-модели возбудимой среды предполагается, что скорость рас-
пространения импульсов при стационарном режиме распростране-
ния не зависит от частоты следования импульсов. Однако в реаль-
ных возбудимых тканях такая зависимость есть. На рис. 96 пока-
зана зависимость скорости от фазы в миэлинизировавном волокне
жабы. Видно, что с уменьшением интервала Т между импульсами
скорость распространения уменьшается, и существует некоторое
минимальное значение скорости, соответствующее границе ста-
ционарного режима. Возможно ли распространение с еще меньши-
ми скоростями? При каких условиях? Эти вопросы оказываются
важны как для исследования механизмов возникновения сердеч-
ных аритмий (напомним, что размеры сердца невелики по сравне-
нию с длиной волны X), так и для «конструирования» новых ан-
тиаритмических препаратов.

Одной из простейших моделей возбудимых сред, позволяющих
изучать эти вопросы, является Э-модель. т-модель представляет
собой частный случай этой более общей модели. 0-модель исследу-
ется с помощью метода лестничных диаграмм. В качестве примеров
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Рис. 96. Зависимость скорости распространения импульса (V) от фазы реф-
рактерности в миэлинизированном волокне жабы [78]

Рис. 97. Латентность в сердечной ткани
а — осциллограмма при тестировании двумя стимулами (показаны стрелкаки); Т — ин-
тервал между двумя стимулами, в — латентность; б — зависимость латевтности от ин-
тервала Г для сердца кошки (препарат волокно Пуркинье — папиллярная мышца [80])

Рис. 98. Возникновение латентности в цепочке из двух элементов при раз-
личных начальных состояниях элемента 2 (т-модель)
а — элемент 2 возбуждается через время в после элемента 1 (большая латентность); б
передача блокируется; в — передача возбуждения происходит мгновенно (9 = 0); г аа-
виеимость латентности от начального состояния элемента 2. I — возбужденное состоя-
ние; II — рефрактерное состояние

будет проанализирован процесс установления стационарного ре-
жима при периодической стимуляции и пример нестационарного
режима — трансформация ритма. Далее 0-модель будет использо-
вана, чтобы установить связь между т/Л и параметрами, измеряе-
мыми в ткани сердца.

Свойства элемента в Q-модели. Функция в (Т). Введем фазу как
время Т, прошедшее с момента возбуждения элемента. Фазы от О
Д° ^абс соответствуют состоянию абсолютной рефрактерности
(Лабс)> т. е. состоянию, когда элемент невозможно возбудить. При
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нанесении раздражения в более позднюю фазу элемент возбужда-
ется после некоторого латентного периода 0, являющегося монотон-
но убывающей функцией фазы Т в момент нанесения раздражения.
На рис. 97 показана зависимость О (Т), которая наблюдается в
миокарде при последовательном нанесении двух раздражающих
импульсов, разделенных интервалом времени Т.

0 (Т) в х-модели. Нетрудно построить зависимость 0 (Т) для
т-модели. Пусть имеется цепочка из двух элементов. Легко видеть,
что если элемент 1 возбудится в момент, когда элемент 2 еще не
перешел в состояние покоя, то возникнет задержка 0 (рис. 98) в
передаче возбуждения с элемента 1 на элемент 2. Для этого эле-
мент 1 должен возбудиться через время Т < R после возбужде-
ния элемента 2. Зависимость 0 (Г) для т-модели приведена на рис.
98, г и представляет собой отрезок прямой, наклоненной под уг-
лом 45Л. Фазы от 0 до Л — т соответствуют абсолютной рефрак-
терное™ (рис. 98, б, г), фазы Т ]> R — покою (9 = 0). Макси-
мальная задержка в т-модели 6 т а х равна т. Последний факт был
использован для оценки величины т в миокарде по виду экспери-
ментальной зависимости 0 (Г).

Скорость распространения в 0-модели не постулируется, как
в т-модели, а определяется по виду 0 (Т). Рассмотрим длинную це-
почку одинаковых элементов, на край которой подаются раздра-
жающие импульсы с периодом 7\,. Как будет показано ниже, в ус-
тановившемся режиме элемент 1 (на который подаются импульсы
от стимулятора) будет возбуждаться с некоторой постоянной за-
держкой 0 по отношению к стимулятору [см. формулу (8.12)].
Задержка элемента 2 составит уже 20S (для нее стимулятором яв-
ляется элемент 1), п-то элемента — w0s и т. д. Если положить ли-
нейный размер элемента равным I, скорость распространения в та-
кой цепочке будет определяться, как отношение Z/8S(.

Найдем 0Jt. Рассмотрим клетку, на которую от соседней клет-
ки или от стимулятора поступают импульсы с периодом Ts (рис. 99).
Из рис. 99, а видно, что время от (п — 1)-го срабатывания клет-
ки до поступления n-го стимула равно Тп = Ta — 0n_i. Латент-
ный период 0П является функцией от этого времени: 0„ = 0 (Тп).
Отсюда следует рекуррентное соотношение

0П = 0 (Т. - Qn-i). (8.И)

Если в уравнении (8.11) положить 0n = 0n_! = 0„(, получим урав-
нение для установившегося значения латентного периода

e.t = 0 (т - е„). (8.12)

Это уравнение может быть решено методом лестничных диаграмм.
Решение уравнения (8.12) находится, как точка пересечения

прямой, проведенной с наклоном 1 из точки Тс (график функции
Т = Тг --=-- 0) и графика 0 (Г) (рис. 99).
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Рис. 99. Возникновение большой латентности при нестационарных режимах
(6-модель)

а — стимулы и ответы; б —изменение латентности в одном из нестационарных режимов —
трансформации ритма (два импульса проходят, третий выпадает); 9t и 6,—латентности пер-
вого и второго импульсов; Тж — период стимуляции; кривая — зависимость 6 (Г); пря-
мая проведена из точки Г, с наклоном 1 для решения методом лестничных диаграмм урав-
нения вп = f (Г — б , ^ ) ; в — два установившихся значения латентности при стационар-
ном распространении (Г, > Го, см. рис. г). Большее значение в неустойчиво, меньшее —
устойчиво. Стрелки показывают установление стационарного режима; г — влияние измене-
ния периода стимуляции. Видно, что максимальная латентность в нестационарном ре-
жиме ( 6 т а х ' ) больше, чей в стационарном режиме (6,;); в — зависимость стационарного
значения латентности 6sj от периода стимулов Г, построенная по рис. г; е — та же зави-
симость для скорости (У — 1/6)

Две скорости. Уравнение (8.12) может иметь два решения
(рис. 99, в), каждому из которых соответствует своя скорость рас-
пространения. Можно показать, что большая скорость устойчива,
это так называемая скорость горения. Меньшая скорость неус-
тойчива («тление*) и в эксперименте в стационарном режиме на-
блюдаться не может.

Зависимость v (T). Также графически в в-модели определяется
и зависимость v (T). При увеличении частоты следования импуль-
сов (переход от Т% к Тх на рис. 99, г) скорость распространения
(устойчивая) уменьшается (0j ^> Э2). v (T) — монотонно убываю-
щая функция. Неустойчивая скорость при этом возрастает. Обе
скорости при уменьшении Т, сближаются. Минимальное значепие
стационарной скорости Vmia соответствует точке, в которой dQ/dt =
= — 1; там прямая Т = Ts — в касается графика 0 (Т). В этой
точке устойчивая и неустойчивая скорости совпадают (То на
рис. 99, г — е).
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Трансформация ритма. Когда Ts < То, прямая и кривая не
пересекаются и стационарного значения скорости не существу-
ет — импульсы периодически выпадают (рис. 99, б). Номер вы-
павшего импульса определяется из уравнения (8.11). Его графиче-
ское решение в этом случае показано на рис. 99, б. По 0j находит-
ся Т2 (горизонтальная стрелка), по Т2 находится 82 (вертикальная
стрелка), по Э2 находится Т3 (горизонтальная стрелка) и т. д.
Видно, что фаза Тп уменьшается с номером импульса, и когда ста-
новится меньше Tmin, импульс выпадает.

Об измерении лапгентпности в эксперименте. На рис. 99 через
0st обозначено максимальное значение латентности, которое мож-
но измерить при периодической стимуляции (стационарный ре-
жим); Qst соответствует точке, где dQIdt = — 1 . Видно, что 0S( <
< Qmax- Отсюда следует, что в электрофизиологическом экспери-
менте нельзя оценить максимальное значение латентности при пе-
риодической стимуляции. 6 ш а х может быть оценено в нестационар-
ном режиме, например при стимуляции парами импульсов с умень-
шающимся интервалом Т между ними.

8.7. Результаты микроэлектродного исследования
уязвимости

Связь между уязвимостью и параметрами сердечной мышцы иссле-
довалась в работах [55—58]. Уязвимость вызывалась и подавля-
лась с помощью различных воздействий и одновременно микроэлек-
тродами измерялись 7? — как минимальная эффективная рефрак-
терность и 9 — как максимальная разность времен проведения
тестирующего и кондиционирующего импульсов. Было исследо-
вано более 200 препаратов сердца холоднокровных (лягушки) и
теплокровных (кошки, собаки) — полосок ткани размером —1 X
X 1 см из предсердий и желудочков. Эксперименты показали, что
в соответствии с математическими моделями уязвимость возникала
при увеличении значений 8/7? и подавлялась при уменьшении
0/7?. Граничным значением оказалось 0/7? — 0,5.

В большинстве (85—90% из общего числа более 200) неуяз-
вимых препаратов Q.IR < 0,5, в уязвимых препаратах 0/7? ]> 0,5
(см. табл. 6).

То, что значение 0/7? = 0,5 оказалось граничным, по-видимо-
му, означает, что уязвимость была связана с циркуляцией волны
возбуждения по участку малых (по сравнению с Я,) размеров, при-
чем в большинстве случаев (как следует из формулы (8.16), см.
далее) число «задержек» на этом пути равнялось двум.

Действие химических веществ также согласуется с теорией:
аритмогенные вещества увеличивали 0/7?, антиаритмические —
уменьшали 0/7?.
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Таблица 6

Аритмогенные и антиаритмические воздействия на мышечные
полоски миокарда

Препарат

Желудочек
кошки

Предсердие
кошки
Желудочек
лягушки

Предсердие
лягушки

Желудочек
лягушки

Условия опыта

Контроль
Г = 22—23°
охлаждениз
Контроль
К+ = 3,4 мМ
Контроль
Адреналин
0,1—0,3 мг/л
Контроль
Ацетилхолин
0,1—0,3 мг/л
Контроль
Этмозин
0,12—0,5 мг/л

Число
препара-
тов

5

3

7

7

5

Из них
уязвимых

0
5

0
3
0
5

0
3

5
0

8, мс 9'R

37 + 4 0,33 + 0,05
137 ±22 0,68 ±0,07

50 + 6 0,37±О,04
78+14 0,69±0,13

159 + 12 0,34 + 0,04
236±16 0,63±0,06

81 ±16 0,24 + 0,04
104±12 0,47±0,03

230±23 0,61 ±0,07
111 ±22 0,2±0,04

Аритмогенные воздействия. Исследованы примеры аритмоген-
ных воздействий трех групп: 1. Понижение температуры (для теп-
локровных). 2. Изменение электролитного состава наружного
раствора (понижение концентрации ионов К). 3. Действие медиа-
торов — ацетилхолина и адреналина. Обнаружено, что все иссле-
дованные аритмогенные воздействия сопровождаются увеличе-
нием Q/R (табл. 6). Этот результат позволяет проследить, как до-
стигается аритмогенный эффект для различных веществ: адрена-
лин в основном растит латентность 0, ацетилхолин уменьшает реф-
рактерность R, а при гипотермии рефрактерность R растет (почти
в два раза), причем латентность увеличивается еще больше
(табл. 6).

Антиаритмические воздействия. Исследованы антиаритмиче-
ские вещества трех групп: 1. «Классические» антиаритмики —
хинидин и новокаинамид. 2. Блокатор [S-адренорецепторов — ин-
дерал. 3. Производное фенотиазина с антиаритмическими свой-
ствами— этмозин, а также ряд производных фталазона. Обнаруже-
но, что в тех случаях, когда исследованные вещества проявляли
антиаритмический эффект (блокировали уязвимость), 8/R умень-
шалось.

В табл. 6 приведены данные только для этмозина. В неко-
тором диапазоне концентраций (например, для новокаинамида—
~ 3 мг/л) эти вещества не проявляли антиаритмического эф-
фекта, а, напротив, приводили к уязвимости, при этом Q/R, как
и следовало ожидать, возрастало.
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/О -

200 300 250 300 350Т,т

Рис. 100. Влияние на латентность антиаритмических препаратов прокаин-
амида (а) и индерала (б) в желудочке сердца кошки
а: 1 — контроль, 2 — 2 мг/л, 3 — 10 мг/л, 4 — 50 мл/л; б: 1 — контроль, 2 — 1 мг/л

При больших концентрациях 0/i? уменьшалась даже на не-
уязвимых препаратах. Антиаритмический эффект хинидина и но-
вокаинамида достигался за счет увеличения эффективной рефрак-
терности R (рис. 100, о). Такой способ действия антиаритмических
веществ хорошо известен. Для этмозина и индерала обнаружен
другой механизм действия — значительное уменьшение макси-
мальной латентности 6 (рис. 100, б).

8.8. О параметрах, контролирующих уязвимость
в математических моделях и в миокарде

Результаты, приведенные в предыдущем разделе, показывают, что
уязвимость в полосках, вырезанных из миокарда, эффективно кон-
тролируется безразмерной характеристикой Q/R. Что это означает?
Ведь еще со времен работ Гэрри [12] считается, что аритмии, свя-
занные с круговым движением волны возбуждения (reentry), дол-
жны контролироваться длиной волны X. Свидетельствуют ли полу-
ченные результаты против циркуляции волны возбуждения как
механизма уязвимости?

Нет! Рассмотренные в главах 6—8 математические модели по-
казывают, что уязвимость, связанная с образованием ревербера-
тора, действительно контролируется стационарной длиной волны
Я,, но только если размеры I участка, на котором образуется ре-
вербератор, достаточно велики: I ~ X. Если же I существенно
меньше длины волны X, то возможность возникновения ревербера-
тора зависит от QIR: чем больше Q/R, тем легче образуется ревер-
бератор. Это происходит потому, что при I < X для распростра-
няющейся волны становятся существенны неоднородности мио-
карда по параметрам (в первую очередь по рефрактерности),
и распространение становится существенно нестационарным. Все
это суммировано ниже:
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Размер участка среды
Наличие неоднородностей по Не сказывается Существенно ска-
рефрактерности зывается
Движение волны Стационарное Нестационарное
Основной вклад во время рас- Скорость v Латентность 9
пространения вносит
Параметр, контролирующий Я, б/Я
возникновение ревербератора

Для уязвимости миокарда, как правило, реализуется случай
I •< X, так как в сердце обычно X с^- 5 -г- 20 см. При этом традици-
онное условие циркуляции волны

1>Х, X = Rv, (8.13)

уже не является адекватным, так как равенство X = Rv подра-
зумевает стационарность распространения.

Для нестационарного распространения необходимое условие
циркуляции волны должно формулироваться не в терминах скоро-
стей (скорость не постоянна!), а в терминах времен распростране-
ния: время обхода волны по замкнутому пути (длиной I) не мень-
ше рефрактерности, т. е.

2

" тъг' (8.14а, б)

Формула (8.14) представляет собой общее условие циркуляции
волны возбуждения, пригодное и для неоднородной среды.

Здесь естественно выделяются два крайних случая, отмечен-
ных выше. Первый — стационарное распространение — при
v (х) = v = const, из формулы (8.14) получается «традиционное»
условие (8.13). Второй крайний случай, когда нестационарность
доминирует и вносит основной вклад во время распространения
волны. Проиллюстрируем его следующим простым примером.

Условия микрореентпри (microreentry) на языке латентпностей.
Напомним, что термином микрореентри называют циркуляцию
волны на участке очень малого (по сравнению с длиной волны Я)
размера. Гипотезы о микрореентри были введены [35], чтобы объ-
яснить факт, что в фибриллирующем сердце участки, отстоящие
на 1—3 мм один от другого, сокращаются практически незави-
симо. О возникновении микрореентри известно очень мало.

Найдем условия возникновения микрореентри. Рассмотрим
замкнутый путь длиной I, на котором имеется п участков (напри-
мер, типа контакта волокна Пуркинье с мышцей) с одинаковыми
для простоты задержками 6. Время распространения по такому
пути t = llv + лв. Условие циркуляции волны (8.14) запишется
тогда в виде

llv + ив > R. (8.15)
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Для длин I порядка нескольких миллиметров (микрореентри)
и скоростей v ~ 1 м/с (неповрежденная ткань) слагаемым llv
можно пренебречь по сравнению с рефрактерностью R (R ~
— 0,2 с), и условие микрореентри запишется в виде п0 !> R, или

Q/R > 1/ге. (8.16)

Экспериментальные результаты по уязвимости, как отмечалось
в разделе 8.7, описываются этой формулой при п = 2.

8.9. Следствия из моделей для антиаритмических веществ

Результаты исследования математических моделей позволяют по-
нять, как достигается антиаритмический эффект для ряда веществ
и указать новые направления их поиска. Основной результат,
лежащий в основе этих следствий,— важная роль нестационарных
режимов и задержек (Э) для возникновения источников спиральных
волн. На рис. 101, а показано распространение импульса через
неоднородность. Вдали от неоднородности скорость (v0) велика; на
неоднородности скорость уменьшается (до значений viniu), после
чего импульс либо выпадает, либо, миновав неоднородность, уве-
личивает свою скорость до v0.

Возможность возникновения циркуляции волны определяется
суммарным временем проведения (см. (8.14)), но время распростра-
нения (интеграл в (8.14)) зависит от vmin гораздо сильнее, чем от
v0. Отсюда следует, что антиаритмические вещества, влияю-
щие на скорость, должны увеличить утщ (рис. 101, а, б), а их
влияние на стационарную скорость v0 гораздо менее существенно —
ее они могут как увеличивать, так и уменьшать. Последний эф-
фект был обнаружен экспериментально и долгое время оставался
непонятным.

Антиаритмический эффект веществ первого класса. Механизм
действия многих противоаритмических веществ не ясен. Напри-
мер, большая группа веществ уменьшает максимальную скорость
деполяризации Ё (первый класс, по Вильямсу [18]). Сейчас в ли-
тературе нет однозначных объяснений, почему уменьшение Ё
должно приводить к антиаритмическому эффекту: уменьшение_Ё
ведет к уменьшению скорости распространения (v0 — уЁ)
и уменьшению длины волны А, (так как К = Rv), что должно бы при-
водить к аритмогенному эффекту вместо антиаритмического.

Математические модели подсказывают следующую гипотезу.
Как мы только что упоминали, важно увеличить ymin, а не v0.
На рис. 102, а показана следующая из моделей типичная зави-
симость скоростей от параметра Ё. При уменьшении Ё происходит
уменьшение скорости v0, но одновременно vmm увеличивается
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X

Рис. 101. Антиаритмическое] вещество может как увеличивать (а), так и
уменьшать (б) стационарную скорость va

Показана зависимость скорости v от расстояния жпри распространении через участок с по-
вышенным порогом (в окрестности точки х0). Сплошная кривая— контроль, пунктир —
под действием антиаритмического вещества. В обоих случаях (а, б) антиаритмик увели-
чивает скоросты) ш | П | время распространения импульса зависит от » m j u гораздо сильнее
чем от во

V

1

1
- —

Рис. 102. Различные способы достижения антиаритмического эффекта
Сплошная кривая — устойчивая стационарная скорость («„), пунктирная — неустойчи-
вая скорость. Антиаритмический эффект (увеличение vmj r l) достигается: а — за счет
уменьшения максимальной скорости деполяризации Ё (переход от Ё, к Ё,); б — при пере-
ходе от кривой 1 к кривой 2. Здесь не требуется опасного подавления возбудимости мемб-
раны (уменьшения Ё)

(рис. 102, а); это и может объяснять антиаритмический эффект
веществ первого класса.

Приведенный вывод пока не проверен экспериментально. Он
основан на соображении о том, что, хотя неустойчивая скорость
ь>ине реализуется в стационарном режиме, она является приближен-
ной оценкой нижней границы для vmin (если скорость импульса
окажется меньше, чем vu, импульо выпадет).

Антиаритмические воздействия, не уменьшающие возбудимость.
Качественно так же, как и от Ё, скорость в моделях зависит и от
других параметров, характеризующих возбудимость: при умень-
шении возбудимости падает v0, но i>rain растет. Это может объяс-
нять, почему для многих антиаритмических веществ обнаружено
понижение возбудимости (рост порогов). Однако понижение воз-
будимости — опасное воздействие. Нельзя ли увеличивать vmw,
не понижая возбудимости?
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Такой эффект иллюстрируется на рис. 102, б. Выяснить, изме-
нение каких параметров может приводить к такому эффекту,—инте-
ресная задача для исследования на модели уравнений в частных
производных.

Параметр Q/R. Как уже отмечалось, вместо у т т , которое эк-
спериментально измерять не удается, удобной оказалась другая
величина — латентность 0 (точнее, ее соотношение с рефрактер-
ностью R, характеризуемое параметром Q/R). В моделях умень-
шение Q/R оказалось эффективным антиаритмическим воздей-
ствием; в эксперименте QIR хорошо описывало как уязвимость в
норме, так и эффекты веществ.

Любопытно, что исследованные вещества обладают разными ме-
ханизмами действия и принадлежат к различным классам по клас-
сификации [18]. То, что они уменьшают один и тот же параметр
Q/R, означает, по-видимому, что уменьшение Q/R характеризует
конечный результат их действия — блокирование уязвимости.

Параметр О/i? показывает, что для поиска противоаритмиче-
ских веществ кроме хорошо известного пути, связанного с увели-
чением рефрактерности R [16], имеется еще один путь — умень-
шение максимальной латентности 9.

В заключение отметим, что направление, начатое Винером — ана-
лиз моделей возбудимых сред, позволило развить представления
о фундаментальных механизмах распространения волн возбужде-
ния и о механизмах сердечных аритмий. Спиральные волны —
ревербераторы — их возникновение, размножение и гибель поз-
волили объяснить многие важные явления в сердечной ткани:
уязвимость, одиночную или кратную экстрасистолию, фибрилля-
цию, феномены «критической массы» фибрилляции и спонтанного
прекращения фибрилляции. Стало возможным выяснить условия
возникновения микрореентри и устранить парадоксы, связанные
с возникновением и развитием фибрилляции на участках малого по
сравнению с длиной волны А, размера; проанализировать параметры,
контролирующие уязвимость и фибрилляцию. На основе анализа
выделены параметры, которые хорошо коррелируют с аритмоген-
ными и антиаритмическими эффектами исследуемых веществ. По-
лученные результаты дают ключ для понимания механизмов ко-
нечных эффектов действия сердечных антиаритмических препара-
тов и могут послужить основой для их направленного поиска.

В части III книги описаны результаты, полученные при исследо-
вании достаточно простых моделей возбудимых сред. Дальнейший
прогресс ожидается от углубления анализа и перехода на уровень
изучения ионных токов. Отметим, что анализ, основанный только
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на использовании вычислительных машин, представляется мало-
перспективным; интересных результатов можно ожидать от каче-
ственных методов анализа, развитых, например, в теории колеба-
ний [8, 69—77]; их первые применения к исследованию механизмов
сердечных аритмий описаны в работах [9, 541. Из задач, вполне
созревших для использования этих методов, можно отметить каче-
ственный анализ источников спиральных волн и их характерис-
тик или анализ параметров, контролирующих минимальную ско-
рость tfmin для стационарных [10, 77] и нестационарных режимов.
Исследование распространения волн возбуждения в средах типа
сердечной ткани представляется многообещающим для специали-
стов в области нелинейных дифференциальных уравнений с част-
ными производными. Полученные на простых моделях результа-
ты —скорее всего лишь прототипы будущих интересных теорем.



4
ПРОСТРАНСТВЕННАЯ ОРГАНИЗАЦИЯ

* БИОЛОГИЧЕСКИХ СТРУКТУР

Г лава девятая

МОДЕЛИРОВАНИЕ
ОБЪЕМНЫХ КЛЕТОЧНЫХ СТРУКТУР.
ВИРУСЫ, ФЕРМЕНТЫ

9.1. Процесс формирования изображений

Происходящие ь клетке процессы на молекулярном уровне (свя-
занные, например, с движением, дыханием) сопровождаются изме-
нением пространственной организации структуры. Уникальную
возможность увидеть молекулы дает электронный микроскоп.

Разрешение микроскопов достигает 2—3 А, однако биологиче-
ские объекты не могут исследоваться с таким разрешением. Связано
это с необходимостью контрастирования биологических объектов,
которые сами слабо рассеивают и поглощают электроны. Из-за
неоднородного проникновения контрастирующего вещества
внутрь структуры и его деформирующего действия разрешение,
достижимое при исследовании биологических образцов в электрон-
ном микроскопе, составляет величину около 10—20 А.

Помимо ограничений, связанных с методикой приготовления
препаратов, имеются приборные ограничения. Из-за неустранимых
сферических аберраций величина апертуры электронного микро-
скопа мала — примерно 0,01 рад, глубина фокуса при этом со-
ставляет величину около 2000 А, что часто превышает толщину иг-
следуемых объектов. Поэтому электронно-микроскопическое изо-
бражение представляет собой проекцию на плоскость трехмерной
структуры заметной толщины. В этом одна из сложностей иссле-
дования пространственной организации молекулярных структур
с помощью электронного микроскопа. Трехмерная интерпретация
изображений — уязвимое место электронно-микроскопического
анализа, так как базируется исключительно на интуиции и опыте
исследователя. Часто прибегают к получению снимков структуры
в различных ориентациях. Такой прием облегчает получение пред-
ставления о пространственной организации объекта.

В последние годы появились описания методов количественного
восстановления трехмерной структуры по ее электронно-микроско-
пическим снимкам [1]. Восстановление третьего измерения произ-
водится по набору проекций, полученных под разными углами.
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Распределения амплитуд на зрачке оптической системы и в
плоскости изображения связаны между собой преобразованием
Фурье. Для изображений преобразование Фурье дает набор про-
странственных гармонических колебаний, отличающихся периодом,
амплитудой и ориентацией.

Заманчиво применить для описания поведения оптических
систем хорошо разработанные в теории передачи одномерных
сообщений экономные методы, в частности методы, использующие
системы линейных дифференциальных уравнений. Решение этих
уравнений — интегральные выражения, связывающие вход и вы-
ход устройства, достаточно полно характеризовали бы работу си-
стемы. Однако это требует рассмотрения условий, при которых
оптическая система будет работать как линейная система [2].
Необходимо, чтобы преобразования, выполняемые оптической
системой, отличались только масштабными коэффициентами и не
зависели от аргументов функции, описывающей изображение.

Главное условие — это сохранение пропорциональности
между входом и выходом системы. При изменении входного воз-
действия в некоторое количество раз выходной отклик системы
должен измениться в такое же количество раз. Если функция
/вх (х, у) воспроизводится на выходе функцией /Вых (х, у), то
я/вх(#, у) должна воспроизводиться функцией а/ъых (х, у). Таким
образом, первое условие требует, чтобы график, иллюстрирующий
зависимость выхода оптической системы от ее входа, был прямой
линией. Соблюдение этого условия является следствием выпол-
нения принципа суперпозиции в линейной системе. Следует учесть,
что регистрирующая система может быть линейной лишь относитель-
но интенсивностей (квадратов амплитуд) светового потока (так как
любой фотодетектор является квадратичным), в то время как оп-
тическая система может быть линейной как относительно ампли-
туд (при когерентном освещении), так и относительно интенсивно-
стей (при некогерентном освещепии).

Второе условие линейности, именуемое условием инвариант-
ности, сводится к тому, что выходная функция не должна менять
своей формы при изменении начала отсчета. Для оптической сис-
темы это условие предполагает постоянство изображения объекта
при его перемещении в поле зрения, т. е. если / в х (х, у) воспроиз-
водится на выходе /ВЫх (х, у), то / в х (х + г, у + s) дает на выходе
/вых (х + г, у + s). Это условие выполнимо не для всех оптических
систем вследствие зависимости величины аберраций от угловых
координат. Инвариантность соблюдается в системах, где аберрации
достаточно мало изменяются по полю, т. е. в изопланатических си-
стемах, или внутри некоторых зон оптических систем (такие зоны
называются изопланарными).

Распределение интенсивности в изображении микрообъекта,
которое может рассматриватся как выходная функция линейной
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оптической системы, представляется интегралом свертки

(9.1)

где /об (#i, Ух) — распределение интенсивности в плоскости объ-
екта; hu(x — хх, у — yt) — аппаратная функция рассеяния.
(В радиотехнике аналогичная функция носит название импульсной
реакции.) Аппаратная функция описывает распределение света в
плоскости изображения (х, у) при наличии в плоскости объекта
(хи Ух) точечного источника. Под точечным источником подразу-
мевается входное воздействие, интенсивность которого описы-
вается дельта-функцией:

0 Д л я х 2/ 4 О IT

для

хи 2/i 4= О» IT
хг = ух = 0, _£̂

Аппаратная функция, или отклик системы на точечный источ-
ник, полностью характеризует поведение системы.

Интегральная форма зависимости (9.1) получена на основе
принципа суперпозиции путем суммирования элементарных от-
кликов. Условие инвариантности требует, чтобы характер
функции рассеяния не изменялся при перемещении точечного
источника в плоскости объекта.

Однако кроме аберраций на аппаратную функцию влияет
также положение сигнала во входной плоскости вследствие появ-
ления эффекта виньетирования (ограничения пучков), связанного
с конечной апертурой используемых линз. Это ограничивает не
только положение, но и размеры анализируемых объектов на
входе.

Таким образом, процесс формирования изображения объекта
в микроскопической системе может быть описан в виде двух по-
следовательных процессов дифракции (вначале на входном зрачке,
затем на выходном). Каждый из этих этапов формирования изобра-
жения формально описывается преобразованием Фурье (соответ-
ственно прямым и обратным). Степень приближения зависит от того,
насколько точно система, формирующая изображение, удовлет-
воряет условиям линейности. Такое описание, естественно, никак
не связывается с характером излучения и справедливо как для оп-
тического, так и для любого другого (электронного или рентгенов-
ского) диапазона.

Согласно прямому преобразованию Фурье двумерный спектр
изображения объекта определяется так:

^из K=co v ) , ^ 'из (я, У) ехр [— / (GV* -f a>vy)]dxdy. (9.2)
—08
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Обратное преобразование:
+°°

/из (х, у) = (1/4я2) 55 Sn3 К , d)v) ехр [; (&хх + щу)] dv>xda>y.

(9.3)
Если учитывать влияние системы формирования изображения, то
спектр изображения можно представить в виде произведения
спектра объекта и частотной характеристики оптической системы:

£„., (<ох, (йи) = Soo (<ох, СОУ) Н (со*, о)у).

Н (и>х, (ои), в свою очередь, представляет собой преобразование
Фурье от аппаратной функции системы.

Выражение (9.3) можно переписать в виде

/из (я, у) = (1/4л2) $ So6(ax, &y)H («*,©„) х
—оо

X ехр [/ (ЫуХ -J- (йуу)\ d(S)xdd)v. (9.4)

Таким образом, распределение интенсивностей в выходном изо-
бражении является функцией двумерного спектра исследуемого
объекта и двумерной частотной характеристики используемой си-
стемы.

Другими словами, изображение структуры клетки представ-
ляется в виде предела суммы элементарных пространственных
гармонических составляющих, частоты которых одинаковы для
любых изображений (интегрирование ведется в бесконечных пре-
делах), но амплитуды и фазы выбраны так, что их сумма есть ана-
лизируемое распределение яркости. Спектр показывает вклад в эту
сумму каждой гармонической составляющей. Используемая для
анализа структуры клетки система переносит каждую гармониче-
скую составляющую из плоскости объектов в плоскость изобра-
жений с множителем Н (о)ж, со,,).

Так как Н (сож, <иу) определяется аппаратной функцией систе-
мы, детальный анализ ее двумерной частотной характеристики
может быть проведен при решении задачи о дифракции света от
точечного источника. В случае, когда такой путь осложнен, имеет-
ся возможность определить двумерную частотную характеристику
системы по степени деформации выходного волнового фронта.

При образовании изображения в микроскопе за счет явлений
дифракции происходит естественное разделение волн, дифрагиро-
ванных на различных пространственных структурах. Угол, под
которым свет дифрагирует на объекте, пропорционален отношению
%/р, где X — длина волны используемого излучения, а р — пе-
риод пространственной структуры. При освещении препарата па-
раллельным монохроматичным пучком света (когерентное осве-
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щение) происходит разделение плоской падающей волны на ряд
отклоненных под различными углами, являющимися функцией
пространственной частоты, плоских волн. Дифрагированные пре-
паратом пучки света концентрируются объективом в его задней фо-
кальной плоскости. Апертура объектива, ограничивающая попа-
дание в микроскоп лучей, дифрагированных под углами, больши-
ми определенной величины, по существу и определяет характер
двумерной частотной характеристики Н (сож, <лу) микроскопиче-
ской системы при когерентном освещении. Каждая точка задней
фокальной плоскости объектива связана с определенным направ-
лением дифрагированной волны, а интенсивность световой энергии
в этой точке отражает удельный вес соответствующей простран-
ственной частоты в формировании изображения. Пространствен-
ные частоты сож и (х)у, имеющие размерность рад/ед. длины, связа-
ны с переменными г\ и | плоскости спектра, имеющими размерность
единиц длины, соотношением

g = (kFIZn) ax, r\ = (Ш2я) щ, (9.5)

где | отсчитывается в направлении, параллельном х, а т] —
в направлении, параллельном у, F — фокусное расстояние объек-
тива, К — длина волны используемого света.

Таким образом, оптическая система при освещении объекта,
находящегося в передней фокальной плоскости объектива, парал-
лельным пучком света осуществляет в задней фокальной пло-
скости операцию, описываемую двумерным преобразованием
Фурье, Эта плоскость, названная Аббе плоскостью «первичного
изображения», является плоскостью двумерного спектра изобра-
жения объекта [3].

При исследовании трехмерных биологических объектов лучи,
дифрагировавшие на внутренней структуре объекта, создают в
дальней дифракционной зоне поле, в котором распределение ам-
плитуд и фаз связано преобразованием Фурье с функцией плотно-
сти структуры р (х, у, z). Эти соотношения между структурой объ-
екта и рассеянным им излучением навели на мысль о возможности
математического моделирования структуры на основе данных о
распределении амплитуд и фаз в обратном пространстве.

Задачи такого плана довольно распространены в структурных
исследованиях и получили название обратных дифракционных за-
дач. Возникают они в тех случаях, например, когда по условиям
эксперимента невозможно сформировать увеличенное изображе-
ние объекта. Так, с помощью рентгеновых лучей можно наблю-
дать лишь теневое изображение структуры, отличающееся невысо-
кой четкостью. Объясняется это тем, что нельзя изготовить откло-
няющие системы, которые могли бы обеспечить формирование
в этом диапазоне четкого изображения. Однако зарегистрировать
распределение поля в дальней дифракционной зоне можно, так как
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для этого не требуется никакой «оптики». Выполнив обратное
преобразование Фурье от распределения амплитуд и фаз в обрат-
ном пространстве, можно расчетным путем восстановить облучен-
ную структуру.

На этой идее основывается рентгеноструктурный анализ [4, 5].
Одна из сложностей рентгеноструктурного анализа состоит в том,
что детекторы, используемые для регистрации рассеянного излу-
чения, квадратичны и не регистрируют фаз. Это, как правило,—
фотоматериалы или детекторы, использующие фотоэлектрический
эффект. Для математического моделирования структуры необхо-
димо знать распределения не только амплитуд, но и фаз в обратном
пространстве. Поэтому фазовая проблема является одной из
главных. Решить ее удается пока далеко не для всех объектов,
а методы ее решения весьма трудоемки. В области рентгенострук-
турного анализа в последнее время активно интересуются возмож^
ностью создания когерентных излучателей (лазеров) в рентгенов-
ском диапазоне, которые позволили бы кардинально решить фа-
зовую проблему.

Таким образом, для восстановления трехмерной структуры
объектов необходимо знать распределение амплитуд и фаз в трех-
мерном обратном пространстве. Этому распределению соответ-
ствует физическая реальность в виде амплитуд и фаз излучения,
дифрагированного объектом. Параметры излучения можно либо
измерить в дальней дифракционной зоне — амплитуды непосред-
ственно, а фазы косвенно, как в рентгеноструктурном анализе,
либо зафиксировать, как в голографии оптического диапазона.
Реконструкция структуры ведется либо расчетным путем, либо
восстановлением волнового фронта методами голографии (рас-
четное восстановление изображения возможно и в голографии:
в этом случае информация о распределении амплитуд и фаз должна
быть предварительно извлечена из голограммы, а затем введена
в вычислительную машину для расчета).

9.2. Математические основы объемной реконструкции

Клуг и Де Розье [6] предложили использовать обратное фурье
пространство для математического восстановления структуры,
исследуемой в электронном микроскопе. В электронном микро-
скопе формируется изображение, которое при определенных усло-
виях может рассматриваться как проекция трехмерной структуры
на плоскость, т. е. как интеграл от функции, описывающей рас-
пределение плотности в объеме по одной из переменных, совпадаю-
щей с направлением просвечивания. Если распределение плотно-
сти в трехмерном объекте описывается функцией р (х, у, z), то
изображения, формируемые при разных направлениях просвечи-
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вания, представляют собой двумерные проекции трехмерной
структуры на плоскость. Причем распределение плотности в про-
екциях всякий раз пропорционально интегралу от трехмерной
функции. Так, проекция а (х, у) вдоль направления z пропорцио-

нальна выражению \ р (х, у, z) dz. Преобразование Фурье от та-

кой проекции представляет собой центральное сечение трехмер-
ного обратного пространства Ф (X, У, О). Поскольку распреде-
ление плотности в проекции известно, а преобразование Фурье
выполняется численным методом, то в центральном сечении об-
ратного пространства будут известны и амплитуды, и фазы. Если
теперь объект в электронном микроскопе повернуть на некоторый
угол, то электронно-микроскопическое изображение будет пред-
ставлять собой другую проекцию той же структуры. Преобразо-
вание Фурье такой проекции опять будет центральным сечением
обратного пространства, но с другим угловым положением. Неко-
торый набор проекций объекта, снятых в разных ракурсах, при
переходе в обратное пространство даст набор центральных сече-
ний. На рис. 103 дана условная схема трехмерной реконструкции
объекта по проекциям. Таким образом, имея достаточное коли-
чество проекций, можно заполнить обратное пространство пере-
секающимися по одной прямой плоскостями. Произведя интер-
поляцию между ними и выполнив обратное преобразование Фурье,
можно восстановить распределение плотности в сечениях объекта,
плоскость которых совпадает с направлениями просвечивания.
Другими словами, можно смоделировать внутреннюю часть струк-
туры, которую не удается увидеть на отдельных электронно-
микроскопических снимках, но информация о которой содержится
в их наборе.

Если съемка проекции производится относительно фиксиро-
ванной оси так, что все направления проектирования перпенди-
кулярны к ней, или если сам объект имеет поворотную или винто-
вую ось симметрии, трехмерная задача сводится к двумерной.
В этом случае для каждого из углов проектирования ф вдоль на-
правления уф двумерные сечения функции р (х, у, z) представ-
ляются в виде одномерных проекций а (г|>, х+) на прямую х^, пер-
пендикулярную ^ (рис. 104).

Очевидно, что для несимметричного объекта проекции, отли-
чающиеся на угол л, равны и обладают зеркальной симметрией:

а (г|>, хъ) = а (if + л, —жФ).

Для объектов с четными осями симметрии информативна лишь
половина проекций, вторая половина повторяет первую, т. е.

a(t|), яф) = а(гр, —жф).
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Рис. 103. Процесс трехмерной реконструкции объекта по его проекциям

В качестве модельного объекта использована иеталлвческая фигурка «черт». Удлиненный и асимметричный вид этой фигурки позволяет
наблюдать измененая в спектре при различных ориентациях. Оператор F означает прякое грсобраговавие Ф^рье, a F-1 — обратное
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В общем случае для объекта с поворотной осью симметрия /с-го
порядка

а (я|>, *ф) = а [г|> + к (2n/N), жФ+«(2я/лг)1, (9.6)

где к = 1, 2, . . ., N.
Для объекта с винтовой осью симметрии Spq различные проек-

ции получаются на различных
уровнях по вертикальной оси:

а (г|з, *ф, z) = а [i|> + /с (2я//>),

где к = 1, 2, . . ., р.
Таким образом, одна проек-

ция симметричного объекта уже
содержит информацию, необхо-
димую для восстановления.
Такая проекция в случае по-
воротной симметрии эквива-
лентна р = N (для нечетных
N), р = N12 (для четных ./V)
проекциям элементарной несим-
метричной группировки, раз-
множением которой формирует-
ся изображение структуры. При

наличии винтовой симметрии одна проекция эквивалентна pN
(для нечетных N) и pN/2 (для четных iV) проекциям, т. е. в ряде
случаев можно избежать трудоемкой операции съемки объекта г
разных ориентациях в электронном микроскопе.

Для структур со спиральной симметрией прямое и обратное
преобразования в цилиндрических координатах будут иметь вид:

Ф (R, ¥, Z) = $Gn(RZ) exp [in (V + я/2],

Рис. 104. Проекция двумерного
сечения трехмерного объекта

Р (Л ф, z) = n (r, Z) exp {in T) exp {2nizZ) dZ,

где gn и Gn — взаимные трансформанты Бесселя.
Поскольку исходной информацией является изменение почер-

нения фотографической пластинки, эта непрерывная величина
(степень приближения не учитывает зернистой структуры фото-
слоя) для расчетов должна быть представлена в цифровой форме.
Таким образом, каждая из проекций в результате измерений пред-
ставляется в виде дискретного набора величин сг (iff, x^.) =

= сг/j (па/т), где а — сторона квадрата, на котором ведется вос-
становление, большая или равная размеру восстанавливаемой
структуры. Шаг дискретизации а/т выбирается согласно теореме

210



• Глава 9. Моделирование объемных клеточных структур

Котельникова, распространяемой на случай двумерного изобра-
жения с ограниченным спектром. Такое изображение полностью
определяется т независимыми значениями интенсивности в точ-
ках дискретных отсчетов, лежащих в узлах прямоугольной ре-
шетки С ШаГОМ V2 (0ж max ПО ОСИ X И 1/2С0!,тах п 0 о с и У> п Р и УСЛОВИИ,
что спектр пространственных частот изображения равен нулю вне
прямоугольника, описываемого в частотной плоскости неравен-
ствами

| (0ж | ^ (Од; max, | 0>у | ^ сортах-

Число отсчетов, приходящихся на отрезок длиной х (или у), равно
2х<йх т а х . Общее число отсчетов в изображении (число степеней сво-
боды) равно произведению площади изображения на «площадь»,
занимаемую спектром в частотной плоскости:

ТП = 45(О ж т а Х (0 9 тах- (9.9)

В принципе, возможна реконструкция трехмерной структуры
по проекциям и без перехода в обратное пространство. Одно из
решений состоит в том, что каждая из проекций в дискретном
представлении может рассматриваться как сумма значений плот-
ности в одном из узлов решетки, на которой ведется восстанов-
ление.

Таким образом, могут быть составлены линейные уравнения
вида

ai (па/т) = 2 р я (9.10)

с числом неизвестных в каждом уравнении т. В общем случае,
если имеется р проекций (i = р), то число известных рт, а неизве-
стных значений pjt есть т2. Условие однозначного определения
каждого из значений р;-, (т. е. реконструкция одного из сечений
структуры): рт > т* или р > т. Решение уравнений вида (9.10)
ведется обращением матриц. Для случая, когда величины р могут
приобретать лишь два значения — 0 или 1, разработаны алгорит-
мы восстановления, действующие по принципу перебора.

В реальном пространстве справедлив и другой метод трехмерной
реконструкции, получивший название метода восстановления об-
ратным проектированием или синтезом проектирующих функ-
ций [8]. Идеи метода иллюстрируется на рис. 105, где показано дву-
мерное восстановление функции р (х, у) (в полярных координатах
р (г, Ф) из последовательности N проекций стф (х'), расположенных
через равные углы 2nlN. Для каждой точки (г, Ф) в структуре
все проектируемые плотности Стф \х' = г cos (Ф - ¥) ] суммируют-
ся. Постоянный фон, возникающий при суммировании, может
вычитаться. Однако в таком варианте методу присущи некоторые
ошибки.
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Поскольку фурье-преобразование представляет собой линей-
ную операцию, то

S о-ф [г cos (Ф - ¥)] = F-i [ 2 F (XY) б (Гф)], (9.11)

где т|з = 2nnlN, п = .1,2, . . ., iV.
Левая часть уравнения (9.11) соответствует операции «обрат-

ного проектирования» плотностей проекции, как показано на
рис. 105. Такая операция экви-
валентна фурье-синтезу с ис-
пользованием центральных се-
чений, причем каждое из сече-
ний соответствует фурье-преоб-
разованию одной из проекций
[правая часть уравнения(9.11)].
Оператор F'1 представляет об-
ратное фурье-преобразование.
О"Ф (*') рассматривается как дву-
мерная функция; предполагает-
ся, что изменения в направле-
нии уф отсутствуют. F (X, Y)
б (Уф) представляет собой ли
нейное сечение двумерного пре-

Рис. 105. Восстановление «обратным
проектированием»

образования F (X, Y) по линии,
проходящей черев начало коор-
динат под углом г|з к оси X.

Будем полагать, что спектр функции ограничен, т. е. выше не-
которой пространственной частоты, обусловленной в обратном
пространстве радиусом Rm, фурье-компоненты всех проекций
равны нулю, т. е.

F (X, Y) б (Гф) = 0 при >Rm.

Несложно показать, что результат синтеза представляется в виде

F~l [ 2 F (X, Y) б (Уф[)] = р (х, у) * F-i х

(9.12)X[S{R,<b)) + (N-l)r+lF(0,0)]t

причем S (R, Ф) — б-функция единичного веса при углах
Ф = 2nn/N, п = 1,2, . . ., N, R, Ф - обратные полярные коор-
динаты,

' 6 (Xcos Ф + У sin Ф) при (Л < Rm;

0 при (R>Rm)
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Символ * означает операцию свертки

F'1 [F (О,0)] = S S Р (*• У)dx *У = "• < 9 - 1 3 )
— о о

Величина й определяет объем объекта в трехмерном случае, или
площадь — в двумерном. Я может быть найдена из проекций

Q =

Ятот член появляется из-за того, что фурье-преобразования всех N
проекций дают вклад в начале координат X = 0, У = 0 . Подстав-
ляя уравнения (9.11) и (9.13) в уравнение (9.12), получим, что ре-
конструируемая плотность рв, определенная методом обратного
проектирования, будет:

Рв (*, у) = Р (я, У) * F'1 [S (R, Ф)1 = 2(ТФ [г cos (Ф —
— Ч')] — (N - 1) Й, (9.14)

где Ф = 2nn/N, n = 1,2, ...,7V.
В этом и состоит ошибка, присущая этому методу. Чтобы уви-

деть, чем реконструируемая плотность рв отличается от истинной
плотности р, нужно рассмотреть функцию F'1 [S (R, Ф)]. Функ-
ция S (R, Ф) является функцией с единичным значением на ли-
ниях Ф = 2nn/N, п = 1, 2, . . ., N, для R ^ R^ и поэтому имеет
форму 2N одинаково расположенных спиц в колесе с длиной каж-
дой спицы, равной Rm. Фурье-преобразование такой функции
определяется интегралом от некоторой совокупности бесселевых
функций

F'1 [S (R, Ф)] = J [/„ (2nRr) + 2/Vn (2nRr) exp угеФ] dR,

(9.15)
где п = ±2N, ±4/V. . .
Так как все бесселевы функции / 0 (2nRr) имеют максимум при
г = 0 для различных R, нулевой порядок бесселевой функции в
выражении (9.15) для F'1 [S, (R, Ф)] будет также иметь макси-
мальную величину при г = 0, и поэтому свертка этого члена
с истинной плотностью р (х, у) в уравнении (9.14) довольно близка
к р (х, у). При бесконечном числе проекций в функции выборки
S (R, Ф) отсутствуют азимутальные вариации, и вместо уравнения
(9.15) получаем

SR (Г) = / 0 (2яЯг),

где SR (Г) — фурье-преобразование кольца радиуса R в обратном
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пространстве. Таким образом, плотность свертывается с F'1 [S'(R)],
где

= J SR(r)dR.
о

В пределе при бесконечном разрешении

F'1 [S' (R)] = J Л (2nRr) dR = 1/2яг. (9.16)
о

Таким образом, даже при бесконечном числе проекций метод
реконструкции обратным проектированием не будет восстанавли-
вать истинной плотности р (г, Ф), а будет реконструировать
р (г, Ф), свернутую с 1/г. Если исследуемая структура имеет
остроконечное распределение плотности, то пики будут восста-
новлены, так что метод все же даст примерную реконструкцию.

Причина, по которой метод обратного проектирования не мо-
жет дать действительной реконструкции, состоит в том, что функция
S (R, Ф) производит выборку преобразования объекта в непра-
вильной пропорции для различных радиусов в обратном про-
странстве. Реконструкция обратным проектированием поэтому эк-
вивалентна фурье-синтезу объекта из его фурье-преобразований
со всеми членами, взвешенными пропорционально величине, об-
ратной радиусу в фурье-пространстве.

Модификацию описанного выше способа с целью устранения
присущих ему ошибок предложили Б. К. Вайнштейн (модифици-
рованный синтез проектирующих функций [10]) и Рамачандран
(метод свертки [11]). Суть модификации сводится к следующему.
Если выборочную функцию изменить так, чтобы она меняла свое
значение в соответствии с радиусом обратного пространства, то
можно осуществить верную реконструкцию, точность которой огра-
ничена лишь тем, что используется конечное число проекций.
Другими словами, все компоненты фурье-преобразования будут
включены в реконструкцию с правильным весом, если используе-
мая функция выборки будет иметь вид RS (R, Ф). Фурье-синтез,
использующий эту взвешенную выборочную функцию, будет
реконструировать истинную структуру. Метод обратного проектиро-
вания эквивалентен фурье-синтезу, использующему преобразова-
ние с функцией выборки S (R, Ф). Можно показать, что в реальном
пространстве возможен другой процесс, который эквивален-
тен фурье-синтезу, использующему преобразование с функцией
выборки RS (R, Ф).

Согласно теореме о спектре свертки перемножение в обратном
пространстве эквивалентно свертке в реальном пространстве.
Поэтому реконструируемая плотность может быть восстановлена
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точно, если каждая из проекций предварительно свернута со
стандартной функцией, а затем суммирование таких модифициро-
ванных проекций осуществляется так, как указывалось выше.

Оценка точности восстановления будет зависеть от числа про-
екций, характера вычислительных операций (степени усреднения,
вида интерполяции) и достоверности данных при эксперименталь-
ном определении проекций. Восстановление ведется на дискретной
сетке, состоящей и з т х и узлов с шагом а > Dim. Условие одно-
значного определения значения плотности р в каждом из т уз-
лов: р ]> т. Таким образом, а ;> Dip. Кроме того, согласно теоре-
ме Котельникова шаг дискретизации определяется наивысшей про-
странственной частотой объекта (V2 сож, V2 соу — в декартовых или
х/2 Rm — в полярных координатах). Наивысшая пространствен-
ная частота примерно определяется размером d минимальной не-
однородности объекта. Поэтому разрешение в восстановленной
структуре в этом случае будет

d > 2Dlp. (9.17)

Оценить предельное разрешение можно и при переходе в об-
ратное пространство. F [р (х, у)] приобретает нулевые значения вы-
ше граничной пространственной частоты Rm TZZ \ld. Кроме того,
шаг выборки в обратном пространстве при восстановлении струк-
туры р размером D должен быть IID. При заполнении обратного
пространства центральными сечениями образуется фигура с ради-
ально расходящимися лучами (типа спиц колеса). При удалении
от центра наступает момент, когда расстояние между соседними
спицами становится больше шага разбиения 1/D. Граничный слу-
чай при 1/D -х. nRm/p ca n/dp и определяет разрешение

d « nDlp. (9.18)

Поскольку амплитуды пространственных частот, близких к гра-
ничной частоте, малы, то вклад их незначителен, поэтому предел
разрешения, определяемый выражением (9.18), выглядит несколь-
ко заниженным. Вообще же оценки уравнений (9.17) и (9.18)
достаточно близки. Естественно, что более точную оценку разре-
шения можно дать при известном характере спектра структуры.

Следует сказать, что метод точного восстановления обратным
проектированием (модифицированный синтез проектирующих
функций) и метод свертки эквивалентны методу Клуга и Де Розье,
который состоит в подсчете фурье-преобразования проекций и за-
тем выполнении обратного преобразования Фурье — Бесселя для
восстановления структуры.

Бели в первом методе модификация проекций осуществляется
в реальном пространстве путем их свертки с преобразованием
Фурье от функции выборки с весом, определяемым радиусом обрат-
ного пространства, то во втором случае это взвешивание произ-
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водится автоматически в обратном пространстве. Оба метода име-
ют примерно те же ограничения и по разрешению. Однако метод
Клуга и Де Розье требует большего времени для вычислений, так
как необходимо выполнять два фурье-преобразования.

Итак, мы установили, что для восстановления внутренней
структуры объекта, просвечиваемого электронными или опти-
ческими пучками, необходимо иметь набор проекций его структу-
ры, снятой под разными углами (т. е. при съемке объект необхо-
димо поворачивать). Исключение составляют объекты, обладаю-
щие симметрией. При восстановлении их структуры иногда
достаточно одной проекции.

Следует отметить, что закрепление и поворот объекта разме-
ром в доли микрона являются сложной технической задачей.
Существующие методы установки препарата в электронном мик-
роскопе принципиально не позволяют достичь больших углов по-
ворота (свыше ±60°). При увеличении углов происходит перекры-
тие пучка электронов подложкой, на которой располагается на-
блюдаемый образец. Изготовление микроманипуляторов, которые
позволили бы растянуть образец между двумя остриями игл,
обеспечивая тем самым круговой обзор при вращении, — дело
будущего.

Для иллюстрации описанных выше методов рассмотрим ре-
конструкцию биологической структуры, обладающей спиральной
симметрией.

9.3. Модель трехмерной структуры отростка бактериофага

Система «вирус — клетка»

Существуют несколько сотен бактериофагов или вирусов, пора-
жающих бактерии [12, 13]. До недавнего времени основные уси-
лия были сосредоточены на исследовании фагов с отростками, спо-
собных размножаться на клетках Escherichia coli, относящихся
к штамму В. В настоящее время из них лучше других изучены
семь фагов: от Т1 до Т7.

Все четные фаги имеют сходное строение (рис. 106). Их
различие состоит в величине и толщине отростка, состоящего из
стержня и чехла. В очень кратком изложении взаимодействие
фага с бактериальной клеткой выглядит так: фаг встречает клетку,
затем с помощью своих хвостовых нитей «проверяет» по химиче-
скому составу внешней мембраны вид клетки. Если клетка соответ-
ствует виду фага, то он прикрепляется к ней снаружи своей ба-
зальной пластинкой. Затем базальная пластинка с помощью лити-
ческого фермента в месте своего крепления к клетке растворяет
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небольшую зону внешней кле-
точной мембраны. Чехол хвоста
сокращается, выталкивая ДНК
(или РНК для некоторых видов Головка
фагов) из головы фага внутрь
клетки.

С этого момента биохими-
ческий аппарат клетки в тече-
ние двух десятков минут рабо-
тает под контролем фаговой
ДНК. Сначала синтезируются
особые ферменты, которые бло-

Стержень

Чехол

ХВоетаЗив нити

Рис. 106. Схема строения
бактериофага

кируют синтез собственных бел- пластинка
ков и собственной ДНК клетки
и стимулируют синтез фаговой
ДНК и фаговых белков. Затем
внутри клетки из фаговых бел-
ков начинается сборка компо-
нентов новых фагов (хвостов,
голов) и целых фагов. Прибли-
зительно через 20 мин весь имевшийся в распоряжении клетки-
хозяина биохимический материал будет использован для пост-
роения фагов. Оболочка клетки разрывается, лизируется и 100—
200 потомков фага готовы к встрече с новыми бактериальными
клетками.

Как мы видим, вся проблема взаимодействия вируса и клетки
распадается на большое количество отдельных проблем: проблема
исследования рецепторных участков мембран (иммунохимическая
проблема узнавания), молекулярных механизмов передачи ин-
формации ДНК — РНК — белок, морфогенеза (самосборки фагов)
и, наконец, биологической подвижности. Сведения о простран-
ственной молекулярной реорганизации Отростка бактериофага при
сокращении чрезвычайно важны, так как это сократительная
структура однократного действия, она не обладает сопутствую-
щими любому двигательному акту системами расслабления и регу-
лирования и потому в наиболее элементарном виде моделирует
поведение более сложных двигательных систем. Точные количе-
ственные результатывосстановления пространственной организации
такой структуры по электронно-микроскопическим изображе-
ниям представляют большой интерес.

Для того чтобы увидеть, какова внутренняя структура растя-
нутого хвоста бактериофага и как она изменяется при сокраще-
нии чехла, нам пришлось отказаться от фагов группы Т, так как
они имеют короткий хвост и при сокращении чехла дифракцион-
ное изображение не позволяет определить параметры симметрии
отростка и перейти на фаг группы Н. Он паразитирует на бакте-
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риях Bacillus niycoides и имеет отросток почти в два раза длин-
нее, чем фаг группы Т. Что касается сокращенной структуры чех-
лов фагов группы Т, то в этом отношении значительный интерес
представляет работа [14], посвященная трехмерной реконструкции
сокращенного отростка бактериофага Т4. Пространственная мо-
дель сокращенного отростка получена путем комбинации резуль-
татов трехмерного восстановления поличехлов и изображения
сокращенной формы базальной пластинки. И хотя близость струк-
туры сокращенных чехлов и поличехлов выглядела достаточно
убедительно, существующее функциональное различие в способах
формирования этих структур оставляло открытым вопрос об их
полной структурной идентичности. Кроме того, не совсем ясна
структурная организация центральной зоны сечений сокращенного
отростка. Поэтому чрезвычайно полезной была трехмерная рекон-
струкция растянутого и сокращенного отростков бактериофага
Н-17 Bacillus mycoides [15, 16]. Сначала рассмотрим пространст-
венную организацию растянутого отростка бактериофага Н-17 [15].

Модель структуры растянутого отростка
бактериофага

Структура растянутого отростка бактериофага Н-17 в какой-то
степени напоминает форму растянутых отростков Т-четных фа-
гов [17—18]. Контрастирование препаратов фага проводилось
0,5%-ным раствором уранилацетата. Съемка осуществлялась на
микроскопе JEM-7 с увеличением 50 000 (рис. 107, а).

Для отбора качественных электронно-микроскопических изоб-
ражений и точной оценки параметров спирали отростка фага Н-17
было проведено исследование оптических дифракционных картин
с нескольких десятков снимков на оптическом дифрактометре.
Характерные особенности дифракционных картин растянутого
отростка — наличие четкого меридианального рефлекса, зеркаль-
ной симметрии относительно меридиана и двух наиболее сильных
слоевых линий, расположенных примерно на V3 и 2/я расстояния
от меридианального рефлекса до экватора.

По положению характерных рефлексов были определены основ-
ные параметры растянутой структуры отростка: радиус чехла
г = 105 А, величина заходности N = 6, период прерывной спи-
рали с = 664 А, толщина дисков 39 А. Нанесение на дифракцион-
ную картину обратной решетки (рис. 107, б) и системы слоевых
линий позволило определить число субъединиц на период прерыв-
ной спирали (р = 17) и число оборотов непрерывной спирали на
период прерывной (q = 6). Для проверки рассчитывалось распреде-
ление функций Бесселя по слоевым линиям для спирали с па-
раметрами N = 6, р = 17, «7 = 6 (см. выражение 9.7),
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Рис. 107. Структура растянутого отростка бактериофага Н-17

а — электронно-микроскопическая фотография бактериофага; б — дифракционная кар-
тина от растянутого отростка с нанесенной на нее обратной решеткой; в— одно из рассчи-
танных на УЦВМ сечений отростка на экране дисплея (внизу —гистограмма распределе-
ния значений оптической плотности в сечении с указанием уровня ограничения); г — мо-
дель отростка (удаленная часть позволяет увидеть внутреннюю структуру)
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Электронно-микроскопическое изображение чехла оказалось
эквивалентным 51 проекции элементарной асимметричной группи-
ровки. Фотометрирование электронно-микроскопического изобра-
жения отростка фага проводилось на микроденситометре при дис-
кретном перемещении предметного столика с шагом 10 мкм и с
прямоугольной щелью в плоскости изображения размером 30 X
X 50 мкм.

Синтез сечений диска осуществлялся методом модифицирован-
ного обратного проектирования на квадратной сетке с шагом 6 А
в пространстве объекта. Использовалась УЦВМ с оперативной
памятью объемом 16 двенадцатиразрядных килослов.

Одно из сечений диска, сфотографированное с экрана дисплея
УЦВМ, показано на рис. 107, в. Модель отростка бактериофага
Н-17 показана на рис. 107, г. Она собрана из дисков, поверну-
тых друг относительно друга на угол, равный 2щ1р> рад. Каждый
диск имеет центральный канал диаметром около 30 А. На рассто-
янии 60 А от центра диска расположены шесть спиральных ка-
налов диаметром 20—30 А. На периферии диска расположены
шесть субъединиц, которые соединяются с центральной частью диска
мостиками. Субъединица в радиальном направлении имеет размер
около 40 А, а в тангенциальном — около 80 А.

Модель структуры сокращенного отростка
бактериофага

Сложности в исследовании сокращенных форм отростков бактерио-
фагов обычно связываются со значительными вариациями в
структуре за счет ее деформации. Это проявляется в первую оче-
редь в плохом качестве картин оптической дифракции, которую
они дают. С сокращенного отростка фага Н-17 были отобраны чет-
кие дифракционные картины, позволяющие установить основные
параметры структуры. В процессе сокращения растянутый отрос-
ток претерпевает значительные изменения.

На электронно-микроскопическом снимке сокращенной структу-
ры можно выделить два основных семейства спиралей (рис. 108, а):
спирали с малым периодом, наклопенные под углом 15° к го-
ризонтальной оси, и спирали с большим периодом, составляю-
щие с вертикальной осью 6°. На дифракционной картине (рис. 108, б)
этим спиралям соответствуют системы рефлексов на 1-й, 16-й
и 17-й слоевых линиях. Причем спирали с малым периодом обла-
дают 6-кратной симметрией, а спирали с большим периодом —
12-кратной симметрией. Эти данные согласуются с результа-
тами, полученными на сокращенном отростке фага Т4 [19]. На
33-й слоевой линии на отдельных дифракционных картинах можно
наблюдать слабый меридианальный рефлекс, соответствующий,
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видимо, предельным по разрешению деталям в изображении.
Его можно обнаружить только при больших экспозициях и раз-
вернутой относительно отростка маске. Исходя из элементарных
геометрических соотношений, можно показать, что при получен-
ных параметрах дифракционной картины узлы обратной решетки
с ординатами г/, -f- 2уг, расположенные на линиях т = 1 и т = — 1,
действительно будут лежать на меридиане (yt, и уг — соответ-
ственно ординаты рефлексов на 1-й и 16-й слоевых линиях
(рис. 108, в).

Правило отбора [7] для такой структуры имеет вид:
I = 33 т + 16/г/УУ, где Л' = 6. Таким образом, каждая из шести
прерывных спиралей с основным периодом около 660 А содержит
33 субъединицы в 10 оборотах.

На основании данных дифракционного анализа была осущест-
влена трехмерная реконструкция сокращенного отростка методом
модифицированного обратного проектирования [10, 11].

Рассчитанное сечение показано на рис. 108, г. Отличительная
особенность его состоит в следующем. В сокращенной структуре
произошло полное отделение чехла от стержня и между ними об-
разовался зазор, ширина которого составляет примерно 30—35 А,
в отличие от структуры растянутого чехла, где между стержнем
и чехлом имелись связи.

Хорошее совпадение формы впадин и выступов центральной
части сечения и внутренней части чехла, их «комплементарный»
характер могут свидетельствовать о плотном прилегании этих
частей друг к другу в растянутом отростке. Устранение зазора
и более плотная упаковка субъединиц чехла уменьшают диаметр
сокращенного отростка, равного 270 А, до поперечных размеров
растянутой формы.

Характерный вид имеет стержень в сечении. Форма шестико-
нечной структуры, с длиной лучей примерно 25—30 А, которую
имеет стержень, ассоциируется с формой базальной пластинки,
которую она приобретает, инициируя сокращение отростка (пе-
реход «шестиугольник — шестиконечная звезда») [20]. Сходство
усиливается тем, что лучи звезды слегка наклонены в одну сто-
рону. Весьма близкое изображение, полученное в результате циф-
ровой фильтрации изображения базальной пластинки, приведено
в работе [14]. Выполненная реконструкция позволяет говорить о
том, что подобная форма характерна не только для центральной
зоны базальной пластинки, но и для внутренней структуры сок-
ращенного отростка. Центральный канал стержня имеет диаметр
около 50 А. Это несколько больше диаметра канала растянутого
отростка. Не вполне удовлетворительное совпадение формы при
наложении изображений сечений иоличехлов и сокращенной фор-
мы базальной пластинки, отмеченное Амосом и Клугом [14], по-
видимому, объясняется малым диаметром пустующей зоны в се-
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Рис. 108. Структура сокращенного отростка бактериофага Н-17
а — электронно-микроскопическая фотография бактериофага (лучшим по качеству ока-
залось изображение отростка, при сокращении чехла которого произошло отделение по-
следнего от головки); б — дифракционная картина от сокращенного отростка; в — график
п, ( (п — порядок функции Бесселя, I — номера слоевых линий) и радиальная проекция
структуры; г — рассчитанное на УЦВМ сечение сокращенного отростка на экране дисп-
лея (внизу — гистограмма распределений плотности в сечении с указанием уровня огра-
ничения); 8 — трехмерная модель сокращенного отростка

чении поличехлов. Реконструкция показывает, что структура,
имеющая форму шестиконечной звезды с наклоненными лучами в
центральной части базальной пластинки, вероятно, должна быть
связана со стержнем и в результате сокращения полностью от-
делилась от чехла. Наличие зазора между стержнем и чехлом
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можно увидеть и в радиальных распределениях плотности сокра-
щенного отростка, стоящего на торце (рис. 4, б, в [14]). Возможно,
что поличехлы имеют внутренний диаметр, несколько меньпшй,
чем сокращенный чехол.

Изменения формы субъединиц чехла связаны с изменением
характера укладки полипептидной цепи. По данным реконструк-
ции, каждая из субъединиц имеет два копцевых утолщения не-
равной величины, выступающих на поверхности чехла, связан-
ных между собой перемычкой, спрятанной внутри. Каждая из
семейства спиралей с большим периодом образована совокуп-
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Рис. 109. Сравнение структурных пере-
строек в растянутом и сокращенном от-
ростках бактериофага Н-17
а — сечения растянутого (слева) и сокращенного
(справа) отростка;
б — усредненные изображения сечений субъеди-
ницы растянутого и сокращенного чехла

ностью одного вида концевых утолщений. Различие в размерах
в какой-то степени маскируется достаточно плотной упаковкой на
поверхности чехла. Спирали малого периода сформированы путем
чередования концевых утолщений обоих видов вдоль каждого
витка (рис. 108, д). Изменение формы определяет изменение в по-
ложении и числе контактных групп в субъединицах.

На периферии чехла проходят шесть внутренних спиральных
каналов, вытянутых в тангенциальном направлении, суженных в
центральной части и напоминающих цифру 8 с размерами 30 X
X 100 А.

Сравнение сечения сокращенного и растянутого отростков
(рис. 109, а) позволяет предполагать, что растянутый отросток
представляет собой неустойчивое состояние структуры как по
длине, так и по ширине. Отросток растянут и одновременно ком-
пактно свернут. Причем стабилизирующей структурой является
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стержень. Косвенным подтверждением этому могут служить дан-
ные морфогенеза, согласно которым стержень является матрицей,
на которой происходит сборка чехла [21]. Совокупность событий,
приводящих к реорганизации структуры при сокращении, выгля-
дит так. Реорганизация базальной пластинки сопровождается
структурными перестройками в стержне, в результате которых
он (или какая-то неописанная пока структура, плотно прилегаю-
щая к нему) приобретает форму шестиконечника с несколько
наклоненными в одну сторону лучами. Возможно, что стержень
имеет подобную форму и в растянутом отростке, но ее не удается
наблюдать из-за плотного прилегания чехла и стержня. Разрыв
определенных связей приводит к отделению чехла от стержня
и образованию зазора между ними. Чехол разворачивается и од-
новременно укорачивается. Субъединицы чехла при этом, совер-
шая одновременно две формы движения — по дуге увеличивающе-
гося радиуса при уширении чехла и в вертикальном направлении
при укорочении, в результате движутся по коническим вин-
товым линиям, совпадающим, возможно, с переходными спира-
лями в модели Муди [22].

Более детального анализа заслуживает характер перестроек,
происходящих в субъединицах при сокращении. В сечениях сокра-
щенного чехла можно идентифицировать участки, соответствующие
внутренним спиральным каналам растянутой структуры. Они
лежат в вершинах зазора, образовавшегося между чехлом и стерж-
нем. Они расположены на расстоянии около 60 А. В результате сокра-
щения и отделения чехла от стержня спиральные капалы ока-
зываются незамкнутыми со стороны, обращенной к центру отрост-
ка. Кроме того, отделение субъединиц сокращенного чехла друг
от друга происходит за счет разрыва боковых стенок спиральных
каналов. Таким образом, можно более четко определить локализа-
цию структуры в сечении растянутого чехла, из которой в резуль-
тате разрыва определенных связей и конформационного перехода
формируются субъединицы сокращенного чехла. Она ограничена
местами потенциальных разрывов между субъединицами и внут-
ренним спиральным каналом. На рис. 109, б совмещены усред-
ненные по шести результатам восстановления изображения сече-
ний субъединиц растянутого и сокращенного чехла (сплошная
линия соответствует субъединице растянутого чехла, пунктир-
ная— сокращенного). В обоих случаях субъединицы имеют близ-
кую форму, напоминающую рыболовный крючок. Преобразова-
ние формы при сокращении должно включать в себя, по-видимому,
движение большего концевого утолщения (вдоль направления
указанного стрелкой) и некоторую модификацию концевых утол-
щений.

Итак, на примере трехмерной модели отростка бактериофага
показано, что методы восстановления объемных биологических
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структур дают наглядное представление о механике пространст-
венных перестроек «биологических молекулярных машин».

Теперь перейдем к изложению метода, позволяющего изучать
рельеф поверхности клеток.

9.4. Голографический синтез объемного изображения
поверхности клеточной мембраны

Реология клеточных мембран

Реология рассматривает вопросы течения и деформации сплош-
ных сред. Все тела, встречающиеся в природе, обладают в той
или иной степени текучестью.

Если для многих «простых» жидкостей вязкость постоянна
(это заметил еще Ньютон), то в коллоидах вязкость становится
переменной величиной. Возникновение в жидких дисперсных сис-
темах и растворах полимеров пространственных структур, об-
разуемых сцеплением частиц или макромолекул, вызывает резкое
повышение вязкости. В «структурированных жидкостях» работа
внешней силы затрачивается не только на преодоление обычной
(ньютоновской) вязкости, но и на разрушение структуры.

Вязкость цитоплазмы клеток прежде всего связана со струк-
турой составляющих ее биополимеров и органоидов. Абсолютная
вязкость цитоплазмы колеблется от 2 до 50 спз (1 спз = 10~3 н • с/м2).
Она меняется в различных частях клетки и в разные перио-
ды клеточного цикла. В пределах от +12-^-15 до +40ч-50° вяз-
кость цитоплазмы постоянна, вне этих пределов она увеличива-
ется [23].

Плазматические мембраны клеток обладают заметной эластич-
ностью и низким поверхностным натяжением (0,1—2,0 дин/см).
Клетки легко деформируются, но при снятии нагрузки они, как
правило, приобретают первоначальную форму, определяемую
белковым каркасом. Бактериальные и животные клетки благо-
даря белковому каркасу способны выдержать большое осмоти-
ческое давление внутри клетки (до 20 атм). Если с помощью ли-
зоцима убрать белковый каркас и оставить только плазматическую
мембрану, то клетка приобретает шаровидную форму. Это объяс-
няется тем, что эластичная плазматическая мембрана стремится
образовать форму с минимальным запасом энергии [24].

В физической механике существует теория упругих пленок,
основанная на работах К. Ф. Гаусса и У. Гиббса, но все попытки
приложения этой теории к описанию мембран живых клеток не
увенчались успехом.

Возникает вопрос: можно ли к цитоплазме и мембранам жи-
вой клетки (т. е. гетерогенным системам, обладающим свойства-
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ми гомеостаза, имеющим внутри себя обратные связи) применять
понятия физической механики, а именно понятие вязкости, коэф-
фициентов поверхностного натяжения, модуля упругости и т. д.?

Клетка является динамической системой, поэтому необходимо
исследовать не абсолютные значения коэффициентов, используе-
мых в физической механике, а локальное изменение этих величин
во времени и пространстве. При этом следует учитывать три мо-
мента.

1. Упаковка молекул фосфолипидов и белков навязывает мем-
бране, состоящей из них, такую форму, при которой электрический
заряд внутри слоя будет минимальным. Поэтому такая пленка
легко искривляется в очень малых пределах (пока не произойдет
некоторое ее сжатие), а затем для ее дальнейшего искривления
требуются большие усилия. Таким образом, изменения вязкости
и коэффициента поверхностного натяжения имеют нелинейный
характер.

2. Мембрана живой клетки находится на грани фазового пе-
рехода от кристаллической структуры к аморфной, т. е. коэффи-
циент вязкости по поверхности мембраны меняется от точки к
точке и находится в состоянии динамического равновесия, по-
видимому, управляемого белками-«скрепками». Другими словами,
часть участков мембраны переходит в аморфное состояние, в свою
очередь другая часть переходит в кристаллическое. Это условие
также делает классическую теорию гибких пленок несправедли-
вой для биологических мембран.

3. Известно утверждение «мембрана рождает мембрану», т. е.
наличие мембраны служит «затравкой» для дальнейшего увели-
чения ее поверхности, а рост мембраны никак не учитывается в
существующей теории.

Чтобы избежать перечисленных выше трудностей в примене-
нии классической теории упругих пленок к биологическим мемб-
ранам, было предложено [25] выделить и отдельно описывать три
типа реакции мембран при воздействии на них: первый — изме-
нение формы без изменения площади поверхности при низком
модуле упругости (т. е. чистая деформация); второй — увеличе-
ние поверхности без изменения формы (т. е. чистый рост) и, на-
конец, третий — локальное изменение кривизны мембраны за
счет местного молекулярного воздействия (например, разжиже-
ние мембраны, локальное изменение вязкости). Во втором случае
мембране приписывается большой коэффициент упругости. Она как
бы пружинит, противодействуя изменению формы. Очевидно, что
третий тип реакции мембран активный, а поэтому наиболее слож-
ный. Экспериментально определить изменение коэффициента вяз-
кости по поверхности мембраны чрезвычайно трудно, поэтому о нем
судят косвенно по изменению эластических констант под действием
осмотического давления. Однако даже такое грубое приближение
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дает возможность вычислить величины взаимодействующих сил,
возникающих в молекулярных слоях мембран за счет электроста-
тических зарядов.

В работе [26] в основу классификации положены физико-хи-
мические феномены, поддерживающие целостность мембраны
при растягивающих воздействиях. При разрыве мембран возмож-
ны два варианта разрушения — лизис и фрагментация. Фрагмен-
тация требует в 1000 раз меньше энергии, чем лизис. На основа-
нии этого указывалось на существование трех физико-химических
факторов, удерживающих целостность мембраны и противодейст-
вующих ее разрушению:

1) поверхностное стягивание в результате химического кон-
такта за счет ближайшего окружения, находящегося вне мембра-
ны (например, гидрофобные взаимодействия);

2) поддержание устойчивости оболочки за счет слабых сил мо-
лекулярного сцепления внутри мембраны (двумерные, жидкост-
ные характеристики);

3) поддержание устойчивости оболочки за счет сильных моле-
кулярных взаимодействий (свойства участков мембран, близкие
к свойствам твердого тела).

Таким образом, наиболее слабым местом, определяющим раз-
рыв мембран, является сцепление между двумя липидными слоями.
Эти два слоя начинают «скользить» друг относительно друга,
приводя к фрагментации мембран [26].

В настоящее время задача реологии клеточных мембран толь-
ко поставлена. Для ее решения необходимы чувствительные ме-
тоды локального определения кривизны мембран. Одним из таких
методов служит непосредственное наблюдение формы клеточных
мембран. Описанный ниже метод, разработанный в Институте
биологической физики АН СССР [27], позволяет определять ло-
кальную кривизну клеточных мембран по электронно-микроско-
пическим изображениям клеток.

Синтез голограммы по набору ракурсных снимков

Синтез голограмм из некогерентно записанных снимков произво-
дится в случаях, когда непосредственная запись объемных изоб-
ражений затруднительна или невозможна из-за отсутствия в со-
ответствующем диапазоне источников когерентного излучения
(например, в электронной микроскопии, рентгенографии). Сним-
ки, полученные с помощью сканирующего электронного микроско-
па, благодаря значительной глубине фокуса обладают заметным
«эффектом объемности». Однако более точная оценка размеров
выступающих деталей и рельефа на них затруднительна из-за
отсутствия нараллакса.
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В основе метода лежит особенность нашего зрения, позволяю-
щая заменить трехмерный предмет, рассматриваемый одним гла-
зом с данной ючки, соответствующим двумерным изображением,
полученным методом центрального проецирования с центром в
этой же точке. При наблюдении обоими глазами двух плоских
изображений, отличающихся на соответствующий ракурсный
угол, можно получить стереопару и образ объемного предмета.
Составная голограмма позволяет запасти целый набор таких
стереопар в значительном угловом диапазоне. Это создает при
рассматривании восстановленного изображения полную иллю-
зию реального предмета. С помощью специальных методов могут
быть измерены геометрические параметры поверхности объекта.

Процесс синтеза голограмм состоит из двух этапов: получения
двумерных изображений объекта под различными углами зрения
а трансформирования этих изображений в голограмму. Двумер-
ные изображения, являющиеся исходным материалом для синтеза
голограммы, обычно представляют собой фотографии объекта,
снятые с помощью некогерентных источников в видимом [28—30],
рентгеновском диапазонах длин волн [31, 32] или в электронном
пучке [33]. Эти снимки получают, поворачивая объект вокруг оси,
проходящей через центр объекта, либо перемещая регистрирую-
щую систему вокруг объекта. Информация о различных ракурсах
объекта объединяется затем на одной голограмме путем последо-
вательного экспонирования участков голограммы или многократ-
ным экспонированием всей голограммы с соответствующими дву-
мерными изображениями совместно с опорным пучком. Между
экспозициями производятся взаимные перемещения элементов
системы регистрации голограммы, перемещение маски с прямо-
угольным отверстием или угловое перемещение двумерного изоб-
ражения (поворот самой голограммы). Восстановленное изображе-
ние представляет собой объемное изображение.

При синтезе голограммы большое значение имеет максималь-
ный угол обзора реконструированного трехмерного изображения.

В методе, предложенном в Институте биологической физики
АН СССР [27], синтез составной голограммы осуществляется по
набору ракурсных снимков, полученных на сканирующем элект-
ронном микроскопе с сохранением нормального бинокулярного
параллакса в одном (например, горизонтальном) направлении,
а диапазон углов зрения увеличивается за счет записи голограмм
ракурсных снимков не только по горизонтали, но и по верти-
кали. При просматривании составной голограммы от одного края
до другого по вертикали создается эффект вращения трехмерного
изображения. Потеря вертикального параллакса несущественна
для трехмерного восприятия. Составная голограмма представляет
собой прямоугольную матрицу via т X п прямоугольных эле-
ментов.
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Рис. 110. Синтез составной голограммы

о г— оптическая схема установки: 1 — лазер, 2 — затвор с реле времени, 3 — полупроз-
рачное зеркало, 4, 5 — зеркало, 6, 7 — микрообъективы с точечными диафрагмами, 8 —
диапозитив с рассеивателем, 9 — опорный пучок, 10 — предметный пучок, 11 — пере-
двигаемая щель, 12 — голограммная пластинка; б — два снимка мнимого трехмерного
изображения нейрона, образующего стереопару (сняты фотоаппаратом с расстояния 25 см
от мнимого изображения при базисе 65 мм); * — линии равной кривизны в изображении
изолированного нейрона большого прудовика I.imnaea stafrnalis, полученные в результа-
те измерения восстановленного изображения методом «светящейся сетки»

Оптическая схема установки приведена на рис. 110, а. Реги-
страция голограммы осуществляется с помощью гелий-неонового
лазера 1 с длиной волны излучения 632,8 нм. Экспозиция голо-
граммных элементов матрицы производилась с помощью затвора <?,
управляемого реле времени. Размеры элемента голограммы
10 X 10 мм. Размеры диапозитивов 50 X 50 мм. Расстояние от
голограммной пластинки до диапозитива 20 см, от наблюдателя
до голограммной пластинки 5 см. Для получения голограммы
использовались пластинки типа ВР-Л. Восстановленное с голо-
граммы изображепие обладает эффектом трехмерности. Два изо-
бражения, образующие стереопару, показаны на рис. 110, б.
В качестве примера рассмотрим поверхность изолированного ней-
рона большого прудовика Liinnaea stagnalis. Ракурсные снимки
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изучаемого микрообъекта получены на сканирующем электрон-
ном микроскопе JSM-U3, работающем в режиме вторичной элек-
тронной эмиссии, с помощью гониометра с определенным угловым
шагом Дф. Предельный диапазон углов наклона гониометра —
5—46° был расширен с помощью специально изготовленного устрой-
ства поворота объекта. На объект напылялся в вакуумной ка-
мере тонкий слой углерода, а затем серебра. Снимки (диапозити-
вы) устанавливались на гониометрический столик и освещались
через матовое стекло. Затем последовательно голографировались
на элементах составной голограммы через прямоугольную щель,
расположенную вплотную к голограммной пластинке. Размеры
щели могли регулироваться в двух взаимно перпендикулярных
направлениях, а сама щель перемещалась с помощью микромет-
рического винта.

Ориентация диапозитивов должна быть нормальной к линии,
соединяющей центр диапозитивов с центром отверстия в маске.
Индикатриса рассеяния матового стекла обеспечивает перенос,
информации в данную точку голограммы со всех точек диапози-
тива.

Изучение геометрии изображения объекта производилось
следующим образом. Светящаяся точка (торец световода диамет-
ром 0,5 мм) совмещалась при бинокулярном наблюдении с харак-
терными точками изображения с помощью трехкоординатного уст-
ройства перемещения, снабженного шкалой отсчета. Для изуче-
ния топографии поверхности объекта использовались также
светящиеся сетки, перемещаемые с определенным шагом в направ-
лении наблюдения. Для каждого положения сетки определялся
контур поверхности объекта, совпадающий при бинокулярном
наблюдении с плоскостью сетки. Светящаяся сетка изготавлива-
лась фотографическим способом и подсвечивалась через матовое
стекло. На рис. 110, в представлены контуры одинаковой кри-
визны поверхности объекта, снятые с помощью светящейся
сетки.

От чего зависит разрешение данного метода? При переносе ин-
формации с диапозитивов на элементы одного из горизонтальных
рядов голограммной пластины центр щели, через которую проис-
ходит экспонирование, располагается в той части плоскости, кото-
рая соответствовала угловому положению объекта при получении
двумерного диапозитива. Последующие ряды матрицы записы-
ваются аналогично, но соответствуют сдвинутым на некоторый
угол Др ракурсам обзора объекта. Полный диапазон углов обзора
объекта при этом составляет

0 = (т — 1)Дф + (и - 1)Др\ (9.19)

где т — число элементов ряда матриц, Дф — угловой шаг гонио-
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метра микроскола при получении ракурсных снимков; п — число
рядов голограммной матрицы.

Размеры диапозитивов, вводимых в систему синтеза состав-
ных голограмм, должны быть достаточными для обеспечения
рассматривания с расстояния наилучшего зрения без потери
четкости изображения, сформированного электронным микроско-
пом, а кроме того, не слишком большими, так как при этом уве-
личиваются габариты всей системы для синтеза составных голо-
грамм.

При выборе размеров элементов голограммной матрицы при-
ходится идти на компромисс между необходимостью плавного
изменения ракурса объемного изображения при переходе от эле-
мента к элементу матрицы и возможностью наблюдения всего
объекта через один элемент голограммной пластины. Чем меньше
будет ракурсных снимков (а следовательно, и синтезированных с
них элементов составной голограммы), тем ниже будет разре-
шение деталей рассматриваемого объекта. Наблюдение изобра-
жения одним глазом через более чем один элемент матрицы при-
водит к искажению изображения. Изображения, синтезируемые
разными элементами матрицы, соответствуют разным точкам на-
блюдения. Ограниченность числа точек наблюдения определяет
предел разрешения наблюдаемых деталей.

Рассмотрим еще один метод — построение трехмерных моделей
структур ферментов на основе анализа их электронно-микроскопи-
ческих изображений. В качестве примера возьмем фермент — лей-
цинаминопептидазу. Работа но уточнению структуры этого фер-
мента была проведена в Институте биологической физики АН
СССР совместно с сотрудниками Центрального института моле-
кулярной биологии АН ГДР [34].

9.5. Моделирование структуры биологических макромолекул

Исследование структуры ферментов

Разнообразие ферментов очень велико. Они представляют собой
сравнительно большие белковые молекулы (молекулярный вес
от 104 до 10е), высокоспецифичные по отношению к субстрату. Это
определяется структурным соответствием фермента (его активного
центра) и субстрата. Механизм взаимодействия «субстрат — фер-
мент» не может быть выяснен полностью, если не известна про-
странственная конфигурация молекул субстрата й фермента.

Основные структурные характеристики фермента и субстрата
(размеры, вес в гидратированнгм состоянии и полный поверхност-
ный заряд) можно определить в растворах физико-химическими
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методами. Также можно определить число активных центров, т. е.
сколько молекул субстрата могут быть связаны с одной молеку-
лой фермента (чаще всего — от 1 до 4). По данным дисперсии оп-
тического вращения можно рассчитать долю упорядоченных (ре-
гулярно скрученных) и неупорядоченных (скрученных нерегу-
лярно) участков, в некоторых случаях удается получить инфор-
мацию о распределении химических групп в области активного
центра.

Многие белки удается получить в кристаллическом виде и с
помощью рентгеноструктурного анализа воссоздать точную модель
структуры молекулы с разрешением до 1,5—2 А. Однако слож-
ности рентгеноструктурного анализа, связанные с получением
информации о фазах рассеиваемого излучения, а также трудоем-
кость вычислений заставляют искать новые возможности в обла-
сти электронной микроскопии для анализа биологических мак-
ромолекул.

Приведем краткую характеристику фермента, используемого
для иллюстрации возможностей исследования макромолекул в
электронной микроскопии. Лейцинаминопептидаза (ЛАП) — фер-
мент, гидролитически расщепляющий пептиды со свободной ами-
ногруппой у N-концевого аминокислотного остатка. Молекуляр-
ный вес ЛАП, выделенной в кристаллической форме из хруста-
лика быка, 326 000. Молекула ЛАП состоит из шести идентичных
субъединиц с молекулярным весом 54 000 + 4000 [35]. Агрега-
ция субъединиц может быть различной, исключена, по-видимо-
му, лишь плоская гексагональная упаковка [35]. Возможна агре-
гация субъединиц в форме тригональной призмы или октаэдра
(рис. 111, а) [35, 36].

Целью работы явилось уточнение пространственной организа-
ции кристаллических агрегатов ЛАП по электронно-микроскопи-
ческим данным с использованием моделирования на УЦВМ и оп-
тической обработки изображений в когерентных системах [34].
Необходимо было уточнить, под каким углом две группы тримеров
расположены по отношению друг к другу.

Интерпретация электронно-микроскопических изображений
кристаллической лейцинаминопептидазы

На рис. 111, б показано электронно-микроскопическое изображе-
ние кристаллических агрегатов ЛАП с увеличением 300 000.
С целью исключения артефактов для контрастирования использо-
вали как катионные (уранилаксалат), так и анионные (метил-
аминовольфрамат) контрастирующие вещества.

Негатив электронно-микроскопического изображения ЛАП
(рис. 111, б) помещали в дифрактометр. Описание дифрактометра
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Puc. 111. Анализ электронно-микроскопического изображения кристалли-
ческой лейцинаминопептидазы методами оптической обработки изображений

а — возможная агрегация субъединиц (1 — модель Дамашуиа [35]; 2 — уточненная нами
модель); б — электронно-микроскопическое изображение; в — дифракционный спектр
участка изображения; г — схема расположения дифракционных максимумов в спектре;
О, е — модельные изображения, полученные в результате анализа спектра
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имеется в работе [2]. Дифракционный спектр участка микрофо-
тографии приведен на рис. 111, в. Как показали замеры, диф-
ракционные максимумы спектра располагаются на концентриче-
ских окружностях (рис. 111, г), радиусы которых представляются
рядом чисел: 1, \^3, |/^7, 3, 2, | / 3 , ... В соответствии с выраже-
нием (9.3) от спектра изображения можно перейти опять к плос-
кому изображению. При построении модельных лзображений ис-
пользовались статистические параметры расположения дифрак-
ционных максимумов в спектре.

На рис. 111, д, е показаны модельные изображения с истинным
характером симметрии. Распределение энергии в спектре по на-
правлениям 0,60, 120° (рис. 111, в, г) соответствует распределению
интенсивности в структуре вдоль направлений, указанных стрел-
ками 1, 3, 2 (поворот на 90°, рис.111, д); составляющие спектра
вдоль направлений 30, 90, 150° (рис. 111, г) соответствуют распре-
делениям интенсивности в структуре по направлениям, указанным
стрелками 6, 5, 4 (рис. 111, д). Положение рефлексов на окружно-
сти радиусов Rx и R2 (рис. 111, в, г) соответствует расстояниям в
реальной структуре d2 и dx (рис. 111, е).

Проекция каждой пары тримеров обладает симметрией третьего
порядка, узлы решетки представляют собой центры симметрии
шестого порядка (рис. 111, д). Элементарная ячейка ABCD путем
трансляций вдоль направлений 1, 3 формирует изображение
структуры.

Следующий этап обработки изображения состоял в том, чтобы
точно определить геометрические параметры элементарной ячей-
ки структуры. Для этого была проведена двумерная амплитуд-
ная фильтрация электронно-микроскопического изображения [2].
Результатом фильтрации явился «очищенный» от шумов участок
электронно-микроскопического снимка, на котором видно, что
пара тримеров в проекции представляет собой шестиугольник с
неравными сторонами (рис. 112, а). Чтобы убедиться в этом, с по-
мощью денситометра оптическая плотность каждого участка от-
фильтрованного снимка была оцифрована. Затем участки одина-
ковой плотности были соединены линией. Одно из изображений
пары тримеров, оконтуренное линией равной плотности, показано
на рис. 112, б, где а и Ъ — стороны шестиугольника. На основе
измерений величин а и Ь была построена гистограмма (рис. 112, в).
Из гистограммы видно, что отношение наиболее вероятных зна-
чений сторон шестиугольника составляет 1,6—1,7, а распреде-
ление близко к нормальному.

Итак, после проведенных измерений (рис. 112,в), имея априор-
ную информацию о возможной агрегации субъединиц в простран-
стве (рис. 111,а), можно с помощью моделирования на УЦВМ по-
пытаться определить угловое расположение субъединиц по отно-
шению друг к другу.
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Рис. 112. Определение раз-
мера сторон шестиуголь-
ника, образованного парой
тримеров
а — изображение кристалличес-
кой лейцинаминопептидаэы, по-
лученное в результате оптичэс-
кой фильтрации;
б — контур равной оптической
плотности;
в — гистограмма распределения
соотношения сторон
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При изучении реальных биологических структур мы сталки-
ваемся с трудностями при их описании. Поэтому для задач моде-
лирования исследуемая объемная система нуждается в некоторых
упрощениях.

Эти упрощения должны обеспечить построение матема-
тической модели, содержащей в себе основные элементы ори-
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О 15 30 М SO ос(граЗ)
Рис. 113. Результат моделирования структуры кристаллической лепцина-
минопептидазы на УЦВМ

а — изменение соотношения сторон шестиугольника в зависимости от углового располо-
жения пары тримеров; б — условное изображение пары тримеров на экране дисплея

гинала и в то же время обеспечивающей возможность анализа
структуры оптимальным образом.

В данном случае каждый тример на первом этапе моделирова-
ния на УЦВМ был представлен в виде трех шариков равномерной
плотности. Структурная связь между тримерами в одной плоскости
заменялась условием касания соседних тримеров и соответствую-
щих тримеров в параллельной плоскости. Варьировался угол по-
ворота а верхнего тримера относительно нижнего в пределах
О—75°. Построенные таким образом модификации модели обра-
батывались с помощью УЦВМ путем введения математического
оператора, соответствующего формированию реального изобра-
жения структуры в электронном микроскопе [см. выражение (9.1)].
Полученные цифровые массивы распределения плотности модель-
ного «изображения» структуры сравнивались с массивом плот-
ности пары тримеров на электронно-микроскопической фотогра-
фии структуры, полученным на денситометре. За критерий
близости выбирался минимум среднеквадратичных отклонений, вы-
численный по соответствующим точкам массива реальной струк-
туры и модельных вариантов, полученных при разных углах
ориентации тримеров. Кроме математического критерия оценки
проводилась визуальная оценка близости модели и объекта с
помощью дисплея, а также цифровых распечаток рассматривае-
мых массивов, также производилось сравнение и по двумерным
спектрам. Для этого с помощью быстрого преобразования Фурье
на УЦВМ строились «дифракционные» картинки от разных моди-
фикаций моделей и сравнивались с дифракционными спектрами
реальной структуры.

Моделирование с использованием УЦВМ позволило в процессе
работы выявлять между моделью и реальным объектом как сход-
ство, так и расхождения, обусловленные или построением модели,
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или влиянием случайных «шумов». Последовательное сглаживание
таких расхождений приводило к постепенному уточнению модели.
В результате было рассчитано отношение длин сторон кап функ-
ция от взаимного угла поворота пары тримеров, расположенных
в двух параллельных плоскостях (рис. ИЗ, а). Соотношению сто-
рон Ыа = 1,6-=-1,7 соответствовал угол а = 30-=-40°. На рис. ИЗ,б
показано одно из изображений модели, рассчитанной на УЦВМ,
сфотографированное с экрана дисплея.

Таким образом, сочетание оптической обработки изображений
с математическим моделированием структуры на УЦВМ помогает
количественной интерпретации пространственной организации
объекта. Оба метода исследования дополняют друг друга, под-
сказывая новые пути для более успешного моделирования.

Глава десятая

АНАЛИЗ КЛЕТОЧНЫХ СТРУКТУР
ПО ИХ ИЗОБРАЖЕНИЯМ.
ГЛИЯ—СОСУДЫ, ХРОМОСОМЫ

10.1. Преобразование изображений клеток в цифровую форму

В предыдущей главе сделан акцент на анализе пространственной
организации клеточных структур в диапазоне разрешения элек-
тронного микроскопа. В этой главе остановимся на методах опре-
деления геометрических параметров изображений, полученных
с помощью оптического микроскопа, на примерах исследования
морфологии хромосом и некоторых срезов ткани.

Математические методы исследования изображений представ-
ляют собой различные способы формального описания двумерных
конфигураций оптической плотности с учетом дополнительной
информации и целей исследования. В таком виде математическое
описание клеточных структур является частным случаем задачи
распознавания образов.

Для машинного исследования оптических и геометрических
характеристик клеток требуется преобразовать оптическое изо-
бражение препарата / (х, у) в цифровой код. Для этого необходим
сканирующий оптический микроскоп.

Трудности построения сканирующих оптических микроскопов
связаны с необходимостью получения хорошего соотношения сиг-
нал/шум при малой площади сканирующего элемента (до 10~8 мм2).
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Требуемая величина соотношения сигнал/шум зависит от конкрет-
ной постановки задачи. Например, для подсчета числа ядер кле-
ток соотношение сигнал/шум допускается 4-j-5, а для измерения
геометрических параметров с ошибкой не более 2% должно быть
50 -^ 90. Кроме того, существует множество факторов, искажаю-
щих форму сигнала, несущего информацию о структуре клетки
(дифракция, нестабильность источников света и светоприемников,
расфокусировка и т. д.). Влияние этих факторов на точность
измерений проанализировано в работах [39, 50]. В настоящее
время создано несколько типов сканирующих оптических микро-
скопов, в которых ошибки в получении информации о структуре
клеток сведены к минимуму.

Сканирующие системы осуществляют последовательный про-
смотр поля изображения, выполняя фиксированные шаги вдоль
направления осей х, у, и измеряют оптический сигнал после оче-
редного шага. Таким образом, осуществляются квантование пло-
скости изображения и представление самого изображения в виде
матрицы, связывающей значение оптического сигнала с коорди-
натами точки, где он был измерен. Процесс квантования приводит
к геометрическим искажениям, которые в общем случае трудно
поддаются учету [40—42, 50].

Дискретизация оптической плотности структуры объекта
/ (х, у) по амплитуде также приводит к различного рода иска-
жениям. Естественно, что квантование значений функции тесно
связано с квантованием ее аргументов, однако указанные случаи
геометрических искажений предполагали наличие черно-белого
изображения, т. е. / (х, у) = 1 при (х, у), принадлежащем к
А; I (х, у) = 0 при (х, у) за пределами А, где А — множество
точек объекта. Реальные изображения биологических структур
имеют полутона, которые, с одной стороны, обусловлены пере-
менной прозрачностью самих объектов, а с другой — связаны с
ограниченным пространственным разрешением приборов, форми-
рующих изображение.

Удобно процесс получения изображения рассматривать в
частотной области. С помощью преобразования Фурье распреде-
ление интенсивности света на изображении можно представить
как результат наложения пространственных синусоидальных
составляющих. В таком случае устройство ввода изображения
можно рассматривать как фильтр низких частот, хорошо пропус-
кающий низкие пространственные частоты (т. е. крупные детали
изображения) и ослабляющий высокие частоты (т. е. мелкие де-
тали).

Частотная характеристика изображения описывается выраже-
нием (9.2):

К , coy) = ^ I /из (х, у) ехр [— / (<ахх + аиу)\ dxdij.
— о©
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Рис. Ц4. Модель дифракции света на хромосоме

Сплошная линия — истинная граница хромосомы
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Восстановление изображения в частотной области может быть
осуществлено путем коррекции аппаратной функции системы
(см. раздел 9.1):

S (ах, шу) = 5 И З (ах, шу) G (со*, ыу), (10.1)

где S (шх, (Оу) — частотная характеристика восстановленного
изображения, G(a>x, ыу) — функция, корректирующая частотную
характеристику устройства ввода и процесс дискретизации. Ска-
занное означает, что для восстановления частотной характеристи-
ки изображения необходимо соответствующим образом изменить
амплитуды его частотных составляющих.

После корректирования частотной характеристики необходи-
мо сделать переход в действительную область и определить истин-
ное распределение интенсивностей света на изображении:

+ 00

7 ( * ' у ) = ~ЬяГ ^ S (C°X1 с о ^ е х р

Подобный способ восстановления изображения позволяет умень-
шить искажения, вызванные процессом ввода и дискретизацией.
Однако он связан с большим количеством вычислений. Кроме
того, иногда он малоэффективен, так как значительный подъем
частотной характеристики в области высоких частот может вы-
звать дополнительное «зашумление» изображения. Изображение
хромосом на метафазной пластинке является таким изображением,
где высокочастотные пространственные гармоники имеют сущест-
венное значение. В то же время световой микроскоп, работающий
в видимой области, не пропускает высокочастотные составляющие.

Основная трудность при анализе изображений состоит в опре-
делении того, что следует считать границей объектов. Поскольку
существует непрерывная функция плотности / (х, у), то нельзя
объективно указать такого значения уровня ограничения, где
плоскость 1{х, у) = const соответствовала бы реальной форме
объекта. В качестве иллюстрации на рис. 114 представлена модель
дифракции на хромосоме в предположении, что истинное изобра-
жение имело бы во всех точках, принадлежащих хромосоме, зна-
чение яркости, равное 32 условным единицам. Как видно, ни од-
на линия изоплотности не соответствует истинной границе хромо-
сомы.

Естественной моделью объекта являлась бы функция 1(х, у)
типа:

/ (х, у) = Ро при / (х, у) < 0,

/ (х, у) = Р ф при / (*, у) > 0, (10.3)

241



4. Пространственная оргйнцзация биологических структур

- '

а

~*

-<

<

/

t <

-<

0

Рис. 115. Коррекция изображений
а — матрица весов; б, в — изображения хромосомы до корректировки при двух уровнях
ограничения; г, в — изображения той же хромосомы после корректировки при тех же
уровнях ограничения

где Р о — уровень плотности объекта, Р$ — уровень плотности
фона. При этом границей объекта является линия разрыва зна-
чений Р, определяющая контур объекта / (х, у) = 0. Преобразова-
ние плотности изображения в соответствии с указанной моделью
объекта называют бинаризацией изображения (превращением по-
лутонового изображения в черно-белое).

В настоящее время в распоряжении исследователей имеется
много эвристических методов коррекции изображений, обеспе-
чивающих подчеркивание границ объектов [45]. Применяют пре-
образование изображения с помощью локального оператора Лап-
ласа [46]. В цифровой форме это выражается в виде суммирования
с некоторыми весами оптических плотностей в данной и соседних
с ней точках (рис. 115, а). Такое преобразование понижает до ну-
ля уровень плотности в районе, где он был примерно постоянным.

Практически распределение весов выбирается исходя из ви-
зуального исследования результатов преобразования. Для каж-
дого устройства ввода необходимо свое распределение весов.

На рис. 115, б, д приведены результаты обработки изображения
одной хромосомы. Видно, что в результате коррекции бинарное
изображение объекта становится менее критичным к выбору порога
дискриминации плотности. Вместе с тем преобразование с помощью
весовой матрицы требует значительно меньше вычислений (только
12 суммирований на каждую точку растра). Интересный алгоритм
для выбора порога в наиболее крутом месте усредненного
фронта нарастания плотности предложен в работах [48—49].
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Однако, несмотря на большое количество методов для коррек-
ции границ клеток (обычно в литературе они называются метода-
ми предобработки), истинные границы удается найти далеко не
всегда. Возможно, поэтому многие исследователи рассматривают
бинарное преобразование как выбор подходящего уровня ограни-
чения, а весь дальнейший анализ стремятся выполнить так, чтобы
на него как можно меньше влияли погрешности определения гра-
ниц.

10.2. Определение морфометрических параметров клеток
и клеточных структур

Алгоритм определения геометрических параметров
выпуклых фигур

Актуальность развития математических методов исследований
геометрии фигур выпуклой формы (круги, эллипсы) не вызывает
сомнения. К этой задаче сводится анализ морфологии эритроцитов,
клеток паренхиматозных органов и других однослойных биологи-
ческих объектов (одноклеточных водорослей, дрожжевых клеток,
колоний бактерий и т. д.).

В табл. 7 дана сводка одиннадцати алгоритмов для получения
количественных параметров двумерных фигур [50].

Алгоритмы описания клеточных структур
сложной формы

Важными задачами клеточной биологии, имеющими большое
прикладное значение, являются задачи построения лейкоцитар-
ной формулы крови, диагностики раковых клеток и построения
кариотипа.

Последняя, по-видимому, наиболее сложная из задач такого
типа. Основная трудность состоит в том, что морфология мета-
фазной хромосомы чрезвычайно разнообразна и во многом опре-
деляется процессами, протекающими при приготовлении пре-
паратов, которые невозможно учесть.

На примере анализа изображений метафазных хромосом чело-
века рассмотрим основные аспекты методов опознавания и изме-
рения параметров биологических структур.

Процесс анализа может быть разделен на четыре этапа. На
первом осуществляется выделение изолированных объектов, и вся
совокупность точек изображения разделяется на связанные об-
ласти. Это можно осуществить путем прослеживания внешних
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^5 Таблица 7

*•*• Сводка машинных алгоритмов планиметрии (получение количественных параметров двумерных фигур)

Код Операция, •реализуемая алгоритмом Алгоритм Обозначения в формулах

П-1-1 Счет фигур выпуклой формы

П-3-2

П-4-1

N

t = l

N

П-1-2 Счет фигур любой формы

П-2-1 Измерение среднего диаметра д = [р V щ]1. N
кругов ^

П-2-2 Получение интегральной кривой = 1, —ЛД;
распределения кругов по днамет- _
рам (метод последовательных при- •" = ^ j n i (A*,) Л л { + 1 '
ращений)

П-3-1 Определение площади фигур (метод £ . = р V /.
суммирования длин хорд) } ^ *

Определение площади фигур с ~ _ Г ,
помощью интеграла по контуру J j "
путем единичных приращений с

Определение периметра фигур (ме- « , . —
тод вписанного многоугольника) Lj = ^ j t У Д 'ц "Ь Р2 + V fa"'" '

i

iV —• число фигур; щ — хорда, об-
разовавшаяся при пересечении
объекта i-й строкой; i i + 1 —хорда,
образовавшаяся при пересечении
объекта {п -\- 1)-й строкой; п — знак
отрицания.

Обозначения те же, что и в П-1-1

5 — средний диаметр кругов; р —
шаг развертки; значение N опре-
деляется по алгоритму П-1
1{ —• длина i-й хорды; А — ди-
скретное приращение длины
А = 0,1. 2 , . . . , / , где / А > / Ш а х ;
остальные обозначения те же, что
и в П-1-1
Sj — площадь /-го объекта; 1{ —
длина i-й хорды; р — шаг раз-
вертки;
с — граница объекта; dx — единич-
ные приращения по оси х\ у — зна-
чение ординаты
Lj — периметр /-го объекта; Д ^ г —
разность между началами хорд на
i-й и ( i+ 1)-йстроке, Д^а—разность
между соответствующими концами
тех же хорд; п —число хорд;



Таблица 7 (продолжение)

Нов Операция, реализуемая алгоритмом Алгоритм Обозначения в формулах

П-1

П-4-1 а Модифицированная запись алго-
ритма П-4-1 Lj = 0,7

П-4-1 б Вторая модифицированная запись
алгоритма П-4-1 Lj = (h -

П-4-2 Определение периметра фигуры по п_
Бюффону Lj — 4

П-5 Выделение контура фигуры (про- *i *•
грамма «клоп») 000 —100 — 0 (Д)

100—110 —О (Д)

110—111 — + " у ( Д )

111 — 110 — О (А)

110 —100 ——-у-(А)

110 — 110 — 0(2Д)
П-6 Определение максимальной и ми- j _ Используется алгоритм П-5

нимальной осей эллипса 2 З а т е м к о н т у р разбивается
точек

3. Вычисляется: di ^ _j_ к) =

1\ — длина i-й хорды. Остальные
обозначения те же, что и в П-4-1

То же

«! — число пересечении контура
фигуры растром развертки по на-
правлению х\ кг — число пересе-
чений контура фигуры растром
развертки по направлению у
ij, и — значение видеосигнала в
трех интервалах (фон — первый
уровень дикриминации, первый
уровень — второй уровень, выше
второго уровня) на двух соседних
шагах; + я/2 (Д) — поворот на
один шаг; — я/2 (А) — то же, про-
тив часовой стрелки; 0 (А) — один"
шаг без изменения направления;
0 (2Д) — два шага без изменения
направления
хг< Ух — координаты произвольно

и а п выбранной точки на контуре эл-
липса; d{ (i + к) — расстояние от
выбранной точки до остальных
точек контура; A<?i — приращение
расстояния. Изменение знака Adi
соответствует одному из' концов
большой оси эллипса



Таблица 7 (продолжение)

Hod Операция, реализуемая алгоритмом Алгоритм Обозначения в формулах

П-6 Определение максимальной и ми- 4.
нпмальной осей эллипса

Вычисляется: d i (j _|_ fy — ЙГ (f +
+ к + 1) = Adj. Если Ad, > 0, то
вычисления продолжаются, если
Adi < 0, то вычисления прекра-
щаются. Это точка х1у1

Поиск второго конца оси аналоги-
чен описанному выше, только
х\ = = *i» a У» = У\

Концы малой оси эллипса опре-
деляются путем минимизации пло-
щади треугольника, построенного
на большой оси с вершиной, сколь-
зящей по контуру фигуры

П-7 Определение коэффициента скошен-
ности эллиптической фигуры

П-8 Определение коэффициента прямо- р = («i + аг) (*i +
угольности фигуры

q — коэффициент скошенности;
АВ — большая ось эллипса; Ог —
проекция вершины треугольника,
имеющего наименьшую площадь,
построенного на большой оси с
вершиной на контуре эллипса,
расположенного справа_ от оси;
Ог — то же, слеваотоси; О\бг — рас-
стояние между точками Ох и О3

р — коэффициент прямоугольно-
сти; S — площадь объекта, опре-
деленная по алгоритму П-3; ах и
а2 — малые полуори объекта; br и
62 — большие полуоси объекта,
определенные по алгоритму П-6



Таблица 7 (окончание)

Код Операция, реализуемая алгоритмом Алгоритм Обозначения в формулах

П-9

П-10

П-11

Определение коэффициента слож- у. = j_^jS.
ности (вытянутости, изрезанности) J •* J

фигуры (Д л я круга Y = 4я; при отклонении
от круга увеличивается)

Статистическое определение сте- k = / (tf
пени эллиптичности фигур

S = const

X =

Определение центра тяжести фи- Zn n+1 = ( г п + 1 — хп)/2
гуры (метод последовательного 7 , ' „„ ..„ _ _ .., ,„.
объединения центров хорд) * 1 » „„ „ , ,

2 i Z / Л 1 Z = 1 / 1
Zx (V + Г); Z" (Г) = 2г (I'
и т. д.

Yj — коэффициент сложности /-го
объекта; Lj — периметр объекта;
Sj — площадь объекта

к — коэффициент степени эллип-
тичности; х — безразмерный пара-
метр; d&y—вертикальный размер
микрообъекта; п — число хорд;
Zn — координата центра тяжести
хорды; я п + 1 . я „ — координаты кон-
цов хорды; Г — i-я хорда фигуры

Г )
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и внутренних границ всех объектов с помощью алгоритма просле-
живания контура или с помощью алгоритмов, основанных на про-
верке перекрытия хорд соседних строк матрицы изображения.

На втором этапе осуществляется анализ изолированных объ-
ектов с целью определения и описания их существенных особен-
ностей, позволяющих идентифицировать их в качестве объектов,
подлежащих исследованию.

На третьем этапе для объектов, подлежащих исследованию,
измеряются их информативные параметры.

Четвертый этап представляет собой статистическую обработку
результатов измерений и классификацию объектов во всей ис-
следованной выборке объектов.

Основная задача при исследовании изображений биологичес-
ких структур состоит в разработке алгоритмов, выполняющих
описание структуры, инвариантное к трансляции и поворотам
объектов. Кроме того, алгоритмы должны учитывать нормаль-
ную либо довольно значительную вариабельность биологических
структур.

В качестве примера рассмотрим алгоритмы для описания изо-
бражения хромосом. Условно их можно разделить на абстрактные,
которые не опираются на специфику исследуемой структуры, и
конкретные — эвристические, которые учитывают особенности
морфологии объектов.

Абстрактные алгоритмы анализа изображений можно рассмат-
ривать как аппроксимацию функции / (х, у) с определенным кри-
терием точности. В качестве подобного алгоритма рассмотрим
описание изображений хромосом с помощью моментных инвари-
антов [51].

Идея метода была выдвинута в работе [52], где показано, что
можно составить алгебраические комбинации двумерных мо-
ментов, которые будут инвариантны по отношению к размерам
объектов и их ориентации в поле зрения.

Двумерное изображение может быть довольно полно охарак-
теризовано набором двумерных моментов вида

mnq = Ц х»уЧ (х, у) dxdy, (10.4)

где п = 0,1,2,. . ., q = 0,1,2 . . ., / (х, у) — функция распределе-
ния оптической плотности изображения.

От обычных моментов легко осуществить переход к централь-
ным моментам:

* - я)" (У - У)"7 (*' V)d(x-x)d(y- у), (10.5)

где X = mlo/mon, у = тО1/тО(>.
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Центральные моменты инвариантны относительно сдвига изо-
бражения. Из них с помощью алгебраических операций можно
скомбинировать моментные инварианты, не зависимые от изме-
нения размеров фигур и их поворота на плоскости изображения.

Чем более высокие порядки моментов используются для состав-
ления описания образа, тем более тонкие различия в изображении
объектов можно улавливать. Однако определение моментов требу-
ет большого объема вычислений, а с ростом порядка момента
пропорционально падает точность вычислений. Поэтому огра-
ничиваются комбинациями из центральных моментов не выше
третьего порядка.

Для описания хромосомы с целью ее опознавания используют-
ся семь абсолютных ортогональных моментов инвариантов, ском-
бинированных из центральных моментов первого, второго и треть-
его порядков, например:

(10.6)

И Т. П.

Набор из семи подобных выражений составляет описание каж-
дой хромосомы. Таким образом, это описание является вектором
в семимерном пространстве признаков. В этом пространстве вво-
дится мера, которая характеризует степень близости исследуемых
объектов:

'i], i ^ V ; 7 ' (Ю.7)
где Qi — абсолютный ортогональный момент (один из семи), ха-
рактеризующий первую хромосому, Qi — абсолютный ортогональ-
ный момент (также один из семи), характеризующий вторую хро-
мосому. Очевидно, что величина D является нормированным рас-
стоянием, определяющим сходство двух объектов (гомологичных
хромосом).

Применение метода моментных инвариантов ограничивается
тем , что инвариантные моменты существенно зависят от относи-
тельных перемещений частей объекта. Кроме того, результаты ана-
лиза, выраженные в виде конкретных значений набора моментных
инвариантов, не поддаются морфологической интерпретации.

В качестве примеров разработки морфологических языков
описания рассмотрим эвристические алгоритмы анализа хро-
мосом.

Описание объектов секущими плоскостями и линиями. При пе-
ресечении изображения объекта секущей плоскостью, нормальной
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к поверхности изображения в сечении, получается одномерная
функция

/(я,,,) 1 1 ^ / ( а , ) , (Ю.8)

которую называют профилем сечения / (и). Если исследуется би-
нарное изображение, то профиль представляет собой разрывную
функцию.

Идея метода описания изображения объекта, например хромо-
сомы, секущими состоит в определении ее продольной оси
с последующим нахождением поперечных профилей сечений или
хорд. Поскольку выделение продольной оси хромосомы сопряже-
но с большими трудностями, то, как правило, применяют способы
различного ее приближенного определения.

В первом алгоритме такого типа [53] продольная ось хромосо-
мы аппроксимируется большей стороной описанного прямоуголь-
ника минимальной площади. Специфическая морфология хромо-
сом описывается в терминах числа пересечений ее внешнего кон-
тура с линиями, проведенными перпендикулярно к продольной
оси объекта. Такое описание позволяет выделить секущую линию,
проходящую через центромеру хромосомы.

Дальнейшее развитие эта идея получила в работе [54], где ис-
пользованы восемь фиксированных направлений для аппрок-
симации продольной оси.

Рассмотрим два более поздних метода нахождения продольной
оси хромосомы [55, 56]. Пусть найдена продольная ось в виде
у — f (x). Проведя секущие плоскости в каждой точке оси пер-
пендикулярно к ней, получим набор профилей /г (ш,), где £=
= 1,2,. . ., nun — общее число точек на оси. Поставив каждой
точке продольной оси в соответствие интеграл от функции профиля

<»j), можно получить кривую изменения суммарной оптичес-

кой плотности вдоль продольной оси хромосомы:

Минимум функции G (к), где 1 < к < п, соответствует центромер-
ному участку, а точка к — центромере. Главная трудность в рас-
смотренной процедуре состоит в достаточно точном определении
продольной оси.

В работе [56] предлагается рассматривать две функции —
G\ и Gi, аналогичные функции (10.9), но представляющие собой
суммы оптических плотностей точек, лежащих соответственно
справа и слева от продольной оси хромосомы. Тогда появляется
возможность сформулировать критерий для определения точности
нахождения продольной оси хромосомы по степени схожести фуик-
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ций G\ и Gi, а сама задача нахождения продольной оси объекта
может рассматриваться как минимизация функционала

1 = 7 1

VlyWl^SFlGi-Gi}. (10.10)
i = l

Алгоритм, предложенный в работе [57], состоит в определении
такой продольной оси, для которой правый и левый плотностные
профили были бы одинаковы по расположению максимумов и ми-
нимумов. В качестве первого приближения к такой линии выби-
рается ось инерции объекта, соответствующая минимуму второго
центрального момента. Итерационная процедура определения про-
дольной оси обеспечивает аппроксимацию только одного изгиба
хромосомы с помощью дуги окружности.

Выделение остова (скелета) объекта. Эти методы позволяют
представлять объекты в виде совокупности линий (точек), соответ-
ствующих максимальной плотности изображения. Описание и
анализ получившегося таким образом «скелета» основаны на общих
идеях лингвистического подхода [37] и используют результаты из
теории графов.

Остановимся на одном из таких методов [47], предложенном
специально для анализа хромосом. Он основан на последователь-
ном отбрасывании граничных точек хромосомы, приводящем к ее
«утоныпению». При этом отбрасываются только такие точки фи-
гуры, которые не нарушают ее связности. Процедура многократ-
но применяется к объекту, пока не останется ни одной точки, чье
отбрасывание не нарушило бы связности.

Все точки полученного скелета разделяются на три класса:
«точки дуги», имеющие соседние точки; «точки концов», имеющие
только одну соседнюю точку; «точки пересечения», имеющие боль-
ше двух соседних точек. Эти три типа точек и соотношение между
ними можно представить в виде графа или его матрицы смежности.
Опознавание хромосом осуществляется путем сравнения графа
исследуемого объекта с графами эталонных хромосом.

Описание контура (границы) объекта. Эти методы представ-
ляются достаточно универсальными для широкого круга задач
анализа изображений.

Их идея состоит в выработке языка, описывающего границу
объекта, и последующей синтаксической идентификации предъяв-
ляемых изображений (один из вариантов лингвистического подхо-
да к распознаванию изображений [37]).

Чаще всего в качестве описания контура используется кривиз-
на, так как она инвариантна к трансляции, вращениям объекта
с точностью до циклических сдвигов контура, отражает глобаль-
ные и локальные особенности контура. Использование аналити-
ческого метода вычисления кривизны сопряжено с трудностями,
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вызванными дискретным заданием границы объекта. Поэтому
чаще используют эвристические аналоги кривизны [46, 57, 58].

В Институте биологической физики АН СССР начиная с 1968 г.
ведутся исследования морфологии клеточных структур математи-
ческими методами [60, 61] и был разработан алгоритм для анализа
хромосом, использующий контур как первичное описание объекта
[62—64]. Работу алгоритма анализа внешнего контура можно раз-
делить на три этана:

1) формальное описание контура кривизной;
2) нахождение характерных точек контура;
3) опознавание хромосом путем сравнения с эталоном.
Контур хромосомы представляет собой чередующиеся опреде-

ленным образом участки различной степени выпуклости и вогну-
тости. Характер этого чередования, длины соответствующих дуг
и расстояния между ними задают как форму, так и геометрические
параметры хромосомы. Для описания кривизны контура исполь-
зуется эвристический аналог понятия кривизны, обеспечивающий
сглаживание локальных изменений контура и достаточно просто
реализуемый вычислительной процедурой. Для определения кри-
визны в точке А0 дискретного контура рассмотрим участок контура,
состоящий из 2к ц- 1- точек: А-к . . . А^ . . . Ао., А+1 . . . А*,
такой, что Ао находится в его середине (рис. 116). Соединим Ао

векторами со всеми точками At (i = 1,. . ., А) и построим суммар-
* к

ные вектора As — 2J А0АГ; А^ = 2 А0А-Г. УГОЛ у между векторами

Аъ и АЁ, очевидно, характеризует поведение контура в окрестно-
сти точки Ао (величина окрестности определяется выбором зна-
чения параметра к), а величина х дает нам искомый эвристический
аналог кривизны в точке Ао:

1 -f- cos у при 0 ^ у <^ я,

— 1—cos у при я ^ 7 ^ 2 я .

Из определения кривизны видно, что она может принимать
значения от —2 до -(--2, причем знак ее зависит от того, является

ли участок контура, содержащий точку Ао, выпуклым или вогну-
тым.

Хотя хромосомы метафазной пластинки характеризуются не-
стабильной морфологией, их можно объединить в небольшое чис-
ло устойчивых типов-эталонов. В зависимости от расстояния
между концами плечей хромосомы рассматривались три эталона не-
искаженных хромосом: 1) с разошедшимися хроматидами (четы-
рехплечие); 2) с одной неразошедшейся парой хроматид (трехпле-
чие); 3) с неразошедшимися концами хроматид (рис. 117). При
автоматическом анализе хромосом необходимо находить точки
контура, в которых кривизна принимает экстремальные значения
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Рис. 116. Определение кри-
визны контура

(рис.118). Для выделения последних вводится понятие сильного
экстремума (максимума или минимума). Точка х называется точ-
кой сильного максимума типа е (е^>0), если найдутся точки p z ,
такие, что у < х •< z и / (х) — f (у) > е, / (х) — / (z) > e и для
любой точки v из интервала (yz) будет / (х) > / (г;). Аналогично
вводится понятие сильного минимума.

Величина е представляет собой функцию вида

— 5tmin) а, 0 < а < 1 , (10.И)

где х т а х и хШ1п — максимальное и минимальное значения кри-
визны. Постоянная ос выбирается в зависимости от того, какие
детали контура учитываются при анализе.

Число экстремальных точек дает представление о типе хромо-
сомы, к которому может принадлежать данный объект . Однако оно

\-г

л.
/a

)

/1
/
I

Рис. 117. Эталоны хромосом

Рис. 118. 3- и 4-плечая хромосомы

а — контур 3-плечей хромосомы; б — изменение кривизны контура 3-плечей хромосомы;
в — контур 4-плечей хромосомы; г — изменение кривизны контура 4-плечей хромосомы
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не является достаточной основой для идентификации объекта.
Поэтому используется специальный метрический тест, отражаю-

щий естественное представление о симметричном расположении
характерных точек на хромосоме. В нем отдельно рассматривается
каждый из трех типов хромосом. Если условия теста не выпол-
няются, делается вывод о том, что объект не принадлежит к дан-
ному типу хромосомы.

Каждый объект путем последовательного уменьшения числа
точек локального экстремума проверяется на соответствие эталонам
до тех пор, пока объект не будет признан хромосомой или нехромо-
сомой при числе точек, меньшем четырех.

В заключение следует отметить, что эвристические алгоритмы
основываются на выделении существенных признаков биологи-
ческих объектов. В качестве таких признаков могут выступать от-
дельные точки или линии на изображении объектов, иногда целые
области. Например, для хромосом наиболее важными для распоз-
навания являются: концы плеч и центромера; линии — продоль-
ные оси хроматид и линия, проходящая через центромеру и рассе-
кающая хромосому на два плеча (линия центромеры); области —
центромерная область, характеризующаяся наименьшей опти-
ческой плотностью, и т. д. Очевидно, что все эти существенные
морфологические признаки хромосомы связаны между собой и
могут быть определены через другие виды описаний изображения,
в частности через геометрию границы объектов.

Поскольку основная задача эвристических алгоритмов состоит
не в полном описании функции I (х, у), а в описании только ее
существенных для распознавания особенностей, то у исследовате-
ля имеется относительно большая свобода выбора алгоритма опи-
сания (морфологического языка). Этим объясняется обилие раз-
личных эвристических алгоритмов анализа изображений биологи-
ческих структур и, в частности, хромосом. Однако указанная
выше особенность накладывает и существенные ограничения на эв-
ристические алгоритмы. Как правило, невозможно доказать по-
лезность алгоритма формальным путем. Эксперимент — единствен-
ный критерий качества использованного языка описания. Кроме
того, эвристические алгоритмы являются конкретными методами
исследования данного класса структур, и нет никаких иных ос-
нований, кроме интуиции и эксперимента, для использования их
на другом классе объектов.

Фактически в каждый эвристический алгоритм вкладывается
некоторая феноменологическая модель объекта, отражающая наи-
более существенные с точки зрения исследователя черты реальной
структуры.

Ниже рассмотрим примеры количественного исследования
клеточных структур с использованием методов автоматического
анализа оптических изображений.
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10.3. Исследование глиалъно-сосудиетой системы
головного мозга

Глиально-сосудистая система

Глиальные клетки — один из основных структурных и функцио-
нальных компонентов центральной нервной системы [65—74].
Существенным моментом является исследование взаимодействия
комплекса сосуд — глия, являющегося составной частью си-
стемы сосуд — глия — нейрон и сосуд — глия — нервное волок-
но [75—81]. Одним из наиболее часто встречающихся видов па-
тологии мозга является сосудистая [82].

Представляется актуальным количественное исследование глии
в нормальном мозге и при его патологии. Для этого необходимо
определить изменение удельного количества глиальных клеток
рри сосудистых поражениях мозга. Это было достигнуто с помощью
одного из простейших стереологических алгоритмов, позволяюще-
го осуществлять подсчет числа шаров в единице объема (см.
табл. 7, алгоритм П-1-1 с коррекцией [50]). При этом определяется
число всех клеток в срезе (п) (сюда входят как целые шары, так
и фрагменты) и площадь среза s, на которой они расположены. Кро-
ме того, вычисляется средний радиус клеток (шаров) г, и на основе
этих данных определяется общее число клеток в единице объема
(Nv), например, по формуле

Nv = n/(p + 2f)s, (10.12)

где п — число объектов («пятен») в срезе, р — толщина среза,
s — площадь среза, г — средний диаметр шара.

В каждом исследуемом случае сосудистый процесс достигал
различной степени выраженности, поэтому необходимо было выде-
лить существенные характеристики (признаки), описывающие со-
стояние патологии мозга. Подобные признаки в случаях патологии
должны удовлетворять следующим требованиям: 1) отсутствовать
в нормальных объектах; 2) отражать распространенность, локали-
зацию и глубину патологического процесса; 3) характеризовать
вид патологии.

Вопросам оценки структурных перестроек при патологическом
сосудистом процессе посвящена обширная литература [84—92].
Патоморфологические признаки описывают как характер пере-
строек, так и стадию развития процесса [82, 93].
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Методика исследования

Подсчет числа ядер глиальных клеток и их среднего диаметра
проводился на основе алгоритмов П-1-1 и П-2-1 (см. табл. 7).

Исследовалось белое вещество головного мозга человека при
норме и сосудистой патологии; глиальные клетки считали в опре-
деленных участках.

Исследования велись на 14 объектах (7 — норма, 7 — сосуди-
стая патология) (табл. 8). Число глиальных клеток определяли
в 50 блоках в соответствии со схемой вырезки [94] (рис. 119, а).
От каждого блока использовали 13 срезов. Фиксацию мозга про-
водили 10%-ным раствором формалина, вырезанные блоки зали-
вали в целлоидин. Приготавливали срезы толщиной 15 мкм (диа-
метр ядра клетки ~ 4,5 мкм [83]). Одно из основных требований
к окраске препаратов — достижение максимального оптического
контраста исследуемых структур по отношению к межклеточной
среде. Данному требованию удовлетворяет окраска по методу
Ниссля, применение которой позволяет также определить набор
качественных характеристик состояния клеточных структур ви-
зуальным путем [95].

Для получения количественного выражения патоморфологи-
ческих признаков был применен следующий метод. Допустим, что
имеется п случаев патологического процесса (п — 7), каждый из
которых характеризуется набором из т признаков (т = 9).
В табл. 9 признаки могут принимать только два значения:

(0 — нет признака,
, (10.13)
1 — есть признак,

где 1 < i < n, 1 ^ / < т. Ограничение (10.13) не имеет принци-
пиального значения; признаки в общем случае могут иметь боль-
шее число градаций. Таким образом, каждый признак по всему
патологическому процессу характеризуется функцией/; (х1, х2,. . .
. . ., Хч). Весовой коэффициент (полезность) каждого признака
определяется частотой его появления. Ввиду сильной коррели-
рованности отдельных патоморфологических признаков весовой
коэффициент каждого признака определялся как

Тогда степень, структурных перестроек Qt для каждого случая мо-
жет быть найдена в виде
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Таблица 8

Клиническая и патологоанатомическая характеристика
експериментального материала

Воз-
раст,

годы
Клинический диагноз Патологоанагпомический диагноз

32 Острое отравление Сосудистая паталогия отсутствует
32 Острая асфиксия То же
35 Острое отравление »
42 Острый холецистит »
42 Ретикулосаркома желудка »
43 Насильственная смерть »
50 Острое отравление »
84 Церебральный атеросклероз с пси- Атеросклероз сосудов головного

хическими нарушениями мозга. Атрофия коры полушарий
головного мозга

76 Церебральный атеросклероз. Оста- Гипертоническая болезнь. Общий
точные явления нарушения мозго- атеросклероз
вого кровообращения

70 Состояние после операции по по- Атеросклеротические бляшки со-
воду гипернефромы правой почки судов головного мозга

78 Состояние после операции грыже- Атеросклероз с преимущественным
сечения по поводу ущемленной ле- поражением сосудов мозга (ли-
восторонней паховой грыжи. Оста- поидоз)
точная сердечно-сосудистая недо-
статочность

66 Гипертоническая болезнь III ста- Гипертоническая болезнь. Атеро-
дии. Общий атеросклероз с прей- склероз сосудов мозга (липоидоз,
мущественным поражением сосу- липосклероз)
дов сердца, мозга

69 Гипертоническая болезнь III ста- Гипертоническая болезнь. Цереб-
дии. Церебральный атеросклероз ральпый атеросклероз. Общий
с явлениями выраженного слабо- атеросклероз
умия и судорожным синдромом

80 Церебральный атеросклероз с тре- Церебральный атеросклероз. Ат-
вожнопараноидным синдромом и рофия серого вещества лобных и
выраженным снижением личности теменных долей. Общий атеро-
по органическому типу склероз

По отношению к каждой конкретной выборке случаев патологии
удобно пронормировать степень структурных перестроек Qt по
максимальному встречающемуся значению

S, = <?г/<?мах. (10.16)

Величина St характеризует степень патологического процесса для
i-ro случая по отношению к случаю самой высокой степени патоло-
гии, встретившемуся в эксперименте.
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о,э 0,8 /,0 /,2 Г,4 1,6 /,в 2,0 22 Ny

- 8 s-f

Рис. 119. Связь изменения количества глиальных клеток в головном мозгу
человека со степенью его сосудистой патологии
а — схема получения материала из различных участков мозга (отмечены точками) для под-
счета глиальных клеток; б — увеличение числа глиальных клеток белого вещества мозга
при нарастании степени сосудистой патологии; в — поведение глиальных клеток при со-
судистом поражении мозга. Ny — удельное количество глиальных клеток; К — коэффи-
циент асимметрии (в %); S,- — степень сосудистой патологии. По мере роста патологии
сосудов растет разброс коэффициента асимметрии (зачерненные области)
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При-
знаки

(m)

1
2
3
4
5
6
7
8
9

Qi
Si

Таблица

Пример

9

расчета величин S j , характеризующих степень
патологического

l

0
1
0
1
1
1
0
1
0

0,643 0,
0,78 0,

2

0
1
1
0
1
1
1
0
0
785 0
96

процесса

Случаи (п)

3

0
1
1
0
1
1
1
0
1

821
1

1
0
0
0
1
1
1
0
0

0,607 0
0,74 0

в

0
0
1
0
0
0
1
0
0
285
35

б

0
0
0
0
1
0
0
1
0

0,322
0,39

7

0
0
0
0
1
1
1
1
0

0,678
0,85

Сумма по
строкам

1
3
3
1
6
5
5
3
1

—
—

0,036
0,107
0,107
0,036
0,215
0,178
0,178
0,107
0,036

—
—

Модель глиально-сосудистой патологии

В норме среднее число глиалышх клеток в 1 мм3 белого вещества
для всех исследованных объектов равно около 90 тыс. при колеба-
ниях от 76 тыс. до 114 тыс. для разных наблюдений. Средняя ве-
личина коэффициента вариации удельного количества глиальных
клеток в исследуемых участках равна 20,5% при колебаниях от
10,5 до 25,9% в отдельных наблюдениях.

Для сравнения распределения их удельного количества в раз-
ных полушариях был использован коэффициент асимметрии

-NVK)

nN,
100%, (10.17)

где К — коэффициент асимметрии, iVya — удельное количество
глиальных клеток в симметричном участке того полушария, где
оно больше; JVV6 — где оно меньше; п — число наблюдений, ./W —
среднее удельное количество глиальных клеток.

Значения коэффициентов асимметрии в исследованных нор-
мальных объектах колебались в пределах 1,1—13,2%, средняя
величина была равна 7,5%. Распределение удельного количества
глиальных клеток в белом веществе разных долей головного моз-
га характеризуется высокой равномерностью (табл. 10). В нор-
мальном мозге глия белого вещества представляет собой струк-

259



4. Пространственная организация биологических структур

Таблица 10

Основные показатели распределения глиалъных клеток белого
вещества различных долей нормального мозга человека

Доля мозга
Число проанали-

зированных
блоков

Среднее удельное
количество гли-
альных клеток,

тыс. 1мм*

Среднее квадра-
тичное отклоне-

ние, тыс/мм*
Коэффициент

вариации

Лобная
Височная
Теменная

64
28
41

93,3
91,9
87,7

18,2
15,4
13,0

19,3
16,8
14,8

туру, элементы которой достаточно равномерно заполняют объем
мозга, т. е. корреляцию между числом глиальных клеток и местны-
ми особенностями архитектоники мозга найти не удается [94].
При сосудистой патологии среднее число глиальных клеток в бе-
лом веществе мозга человека колеблется от 112 тыс. до 234 тыс.
в 1 мм3. Средняя величина коэффициента вариации удельного ко-
личества глиальных клеток по всем блокам при исследовании со-
судистой патологии также возрастает и равна 26,8%, с колебания-
ми до 10,5 до 36,8% для отдельных объектов. При сосудистой
патологии по сравнению с нормой происходит достоверное возра-
стание числа глиальных клеток, коэффициента вариации и коэф-
фициента асимметрии в идентичных участках мозга [96].

В каждом из исследуемых объектов сосудистая патология до-
стигала различной степени выраженности. Полученные количе-
ственные выражения степени структурных перестроек выража-
лись следующими показателями:

Si, S%, S3, 1У4, S$, S6, S-j.

1,000 0,556 0,512 0,345 0,551 0,289 0,292

При сопоставлении отмечалось хорошее совпадение возраста-
ния степени патологии с увеличением числа глиальных клеток
в целом по белому веществу головного мозга человека (рис. 119, б).

Анализ кривой показал, что она подчиняется логарифмическо-
му закону и описывается выражением

Sn = lnNv — 12, (10.18)

где Sn — показатель сосудистой патологии, Nv — среднее число
глиальных клеток в 1 мм8.

Найденная закономерность является доказательством тесной
связи статистических параметров распределения клеток глии со
степенью сосудистой патологии.
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Если учесть изменение коэффициента асимметрии в распреде-
лении числа ядер глиальных клеток (рис. 119, в), то может быть
построена феноменологическая модель реакции клеток глии на
степень сосудистого поражения. Интерпретация модели включает
в себя два процесса. С одной стороны, процесс перемещения гли-
альных клеток в очаги поражения сосудов с тем, чтобы скомпен-
сировать связанную с поражением нехватку питательных веществ.
Этим объясняется увеличение неоднородности распределения гли-
альных клеток. С другой стороны, компенсаторная реакция вы-
ражается в общем увеличении числа глиальных клеток. По-види-
мому, эти два компенсаторных процесса тесно между собой свя-
заны, что проявляется в характере кривой.

10.4. Модель сокращения длины хромосом в митозе

Вариабельность длины хромосом

Фундаментальным понятием, на котором основана идентификация
хромосом и анализ кариотипа, является понятие о гомологичных
хромосомах [61, 97, 98].

Сущность процедуры описания кариотипа и идентификации
индивидуальных хромосом заключается в последовательно по-
парном сравнении хромосом и нахождении на основе принципа
«наибольшего морфологического подобия» гомологичных хро-
мосом.

Морфологическое сходство гомологичных хромосом не является
абсолютным, и различия между ними (гетероморфизм гомологов)
могут достигать измеримого уровня. В основе гетероморфизма го-
мологов могут лежать как специфические, так и неспецифические
факторы. Например, в паре потенциально спутничных хромосом
один из гомологов может резко отличаться от партнера длиной
спутничной нити или же спутник его вообще не выявляется. Это
явление связано, если исключить артефакты методического ха-
рактера, с особенностями функциональных взаимоотношений гомо-
логичных генов, локализованных в спутничном районе. Известно
также, что на протяжении митоза хромосомы претерпевают по-
следовательно усиливающееся укорочение.

Можно выделить две группы факторов, определяющих вариа-
цию морфометрических параметров хромосом,— методические и
биологические. Методические факторы лежат в основе артефактной
вариации, обусловленной нестандартностью приготовления пре-
паратов и ошибками измерений хромосом. Опыт показывает, что
вклад артефактной вариации в общую дисперсию выборочных
значений параметров хромосом относительно невелик [98, 99].
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Рис. 120. Вариация длины митотических хромосом и эффект спирализации

а — 1-я и 2-я хромосомы на разных стадиях колхицинированного митоза, цифрами обоз-
начены средние длины (в мкм) хромосом; б — 19-я и 20-я хромосомы из тех же клеток,
цифрами обозначен центромерный индекс (в %)

Основной причиной высокой вариации морфометрических
параметров хромосом являются биологические факторы. Как из-
вестно, культуры клеток, в которых исследуют хромосомы, су-
щественно асинхронны относительно момента, когда разные клетки
вступают в ту или иную стадию митоза. Кроме того, на протяже-
нии митоза хромосомы претерпевают последовательно усиливаю-
щуюся спирализацию, приводящую к значительному уменьшению
их длины и к их утолщению. Поскольку при фиксации материала
для приготовления препаратов различные клетки захватываются
на разных стадиях цикла митотической спирализации хромосом,
хромосомные наборы их разных клеток характеризуются часто
резкими различиями в длине и толщине хромосом (рис. 120).
Например, длина хромосом 1-й пары кариотипа человека в клет-
ках, вполне доступных для анализа, может варьировать от 14
до 4 мкм. Столь высокая вариация длины одной и той же хромо-
сомы в разных клетках, естественно, усложняет статистический
анализ и снижает его эффективность.

Известно, что длинные хромосомы уменьшаются в процессе
спирализации в большей степени, чем короткие, и по мере укоро-
чения длинное плечо каждой хромосомы сокращается в большей
степени, чем ее короткое плечо [97, 100, 105].
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Линейная модель спирализации

Необходимость построения модели спирализации хромосом в ми-
тозе вытекает из общей задачи автоматизации процесса карио-
типирования [62]. При этом задачу кариотипирования полезно
разбить на два этапа, считая, что на первом этапе производится
классификация индивидуальных хромосом. На втором этапе на
основе уже сделанной классификации хромосом нескольких мета-
фазных пластинок выносится некоторое суждение о кариотипе
в целом, т. е. выясняются, во-первых, число хромосом в классах
и, во-вторых, средние значения некоторого набора параметров
классов. Указанные этапы не являются независимыми, поэтому
задачу кариотипирования имеет смысл решать итеративным пу-
тем, чередуя все более уточняющуюся классификацию хромосом
и вынесение некоторых предварительных суждений о кариотипе.
При описании явления спирализации одна из главных задач со-
стоит в определении параметра t, отражающего стадию спирали-
зации. В качестве его оценки были предложены различные вели-
чины, такие, как, например, индекс спирализации, суммарная
длина набора [61, 98, 100]. Эффективность этих параметров осно-
вана на том, что изменение длины любого плеча или всей хромо-
сомы в зависимости от изменения длины другой хромосомы (пле-
ча) или суммарной длины набора хорошо аппроксимируется
линейной зависимостью [101, 102]. Практически в выборках ка-
риотипируемых хромосом обычно не попадаются сильно спирали-
зованные наборы с межклассовыми переходами. Широко исполь-
зуемый метод построения кариограмм с использованием относи-
тельных длин хромосом [102] можно рассматривать как приведение
наборов хромосом к одной стадии спирализации по суммарной
длине набора. Представим хромосомный набор в виде

m

S х) +
3 = 1

m

Хт = dm 2л %} ~\~ "

(10.19)

3 = 1

где wij — число хромосом в наборе, Xj — хромосома г-го набора.
Наличие непропорционального изменения длин хромосом вы-

ражается в наличии свободного члена Ьт.
В тех случаях, когда цель кариотипирования — выявление

небольших отклонений параметров хромосом от нормы, более
перспективным, чем нормирование результатов измерений или
отбор метафаз, будет вычисление некоторого набора параметров,
характеризующих кариотип индивидуума в целом. Такими пара-
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метрами, в частности, могут служить коэффициенты at, bt линей-
ной модели спирализации хромосом. В случае, когда наборы со-
держат полное число хромосом, значения этих коэффициентов
можно достаточно точно оценить обычными методами регрессион-
ного анализа. Для неполных наборов, наиболее типичных при
автоматических способах анализа кариотипа, эта техника оказы-
вается неудовлетворительной из-за ошибок в определении суммар-
ной длины набора. В такой ситуации более точными окажутся
оценки параметров линейной модели методом наименьших квад-
ратов.

Будем рассматривать следующую линейную модель изменения
средних величин и дисперсий длин хромосом на разных стадиях
спирализации:

Я, = att + btt D (x,) = dtS\ (10.20)

где Si — средняя длина хромосомы, t и S — нормализующие
множители для среднего и дисперсии, D (xt); at, bt, at — параме-
тры модели. Целью является нахождение по возможности лучших
оценок для аи biy at исходя из имеющихся измерений различных
метафазных пластинок. При этом предполагается, что классифи-
кация хромосом во всех наборах уже произведена х.

Опишем подробнее принятую статистическую модель. Пусть
xifk — результат измерения /-й хромосомы в £-м классе в /с-й
метафазной пластинке:

xtfl, = «1«* + Ь, + EiS, (10.21)
где

i = 1, . . ., п; j = 1, . . ., rt; k = 1, . . ., N.

Здесь at, bt — коэффициенты линейной зависимости от нормали-
зующего множителя t, п — число классов, rt — число хромосом
в i-м классе, N — число метафазных пластинок, ег)с — случайная
величина, характеризующая отклонение xl]lt от Ъ11с; ё1к = 0;
D (в,*) = a\Sl

Будем рассматривать лишь те метафазные пластинки, где
в каждом классе произведены измерения по крайней мере двух
хромосом (гг > 2).

Перейдем к оценке параметров модели. Оценим сначала вели-
чины afic по формулам

о?» = т г г

1 Предлагаемый метод оценки параметров оказывается, практически, мало
чувствительным к ошибкам классификации при использовании достаточно
большого числа метафазных пластинок.
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где

£ * - (10-23)
i

Оценку для orf находим, производя усреднение о?ц по к:

a2i = ^ ^ a ? s , (10.24)

а Si определяем как

)" ( 1 0 - 2 5 >

Перейдем к вычислению оценок для векторов а = (аи . . ., ап)
и Ь = (bi, . . ., bn). Эти векторы задают прямую в /i-мерном про-
странстве, проходящую через точку b с направляющим вектором а.

Задача их оценки представляет собой небольшое видоизмене-
ние известной в статистике задачи о линейной функциональной
зависимости между несколькими случайными переменными [56].
Оценки для at, bt ищутся путем минимизации квадратичной формы

«* - «А - Ь07(аЛ)2, (10.26)

при некотором условии нормировки вектора а. Способ вычисления
коэффициентов at и bt приведен в работе [103].

Таким образом, количественные параметры at и bt рассмотрен-
ной выше феноменологической модели спирализации хромосом
в митозе (10.20) могут быть вычислены непосредственно в про-
цессе измерения. В сущности полную линейную модель для всего
хромосомного набора следует рассматривать как морфометриче-
ский кариотип исследованного объекта.

Если в широко распространенных морфометрических методах
построения кариотипа стремились избавиться от спирализации,
считая ее фактором, мешающим правильной классификации хромо-
сом, то в данном случае явление спирализации используется для
получения дополнительной информации, что обеспечивает более
точную классификацию хромосом.
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Глава одиннадцатая

ВОССТАНОВЛЕНИЕ ЛИНЕЙНОЙ СТРУКТУРЫ
БИОПОЛИМЕРОВ

11.1. Анализ первичной последовательности
нуклеиновых кислот

В настоящее время считается общепризнанным, что молекулы
нуклеиновых кислот представляют запись всей или почти всей
наследственной информации, определяющей жизнедеятельность
клетки [106—108]. Однако ряд вопросов не может быть решен без
накопления экспериментальных данных о первичной структуре
нуклеиновых кислот, т. е. последовательности нуклеотидов.
Установление нуклеотидных последовательностей прошло путь
от работы, выполненной на тРНК из дрожжей, имевшей
всего 78 нуклеотидов [109], до расшифровки первичных структур
высокомолекулярных вирусных и рибосомальных РНК, состоящих
из сотен и даже тысяч нуклеотидов [110—114].

Практически во всех работах использовался так называемый
блочный метод, основанный на расщеплении молекулы РНК
на блоки различной длины, расшифровке последовательностей
в коротких блоках и восстановлении последовательности всей
молекулы на основе перекрывания блоков, полученных в разных
разбиениях. Другой метод определения первичной структуры пу-
тем последовательного отщепления (или наращивания) концевых
нуклеотидов и концевого анализа на каждом шаге оказывается
эффективным лишь для последовательностей малой длины
(~10 мономеров) [115]. Вариант такого подхода применялся также
как дополнительный способ получения блоков [110, 116]. Метод
определения первичной последовательности путем отщепления
концевых нуклеотидов требует большую дополнительную
информацию и пока не может конкурировать с блочным мето-
дом [117].

Для ускорения процесса расшифровки последовательностей
необходимы либо разработка новых методов, либо усовершенство-
вание блочного метода и переведение его в рамки ординарных про-
цедур. В последнем случае необходимо решение вопросов, ка-
сающихся анализа возможностей блочного метода и создания
эффективных алгоритмов, позволяющих планировать экспери-
мент. Значительное число возникающих при этом задач может быть
решено при помощи математических методов. Кратко опишем свой-
ства биохимической информации, используемые в блочном методе.

Большинство молекул РНК представляют собой последователь-
ности четырех типов нуклеотидов: гуанина (G), урацила (U),
цитозина (С) и аденина (А). В молекулах некоторых РНК встре-
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чаются редкие «минорные» нуклеотиды. Молекула РНК полярна,
ее концы не эквивалентны друг другу, поэтому принят опреде-
ленный порядок записи нуклеотидной последовательности. Блоч-
ный метод основан на возможности разрыва цепи РНК при помо-
щи ферментов — нуклеаз, каждый из которых рвет цепь только
в определенном месте. Например, для разрыва РНК обычно
используются панкреатическая рибонуклеаза и рибонуклеа-
за Т1. Первый из этих ферментов разрывает цепь РНК непосред-
ственно справа от пиримидиннуклеотидов (U, С), а второй —
справа от пуриннуклеотида G. Если расщепление проводится
так, что молекула РНК рвется после каждого нуклеотида, к которо-
му специфична данная рибонуклеаза, то такое расщепление на-
зывается полным, или исчерпывающим, гидролизом данной
нуклеазой. Если условия расщепления подобраны так, что моле-
кула рвется лишь после части нуклеотидов, то такое расщепление
называется неполным, или частичным, гидролизом. Информация
0 продукте частичного гидролиза задается обычно продуктами
его полных гидролизов. Если есть возможность разрывать цепь
с помощью разных ферментов, то можно выявить совпадающие
при наложении участки фрагментов и «составить из кусочков»
всю последовательность.

Поясним метод следующим сравнением: представим себе, что
предыдущее предложение написано несколько раз в виде одной
строки на различных полосках бумаги, а затем эти полоски раз-
резаны разными способами. Например, в одном случае на отдель-
ном кусочке бумаги оказываются три слова: «если есть возмож-
ность», а на другом — следующие за ними два слова: «разрывать
цепь». В другом случае слова «возможность» и «разрывать»
находятся вместе, а слово «цепь» — отдельно. Тогда можем сде-
лать вывод, что группа с концевым словом «возможность» и груп-
па, начинающаяся со слова «разрывать», составляют непрерывную
последовательность слов. Принцип очень прост. На практике
для восстановления длинных цепей требуется множество заклю-
чений такого типа.

В первых работах [118, 119] на основе последовательности
случайных чисел строилась одна или несколько статистических
последовательностей четырех символов. Исследовалась возмож-
ность однозначной реконструкции нуклеотидных последователь-
ностей по перекрывающимся фрагментам, полученным расщеп-
лением четырьмя, тремя или двумя ферментами, специфичными
к одному символу каждый.

Были предприняты попытки создания компьютерных алгорит-
мов для построения нуклеотидных и белковых * последователь-
1 Следует заметить, что математическая задача восстановления последова-

тельностей аминокислот в белках, в принципе, аналогична задаче восста-
новления последовательности нуклеотидов. Но для реальных белков задача
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ностей из перекрывающихся продуктов полных гидролизов [122—
125]. Построение нуклеотидной последовательности осуществля-
ется в этих алгоритмах путем полного перебора всех возможных
последовательностей перекрывающихся продуктов, что требует
очень больших затрат машинного времени.

Еще в 1959 г. Розен обратил внимание на то, что первичная
структура биополимеров может быть описана в виде слова в опре-
деленном алфавите, и указал на возможность применения здесь
понятий теории свободной полугруппы [120, 121]. Эта идея была
использована в работе [126]. Задача о построении последователь-
ности перекрывающихся продуктов двух полных гидролизов
может быть интерпретирована также в терминах теории графов
(задача о построении эйлерова пути) [127].

Ниже рассмотрен математический подход к установлению пер-
вичной структуры нуклеиновых кислот.

11.2. Математическая постановка проблемы

Формулировка задачи в виде восстановления слов

Структуру биополимера будем рассматривать как слово в неко-
тором алфавите. Отдельным фрагментам, которые получаются
гидролизом (полным или частичным), соответствуют подслова опре-
деляемого слова. Для наглядности изложения будем пользо-
ваться геометрическим представлением слов. На рис. 121 показан
фрагмент молекулы 5SPHK Е. coli в виде двух разбиений с по-
мощью нуклеаз на подслова. Одно из разбиений соответствует
гидролизу панкреатической рибонуклеазой (подслова xt), другое—
рибонуклеазой Т1 (подслова у/).

Введем основные определения. Подслово х2 является перекры-
тием подслов г/2 и у3, подслово х3 — перекрытием подслов ys и yt

и т. д. Пусть yj = uiXjbi, тогда части подслов at и bt называются
граничными, а подслово xj — внутренним для подслова у]. На-
пример, подслово х4 является внутренним для подслова yt.

Задачу восстановления слова можно сформулировать следую-
щим образом. Пусть Н — набор произвольных подслов. Найти:
а) условия существования, б) единственности и в) способ построе-
ния некоторого слова z, для которого подслова из набора Нг,
принадлежащего Н, образуют единую последовательность пере-
крывающихся подслов, а остальные подслова набора Н являются
внутренними подсловами подслов из набора Н\.

эта не является сложной, так как белковые цепи построены из 20 типов
структурных единиц, а не из четырех, как нуклеиновые кислоты, при оди-
наковой или даже меньшей длине белковых цепей.
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Рис. 121. Два полных гидролиза фрагмента молекулы 5S Р Н К Е. col i в виде
наборов подслов
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Рис. 122. Исходная информация в виде графов (два полных гидролизата
фрагмента тРНК)

а — исходное слово; б — два разбиения слова: разрыв по буквам V я С я разрыв по букве
G; в — отбрасывание внутренних подслов; г — граф подслов (задача Гамильтона); в —
граф перекрытий подслов (задача Эйлера)
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Обычно накладывается ограничение на искомую последователь-
ность: она должна содержать определенное число каждой из букв.

Прежде чем дать решение этой задачи, покажем, как ее можно
сформулировать на другом математическом языке.

Формулировка задачи в терминах теории графов

Для каждого подслова xt из Н выберем все подслова у^, с кото-
рыми подслово xt перекрывается справа, перекрытие подслов xt

и у) соответствует бинарному отношению A — {(xt, yj)} на мно-
жестве Н, такому, что в Д входят пары элементов, соответствую-
щие перекрывающимся подсловам.

Любое бинарное отношение на множестве Н может быть изо-
бражено в виде матрицы или в виде ориентированного графа [135,
136, 139].

Подсловам можно поставить в соответствие множество вершин
графа. Если подслово, соответствующее xt, перекрывается справа
с полсловом, соответствующим yj, то вершины х,- и yj соединяются
направленным ребром, идущим из хь в у}. На ребрах указываются
буквы, по которым происходит перекрытие. Проведение этой
процедуры для всех точек приводит к построению ориентирован-
ного графа, соответствующего бинарному отношению А (рис. 122).
Построению последовательности всех перекрывающихся подслов
соответствует построение в ориентированном графе пути, про-
ходящего в направлении ребер через все вершины по одному
разу. Такой путь в графе называется гамильтоновым путем (или
циклом, если путь замкнут). Впервые задача о поиске гамиль-
тонова цикла была поставлена в 1877 г., однако до сих пор нет
эффективной процедуры нахождения гамильтонова пути в произ-
вольном графе и методов доказательства существования такого
пути. У известных алгоритмов сложность вычислений (число
элементарных операций) определения гамильтонова цикла ра-
стет, как экспонента числа вершин. Это связано с перебором
большого числа вариантов движения по графу.

Если набор подслов Н таков, что для каждого подслова из-
вестны его граничные буквы, то может быть построено бинарное
отношение А' = {(аг, Ь})}, такое, что А' будет представлять
собой пары перекрытий (правые и левые), входящие в каждое
подслово. В этом случае перекрываниям подслов можно поставить
в соответствие вершины графа, а ребрам — сами подслова, вы-
брав направление ребра, например от левого перекрытия к пра-
вому (рис. 122, д).

Построение последовательности всех перекрывающихся под-
слов соответствует нахождению в таком ориентированном графе-
пути, проходящего через все ребра по одному разу. Такой путь
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называется эйлеровым. Впервые эта задача была сформулиро-
вана в 1736 г. Для эйлерова пути известны эффективные алгорит-
мы и условия существования такого пути.

В терминах теории графов решение задачи восстановления
слова можно интерпретировать как стремление заменить задачу
Гамильтона задачей Эйлера.

Сведение задачи нахождения гамильтонова пути к задаче на-
хождения эйлерова пути можно рассматривать непосредственно
на графе бинарных отношений подслов А [131]. Если бинарное
отношение А, определяющее граф, таково, что множество его
ребер (граничных букв) разбивается на непересекающиеся под-
множества 1, то каждому ребру такого графа G можно поставить
в соответствие вершину нового графа G', а каждой вершине
графа G — ребро графа G' (граф G назовем «сопряженным» гра-
фу G'). Если исходная информация представляет собой набор под-
слов, полученных полными гидролизами, то всегда можно по-
строить сопряженный граф и тем самьш свести задачу восстановле-
ния слова к задаче Эйлера. Необходимым и достаточным условием
существования гамильтонова цикла в ориентированном графе
общего вида G является наличие в этом графе суграфа (т. е. гра-
фа G, у которого отсутствует часть ребер), такого, что сопряжен-
ный ему граф есть эйлеров (эйлеровым называется граф, в кото-
ром есть эйлеров цикл). В общем случае способ нахождения
такого суграфа не известен.

Задача о единственности восстанавливаемого по исходной
информации Н слова на графах интерпретируется как единствен-
ность гамильтонова или эйлерова пути и может быть решена
построением всех возможных путей. В графах на рис. 122 возмож-
ны несколько путей. Способом борьбы с неоднозначностью ответа
является пополнение исходной информации, например за счет
увеличения числа полных или частичных гидролизов, что позво-
ляет уменьшить число ребер на графе бинарных отношений.

Если информация задана продуктами полных гидролизов всей
молекулы и полных гидролизов ее фрагментов, полученных
частичным гидролизом, то для молекулы и фрагментов можно
построить ориентированные графы («граф молекулы» и «графы
фрагментов»). Очевидно, что множества вершин графов фрагмен-
тов будут подмножествами вершин графа молекулы, а множество
ребер графов фрагментов — подмножествами ребер графа моле-
кулы. Искомый гамильтонов путь должен проходить только через
те ребра, входящие или выходящие из общих для этих графов
вершин, которые являются общими для этих графов. Формально

1 Множество Н распадается на непересекающиеся подмножества S, если все
слова набора являются внешними и использованы специальные виды пере-
крывания подслов.
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Рис. 123. Совмещение «графа фраг-
ментов» с «графом молекулы»

а — частичный гидролиз фрагмента, ограниченного двумя минорными нуклеотидами
Н, 2те; б — модифицированный «граф молекулы»
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это осуществляется совмещением общих вершин графа фрагмен-
та и графа молекулы и вычеркиванием тех из входящих в эти
вершины или выходящих из них ребер, которые не являются
общими для обоих графов. На рис. 123 показан «граф молекулы»
(из рис. 122), построенный с учетом «графа фрагментов». Основная
трудность в этой процедуре состоит в установлении общих для
обоих графов вершин.

Установление тождества между вершинами различных графов,
необходимое для их совмещения, называется идентификацией
продуктов полных гидролизов фрагмента и всей молекулы. В об-
щем случае идентификация не является однозначной процедурой
и требует перебора вариантов, что приближает ее по сложности
вычисления к задаче определения гамильтонова пути. Однако
если все слова набора Н разные, то идентификация проводится
тривиально. Идентификация может быть легко выполнена, если
используемые фрагменты определенным образом упорядочены
или удовлетворяют достаточно жестким условиям, например
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когда у всех фрагментов один из концов общий. Использование
именно таких фрагментов довольно широко практикуется биохи-
миками [109, 110]. Кроме того, условие связности «графа фраг-
мента» также ограничивает возможные способы его совмещения
с «графом молекулы». Поэтому оказывается полезным использо-
вать процедуру идентификации во многих практически встречаю-
щихся задачах восстановления первичной структуры РНК.

Рассмотрение задачи восстановления слов в терминах теории
графов обеспечивает наглядность рассуждений, однако непосред-
ственное использование графов для решения конкретных задач
неудобно.

Разработано два тира алгоритмов для решения задачи восста-
новления слов: первоначально на основе кодирования исходной
информации в виде состава второго ранга восстанавливаемого сло-
ва [128—130, 132], а затем на основе алгебраического метода под-
становок [131, 133—135].

11.3. Восстановление слов по составу второго ранга

Пусть дано некоторое слово z и пусть а0, Ьо — первая и послед-
няя буквы этого слова. Рассмотрим все двубуквенные подслова
слова z. Пусть подслово аг6; (см. рис. 121) к раз входит в z.
Образуем упорядоченную пару (аф^). Объединим все такие
упорядоченные пары в одно множество и добавим к нему две гра-
ничные пары <ао1>, <Ь0, 1>. Полученное множество обозначим
через С2 [z]. Таким образом вводится оператор, который слову z
ставит в соответствие множество С2 Ы.

Рассмотрим множество пар, состоящее из следующих элемен-
тов: два граничных элемента <а0, 1>, <Ь0, 1> и р внутренних
{(.uibi, &,•>}, 1 ^ i <; р. При этом а0, b0, at, bt — произвольные
части подслова, kt — натуральные числа и если atbt = a^>a,
то kt = kq. Множество такого типа называется составом второго
ранга. Пусть дано множество L2, являющееся составом второго
ранга. Если существует слово z, которое является решением
уравнения Ь2 = С2 [z], то L2 есть состав второго ранга слова z.
Задача восстановления слова заключается в реконструкции неиз-
вестного слова по веданному составу второго ранга этого слова.
К этому сводится задача установления первичной структуры по
полным гидролизам [128, 129].

При построении соответствующих алгоритмов и решении во-
проса единственности восстанавливаемого слова существенную

оль играют регулярные преобразования слов. Пусть слово можно
редставить в одной из форм:

zi = x1ax2bxaaxibx6 (1), Zj = yicy2cyacyt (2),

273



* 4. Пространственно я организация биологических структур

где а, Ь, с — части подслов, Xi, х%, х3, х4, хъ, уи у2, у3, yt — про-
извольные слова. Тогда каждое из слов соответственно для (1)
и (2) z[ = Х1.ах^Ьх3ах2Ьх&, ẑ  = У1су3су2су, есть результат регуляр-
ного преобразования слова г. Слово z тогда и только тогда одно-
значно восстанавливается по своему составу второго ранга, когда
оно не изменяется никаким регулярным преобразованием.

Сложность алгоритма, восстанавливающего слово (или прове-
ряющего его существование и единственность), определяется эле-
ментарными операциями, число которых не превосходит ге4,
где п — число букв в восстанавливаемом слове [130].

Располагая данными полного гидролиза и накладывая опреде-
ленные ограничения на данные частичного гидролиза, можно
использовать метод, который уменьшает возможный перебор.
Этот метод называется алгоритмом покрытий [132].

Приближенная оценка времени вычисления указанного алго-
ритма имеет вид пк (р!)2, где р — среднее число фрагментов ча-
стичного гидролиза, п — число букв в восстанавливаемом слове,
к = 3 -н 4. Основной перебор определяется величиной р. При т
различных частичных гидролизов оценка сложности примет вид
пк (р\)т.

11.4. Метод подстановки при восстановлении слов

Как было отмечено, отношение А разбивает множество Н на под-
множества [Si (i = 1, . . ., т), где т — число подслов в набо-
ре Н\ таких, что в каждое множество £, входят лишь элементы,
соответствующие полсловам, с которыми перекрывается справа
подслово ХГ. Например, если подслово х\ = х\а(, то в подмноже-
ство St входят все подслова типа atyj, aty'j+1 и т. д. Последова-
тельности всех перекрывающихся подслов из набора Н назы-
ваются А-цепями [131]. Эквивалентными считают любые две по-
следовательности, в которых элементы, стоящие на одинаковых
местах, соответствуют равным подсловам. Все эквивалентные
друг другу последовательности составляют некоторые классы
эквивалентности А-цепей.

Таким образом, существование единственной А-последователь-
ности (слова) соответствует существованию единственного класса
эквивалентности на множестве всех Д-цепей.

Для дальнейшего изложения удобнее рассматривать замкну-
тые А-цепи. Для этого будем считать, что конечное подслово
перекрывается справа только с начальным, а начальное слева —
только с конечным.

Подстановкой из т элементов xt (i = 1, . . ., т) называется
взаимно-однозначное отображение множества Н на себя. Подста-
новку можно записать в форме разбиения на циклы. При этом
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за каждым элементом в строку выписывается элемент, на который
он отображается, пока не встретится уже выписанный элемент;
такая последовательность заключается в скобки и называется
циклом (последний выписанный в ней элемент отображается
на первый). Затем выписываются остающиеся элементы до тех
пор, пока все они не окажутся выписанными в виде не имеющих
общих элементов циклов.

Подстановка, не разложимая на циклы, т. е. представляющая
собой единый цикл, называется конечным циклом. Всякая Д-цик-
лическая цепь является конечным циклом, в котором за каждым х,-
следует элемент из St.

Для определения Д-циклической цепи необходимо построить
произвольную Д-подстановку (возможно, не являющуюся конеч-
ным циклом), а затем последовательно проводить попарные объе-
динения х циклов этой подстановки, пока не придем к конечному
циклу.

Все совпадающие множества 5,ч можно объединить в одно Si,
а все элементы xiq, которым соответствуют эти равные множест-
ва,— в одно множество Mi (i ^ т). В этом случае Д-подста-
новке соответствует отображение элементов каждого множества М\
на элементы соответствующего множества S(, а все возможные
Д-подстановки могут быть записаны в виде схемы

м,
S,

"г « 3 (11.1)

Множества Mt (i = 1, . . ., к) объединяют подслова xt, имею-
щие одинаковые правые граничные части, а множества S
(i = 1, . . ., к) объединяют подслова уь, имеющие одинаковые
левые граничные частицы.

Например, построим схему фрагмента молекулы РНК
(см. рис. 121).

1
GU
GCU

UAG
UAG

2
AGC
GC

CG
CCG

3
CG
CCG
AUG

GC
GGU
GAU

4
GA U

AUG

5
UAG

AGC

6
UAG

GU

1 Объединение циклов — результат произведения двух независимых циклов на
транспозицию элементов из обоих этих циклов, например (1 2 3) (4 5 6) (3 4) =
= ( 1 2 4 5 6 3 ) [138],
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Часть схемы между двумя вертикальными чертами будем на-
зывать блоком.

Необходимое и достаточное условие существования класса
А-подстановок — возможность установления взаимно-однознач-
ного соответствия между элементами каждой пары множеств Mt

и St, т. е. равенство чисел элементов в них. Это эквивалентно
условию существования эйлерова графа.

Возможность построения конечного цикла легко проверяется
путем последовательного объединения циклов любой построен-
ной подстановки. Такое объединение осуществляется в этом случае
очень легко, достаточно провести транспозицию пары элементов,
входящих в разные циклы.

Например: выбираем подслово GU из первого столбца и под-
слово, на которое оно отображается, UAG. Для подслова UAG
находим подслово, на которое оно отображается в столбце 6: GU.
Получаем первый цикл (GU, UAG). Аналогичным путем строится
следующий цикл: (AGC,CG, GC, CCG, GAU, AUG, GGU, UAG).
Объединение указанных циклов приводит к конечному циклу
{GU, UAG, AGC, CG, GC, CCG, GAU, AUG, GGU, UAG). Отбра-
сывая перекрывающиеся части подслов, получаем исходное
слово (см. рис. 121).

Если такой процесс попарного объединения, проводи-
мый в одном произвольном случайно выбранном порядке,
не приводит к построению конечного цикла, то конечный цикл
на множестве Н не существует.

Вопрос о единственности конечного цикла легко решается
с использованием метода, аналогичного рассмотренным ранее
регулярным преобразованиям (см. раздел 11.3). Так, на множе-
стве Н единственный класс эквивалентности Д-цепей определен
тогда и только тогда, когда в случайно выбранной Д-цепи не су-
ществует двух пар элементов хр, xq и уг, Ук, принадлежащих
к одному множеству St, расположенных в цепи следующим обра-
зом: . . . хр . . . уг . . . xq . . . уп (в частном случае г может рав-
няться q) и таких, что хр не эквивалентно xq.

Алгоритм построения последовательности путем объединения
циклов имеет порядок менее тп3, где пг — число подслов в наборе
Н, а проверка единственности построенной последовательности
не превосходит т*.

Учет продуктов частичного гидролиза осуществляется также
с использованием схемы (11.1). Если имеются перекрывающиеся
продукты частичного гидролиза, то в тождественных им частях
схемы появляются дополнительные блоки [133]. Дробление бло-
ков уменьшает число элементов в каждом новом блоке и соответ-
ственно число возможных Д-ценей, так как в Д-цепи за каждым
элементом верхней строки блока должен следовать какой нибудь
элемент нижней строки. Это эквивалентно уменьшению числа

276



* Глава 11. Восстановление линейной структуры биополимеров

ребер в «графе молекулы» при наложении на него «графа фрагмен-
тов», полученного частичным гидролизом.

Важным моментом при учете информации о частичных гидро-
лизатах является возможность идентификации тождественных
подслов.

Проверка условий существования А-цепи и само ее построе-
ние осуществляются по модифицированной схеме так же, как было
ранее описано для схемы полных гидролизов, однако несколько
усложняется методика проверки единственности.

11,5. Оптимизация биохимического эксперимента

Планирование эксперимента

Поскольку учет информации о частичных гидролизатах ведет
к уменьшению числа ребер в «графе молекулы» (см. рис. 122),
то необходимо использовать фрагменты, позволяющие ликвиди-
ровать ребра графа, которые порождают неединственность пути.
В одних случаях можно с достаточной определенностью указать
требуемый продукт частичного гидролиза и именно его выделять
из смеси, например когда один из порождающих неоднозначность
элементов входит в концевой продукт.

В других случаях по нуклеотидному составу случайно выбран-
ного частичного гидролизата можно определить, содержится ли
в нем элемент, порождающий неоднозначность. Если такого эле-
мента нет, то проводить анализ этого частичного гидролизата не
имеет смысла. Планирование эксперимента может быть также
облегчено, если в последовательности имеются минорные нуклео-
тиды (рис. 124).

Определение первичной структуры РНК блочным методом ис-
пользует перекрывание нуклеотидных последовательностей про-
дуктов различных полных гидролизов. Нуклеотидная последо-
вательность продуктов определяется для каждого гидролиза, и,
таким образом, последовательность нуклеотидов в участках пере-

Рис. 124. Длина последовательностей
нуклеотидов, восстанавливаемая одно-
значно

1 — два полных гидролизата;
2 — три полных гидролизата;
j — четыре полных гидролизата, W — доля од-
нозначно восстанавливаемой последовательности
длины п
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крывания определяется несколько раз. В ряде случаев можно
устранить такое дублирование [133, 134].

Так, если участок перекрывания имеет характерный нуклео-
тидный состав, то по известной последовательности этого участка
в продукте одного из полных гидролизов можно определить,
в каком из внешних продуктов другого полного гидролиза он
содержится. Если невозможно выбрать одно решение, то проводит-
ся биохимическое определение последовательности в указанных
продуктах.

Использование нескольких полных гидролизов

Математическая формулировка критерия единственности слова
позволяет определить, какую среднюю длину нуклеотидной по-
следовательности п можно однозначно восстановить по данным
только нескольких полных гидролизов.

К решению этой задачи можно подойти с двух сторон. Во-пер-
вых, можно считать, что нуклеотидные последовательности пред-
ставляют собой случайно выбранные последовательности из че-
тырех символов [118, 119]. Но такой подход оставляет в стороне
возможную неслучайность реальных нуклеотидных последователь-
ностей. Поэтому были использованы уже расшифрованные пер-
вичные структуры нуклеиновых кислот [138]. Для этих последо-
вательностей проводилось их условное разбиение на продукты
полных гидролизов по каждому из нуклеотидов G, U, С, А, Под-

Таблица 11

Эффект применения математического метода с использованием
трех полных гидролизов для однозначного восстановления первичной
структуры РНК

Показатель

Число щ/клеотидов

Метод

Фрагмент цистро-
на из РНК фага

R П [Ш\

61

Тради-
ционный

Матема-
тический

68 РНК Е. coli

120

Тради-
ционный

Матема-
тический

б-концевой фраг-
мент РНК фага

its

Тради-
ционный

Матема-
тический

Общее число продуктов
полных гидролизов
Число расшифрованных
биохимически продуктов
полных гидролизов
Число продуктов частич-
ных гидролизов

278

22 34

6

40

16

55

13

47

26

77

19

108 14
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считывалось, какая часть последовательностей данной длины
восстанавливается однозначно. Сглаженные кривые результатов
этого анализа приведены на рис. 124.

Средняя длина п =\^п{№(п{) 1 / [ 2 ^ ( / г ; ) | , гДе W (пд ~ Доля

однозначно восстановимых последовательностей длины nt, рав-
няется для двух гидролизов 18 нуклеотидам, для трех — 36, для
четырех—~70. Для четырех гидролизов не удалось получить
всю кривую из-за малого числа длинных молекул РНК, расшиф-
рованных к настоящему времени.

Таким образом, использование каждого нового полного гид-
ролиза, специфичного к одному нуклеотиду, увеличивает среднюю
длину последовательности, однозначно восстановимой по данным
только полных гидролизов, примерно в два раза.

В табл. 11 приведены данные, позволяющие сравнивать коли-
чества биохимической информации, необходимой для однозначно-
го восстановления структуры трех РНК традиционными методами,
использующими два полных гидролиза, и математическим мето-
дом, использующим три полных гидролиза. Из табл. 11 видно,
что число различных продуктов трех полных гидролизов больше,
чем двух полных гидролизов примерно в полтора раза. Однако
число олигонуклеотидов, структуру которых надо определять
биохимическими методами, уменьшается. Использование опи-
санных методов позволяет в 5—18 раз уменьшить количество
продуктов частичного гидролиза, необходимое для достижения
однозначности.

Поскольку получение и анализ продуктов частичного гидроли-
за — одна из наиболее сложных и трудоемких биохимических
операций, то значительное уменьшение их числа свидетельствует
об эффективности разработанных методов. Можно надеяться, что
использование математических методов восстановления слов по-
зволит значительно продвинуться вперед в определении первич-
ной структуры нуклеиновых кислот.
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